Nuova biblioteca di cultura scientifica 


Lev D. Landau Evgenij M. Lifsits 


Fisica teorica 10 


Editori Riuniti Edizioni Mir 


Evgenij M. Lifsits Lev P. Pitaevskij 


Fisica cinetica 


Editori Riuniti Edizioni Mir 


T edizione: ottobre 1999 

Titolo originale: Fizičeskaja kinetika 
Traduzione di Aleksandr Machov 
© Copyright Edizioni Mir, Mosca 
© Copyright Editori Riuniti, 1984 
via Alberico II, 33 - 00193 Roma 
ISBN 88-359-4782-0 


Indice 


Prefazione |... .066. +» Pia e na a S 


Alcune notazioni... L00000 00000 0000000 


CAPITOLO I. TEORIA CINETICA DEI GAS 


+ Funzione di distribuzione . . . . . +60 + 000 00 0000 
Prineipio dell'equilibrio dettagliato . . . + +... .00 0. 
Equazione cinetica di Boltzmann . . . + 000060 00000 
Teorema Ho... .....-. e 0000 0 00 0 00 00000 
Passaggio alle equazioni macroscopiche . . . +. + 0.0 + 000% 
Equazione cinetica per un gas debolmente non omogeneo © . . ., 
Conducibilità termica dei gas . . .. 600 000 è 0 0 000 0 oo 
Viscosità dei gas ......... di aree AR) eee dalai) se 
Simmetria dei coefficienti cinetici . . . . 600 0000000 + è 0 
. Soluzione approssimata dell'equazione cinetica . . ... +... 
Diffusione di un gas leggero in uno pesante . . ... +. 000% 
Diffusione di un gas pesante in uno leggero ........, 
Fenomeni cinetici in un gas in un campo esterno . . . +. 0.6. 
Fenomeni in gas debolmente rarefatti . . >... 0... 00% 
Fenomeni in gas fortemente rarefatti . . . . . AO 
Deduzione dinamica dell'equazione cinetica . ......%% 0» 
. Equazione cinetica tenuto conto degli urti tripli . ........ 
Sviluppo viriale dei coefficienti cinetici . . . . 0 0 ++ 060 + 
Fluttuazioni della funzione di distribuzione in un gas in equilibrio 
Fluttuazioni della funzione di distribuzione in un gas non in 
equilibrio ...... aio ae dee e u 


AnSOLLNDAILA DA 


Sum co do 


. 


> 


to) i to) to) to, toi to» to) to, to: fo» to) to) to) toa to, to: to; to. Oo 
Mo hu le h hy h Miro h g ta 


Svor 


Di 


CAPITOLO II. APPROSSIMAZIONE DIFFUSIONALE 


$ 21. Equazione di Fokker-Planck ...... EE ERO 
$ 22. Gas debolmente ionizzato in un campo elettrico UVA de iaia 
$ 23. Fluttuazioni in un gas debolmente ionizzato non in equilibrio . . 
$ 24. Ricombinazione e ionizzazione . ....... a ar e ela 
$ 25. Diffusione ambipolare . . . 0.0... e: eda ee 
$ 26. Mobilità degli ioni in soluzioni di ‘elettroliti forti sasssa 


114 
118 
124 
129 
133 
136 


4% 


INDICE 


CAPITOLO III. PLASMA SENZA URTI 


$ 27. 
$ 28. 
$ 29. 
$ 30. 
$ 31. 
$ 32. 
$ 33. 
$ 34. 
$ 35. 
$ 36. 
$ 37. 
$ 38. 
$ 39. 
$ 40. 


Campo autocompatibile . . . 0.660 + 000 00 
Dispersione spaziale in un plasma . .......... dela 
Costante dielettrica di un plasma senza urti . ......... a 
Smorzamento di Landau . ......... di lin aa 

Costante dielettrica del plasma di Maxwell ........ + 
Onde di plasma longitudinali. ..... SE ica carena 
Onde ionico-acustiche . . 0... e ila 
Rilassamento della perturbazione iniziale . . ooo soson soune aeoo 
Eco:di ‘plasma: o + s ae ed e aa ai è 
Cattura adiabatica di elettroni . ..... anna le e lea 
Plasma quasi-neuîro . . L00666 
Idrodinamica di un plasma a doppia temperatura ....... 
Solitoni in un mezzo debolmente dispersivo ........% 
Costante dielettrica di un plasma degenere senza urti ...... 


CAPITOLO IV. URTI IN UN PLASMA 


. Integrale degli urti di Landau . ......0L04 
. Trasmissione dell'energia tra elettroni e ioni ......... 
. Lunghezza del cammino delle particelle nel plasma . +. +... ... 
. Plasma di Lorentz. . L60000 0000 


Elettroni in fuga ....... RE EE NE E 


. Integrale degli urti convergente . . . 0... 00 60000006 
. Interazione attraverso onde di plasma . . . sesa 6% 60% 
. Assorbimento nel plasma nel limite delle alte frequenze .... 
. Teoria quasi-lineare dello smorzamento di Landau . + sase.. 
. Equazione cinetica per un plasma relativistico . ....... 
. Fluttuazioni in un plasma ........ alal ee ee 


CAPITOLO V. PLASMA IN UN CAMPO MAGNETICO 


$ 52. 
$ 53. 
$ 54. 


$ 55. 
$ 56. 
$ 57. 


$ 58. 
$ 59. 
$ 60. 


Costante dielettrica di un plasma freddo senza urti ...... 
Funzione di distribuzione in un campo magnetico >. è è +0 è 00 
Costante dielettrica di un plasma mazwelliano magneticamente 
attivo PIO 0 0 0000 0000 
Smorzamento di Landau in un plasma magneticamente attivo è + . . 
Onde elettromagnetiche in un plasma freddo magneticamente attivo 
Influenza del moto termico sulla propagazione delle onde 
elettromagnetiche in un plasma magneticamente attivo + è è è + + 
Equazioni idrodinamiche di un plasma magneticamente attivo . . . 
Coefficienti cinetici di un plasma in un campo magnetico forte . . 
Approssimazione di deriva . . L66064 600040 


143 
147 
150 
154 
158 
164 
167 
169 
173 
179 
182 
185 
188 
196 


260 
264 


268 
270 
276 


283 
287 
291 
303 


INDICE 


CAPITOLO VI. TEORIA DELLE INSTABILITÀ 


$ 61. Instabilità di fascio . ....... 
“$ 62. Instabilità assoluta e convettiva . . a. . +6 + 660 +. 
$ 63. Amplificazione e impenetrabilità ... ...... 


$ 64. Instabilità per legame debole di due rami dello spettro delle 


oscillazioni —«. ....4.. ie rai a a a dale ai E cla 
$ 65. Instabilità di sistemi finiti. ...... 


CAPITOLO VII. DIELETTRICI 


$ 66. Interazione tra fononi . 
$ 67. Equazione cinetica per i fononi in un dielettrico ..... 
$ 68. Conducibilità termica dei dielettrici. Alte temperature 
$ 69. Conducibilità termica dei dielettrici. Basse temperature 
$ 70. Diffusione di fononi su impurità 
$ 71. Idrodinamica del gas fononico in un dielettrico ..... 
$ 72. Assorbimento del suono in un dielettrico. Onde lunghe 
$ 73. Assorbimento del suono in un dielettrico. Onde corte . 


CAPITOLO VIII. LIQUIDI QUANTISTICI 


$ 74. Equazione cinetica delle quasi-particelle nel liquido di Fermi 
$ 75. Conducibilità termica e viscosità del liquido di Fermi 
$ 76. Assorbimento del suono nel liquido di Fermi . 


$ 77. Equazione cinetica per le quasi-particelle nel liquido di Bose 


CAPITOLO IX. METALLI 


$ 78. Resistenza residua 
$ 79. Interazione elettrone-fonone 
$ 80. Coefficienti cinetici di un metallo. Alte temperature 
$ 81. Processi umklapp in un metallo . .......... sic 
$ 82. Coefficienti cinetici di un metallo. Basse temperature . . 
. Diffusione di elettroni sulla superficie di Fermi s.a 
. Fenomeni galvanomagnetici in campi forti. Teoria generale . 
. Fenomeni galvanomagnetici in campi forti. Casi particolari 
. Effetto skin anomalo ....... i Re ale 
. Effetto skin nella regione infrarossa . . +. + + è + 0. 
. Onde elicoidali in un metallo . . ... 0.600.000» 
. Onde magnetoplasmiche in un metallo . . . +. +++... 
. Oscillazioni quantistiche della conduttività di un metallo 
campo magnetico >. +. +. 06 +. 0 + +0 0000000 


to to) to, to, o a tn a 
00 
SEENISE® 


. . > 


in un 


335 
339 


È 344 
| 350 


354 
355 
359 
364 


367 
374 
376 
380 


387 
392 
397 
401 
405 
414 
419 
425 
430 
440 
443 
447 


449 


8 INDICE 


CAPITOLO X. TECNICA DEI DIAGRAMMI PER SISTEMI NON 
IN EQUILIBRIO 


91. Suscettività di Matsubara ......... REI A AR 
92. Funzioni di Green di un sistema non in equilibrio ..... 4.4. 
93. Tecnica dei diagrammi per sistemi non in equilibrio... .... 
94. Autofunzioni energetiche ...... E E d aaa (I 
95. Equazione cinetica nella tecnica dei diagrammi ...... sa 


to, è ta 


CAPITOLO XI. SUPERCONDUTTORI 

$ 96. Proprietà alle alte frequenze dei superconduttori. Formula generale 
$ 97. Proprietà alle alte frequenze dei superconduttori. Casi limite . .. 
$ 98. Conducibilità termica dei superconduttori . ..... 4%. +. 


CAPITOLO XII. CINETICA DELLE TRANSIZIONI DI FASE 


$ 99. Cinetica delle transizioni di fase di prima specie. Formazione dei 
Bermi “og ia a ln an O o RR celano di ai e EL 
$ 100. Cinetica delle transizioni di fase di prima specie. Stadio di 
coalescenza . ........ ae ela anna 
$ 101. Rilassamento del parametro d'ordine nell'intorno del punto di una 
transizione di fase di seconda specie . . ... 0... +. +0 ++ 
$ 102. Invarianza di scala dinamica . . LL... 0660066 
$ 103. Rilassamento nell’elio liquido nell'intorno del punto lambda . . . 


Indice analitico . .... di ECO e aaa eee STE Sent 


458. 
462 
469 
474 
478 


484 
490 
495 


499 
505 


512 
515 
517 
524 


Prefazione 


Il presente volume, che conclude il corso di Fisica teorica, è dedicato 
alla fisica cinetica intesa in senso largo come teoria microscopica dei 
processi in sistemi non in equilibrio statistico. 

A differenza delle proprietà dei sistemi in equilibrio statistico, 
le proprietà cinetiche sono legate molto più strettamente al carattere 
delle interazioni microscopiche fra i diversi oggetti fisici. Di qui deriva 
l'enorme varietà di queste proprietà e il carattere notevolmente più 
complicato della loro teoria. Ciò rende meno univoca la scelta stessa del 
materiale da includere in un corso generale di fisica teorica. 

Il contenuto del libro risulta chiaro dall indice. A questo proposito 
facciamo alcune osservazioni. 

Il libro presta un'attenzione notevole alla teoria dei gas, in quanto, 
in via di principio, oggetto più semplice della teoria cinetica. Alcuni 
capitoli sono dedicati alla teoria del plasma non solo per l’importanza 
fisica di questa branca della cinetica, ma anche perché molti problemi 
della cinetica del plasma si possono risolvere completamente e danno 
un’illustrazione istruttiva dei metodi generali della teoria cinetica. 

Le proprietà cinetiche dei solidi sono particolarmente varie. Nella. 
scelta del materiale per i corrispondenti capitoli del libro abbiamo dovu- 
to, ovviamente, limitarci alle sole questioni generali, che mostrano 
i fenomeni fisici cinetici fondamentali e i metodi del loro studio. A tale 
proposito sottolineiamo ancora una volta che questo libro fa parte di 
un corso di fisica teorica e non pretende affatto di fungere da corso di 
teoria dei solidi. 

Il contenuto del presente libro pecca di due difetti evidenti: mancano 
i problemi relativi alla cinetica dei processi magnetici e la teoria dei 
fenomeni cinetici legati al passaggio di particelle veloci attraverso la 
materia. Questi difetti sono dovuti alla mancanza di tempo, e ci siamo 
rassegnati ad essi pur di non ritardare ancora di più l'uscita del libro. 
Vogliamo sperare, tuttavia, che, sebbene il libro sia privo di quanto 
dovrebbe contenere, cionondimeno, il suo contenuto presenti interesse 
e sia utile al lettore. i 

Questo libro completa il programma tracciato da Lev D. Landau 
più di quarant'anni fa. Tutto il corso consta dei seguenti volumi: 

I. Meccanica. 
II. Teoria dei campi. 
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III. Meccanica quantistica (teoria non relativistica). 
IV. Teoria quantistica relativistica. 
V. Fisica statistica, parte 1. 
VI. Idrodinamica. 
VII. Teoria dell’elasticità. 
VIII. Elettrodinamica dei mezzi continui. 
IX. Fisica statistica, parte 2. 
X. Fisica cinetica. 
Ricordiamo che la comparsa del volume IX in questo programma edi- 
toriale è dovuta al fatto che esso contiene nozioni di idrodinamica e di 
elettrodinamica macroscopica. 
Nella nuova edizione italiana dal 1975 ad oggi sono usciti già 
i volumi I, II, III, IV, V, VII, IX. I volumi VI e VIII, usciti in 
russo molto tempo fa, necessitano di una rielaborazione notevole, e in 
futuro prossimo speriamo di occuparci di questo lavoro. 
Vogliamo esprimere il nostro più sentito ringraziamento ad 
A. F. Andreev, R. N. Gurza, V. L. Gureviù, Ju. M. Kagan, M. I. Ka- 
ganov e I. M. Lifšits con i quali abbiamo discusso questioni trattate 
nel presente libro. 
Siamo grati a L. P. Gorkov e A. A. Ruchadze, che hanno letto il 
manoscritto e fornito alcune osservazioni preziose. 


Mosca, gennaio 1980 
E. M. Lifšits, 
L. P. Pitaevskij 


Alcune notazioni 


Funzione di distribuzione delle particelle f (capitoli I-VI); negli 
impulsi si riferisce sempre a d°p. 

Funzioni di distribuzione, ossia numeri di riempimento degli 
stati quantistici degli elettroni e dei fononi, n (p) e N (k) (capitoli 
VII, IX-XI); negli impulsi si riferiscono sempre a d*p/(2xrh)?. 

Integrale degli urti: St. 

Integrale degli urti linearizzato: /. 

Grandezze termodinamiche: temperatura T, pressione P, poten- 
ziale chimico u, densità del numero di particelle N, numero totale 
di particelle f°, volume totale 7°. 

Intensità del campo elettrico: E. 

Induzione magnetica: B. 

Carica elettrica elementare: e (carica dell’elettrone —e). 

Nelle stime sono utilizzate le seguenti notazioni: lunghezze 
caratteristiche del problema L; dimensioni atomiche, costante del 
reticolo d; lunghezza del cammino libero /; velocità del suono u. 

La media è indicata con parentesi angolari (. . .) o con un tratti- 
no sopra la lettera. 

Gli indici vettoriali tridimensionali sono denotati con le lettere 
dell’alfabeto greco a, f, . 

Nei capitoli III-VI: 

Massa dell’elettrone e dello ione: m e M. 

Cariche dell’elettrone e dello ione: —e e ze. 

Velocità termiche degli elettroni e degli ioni: 


Ure = (Tlm)U/2, vr; = (T M}. 
Frequenza del plasma: 
Qe = (4AnNe°/m)!!2, 
Q; = (4n Nze M). 
Raggio di Debye: 
as = (Telan N e), a; = (Tin Nze), 


a?= a+ ail. 
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Frequenza di Larmor: 
©pge = eB/mc, pi = 2eB/Me. 


I rimandi ai paragrafi e alle formule degli altri volumi di questo 
Corso sono indicati mediante cifre romane: I (Meccanica, 1975), 
II (Teoria dei campi, 1975), III (Meccanica quantistica, 1976), IV 
(Teoria quantistica relativistica, 1977), V (Fisica statistica, parte 1, 
4978), VII (Teoria dell elasticità, 1978), VIII (Elettrodinamica dei 
mezzi continui, uscirà nel 1985), IX (Fisica statistica, parte 2, 1981). 


Capitolo I 


TEORIA CINETICA DEI GAS 


$ 1. Funzione di distribuzione 


Questo capitolo è dedicato all'esposizione della teoria cinetica 
dei gas ordinari composti di atomi elettricamente neutri e di mole- 
cole. L'oggetto di studio di questa teoria è rappresentato da stati 
e processi di non equilibrio in un gas perfetto. Si ricordi che con 
perfetto si intende un gas così rarefatto che ogni sua molecola si 
muove liberamente per quasi tutto il tempo e interagisce con le 
altre molecole solo nel caso di collisioni dirette. In altre parole, ciò 
significa che la distanza media fra le molecole r ~ N? (dove N 
è il numero di molecole nell'unità di volume) è supposta grande ri- 
spetto alla loro dimensione o, più precisamente, rispetto al raggio 
d'azione delle forze intermolecolari d; la grandezza piccola Nd? ~ 
~ (dir} si chiama spesso « parametro di gassosità ». 

La descrizione statistica del gas è data dalla funzione di distribu- 
zione f(t, g, p) delle molecole di gas nel loro spazio delle fasi. 
Questa è, in generale, una funzione delle coordinate generalizzate 
della molecola scelte in un determinato modo (indichiamone lin- 
sieme con q) e dei corrispondenti impulsi generalizzati (la cui totalità 
è indicata con p); in uno stato non stazionario essa è anche funzione 
del tempo ft. Denotiamo con dt = dg dp l'elemento di volume dello 
spazio delle fasi della molecola, dove dq e dp indicano conven- 
zionalmente i prodotti dei differenziali di tutte le coordinate e di tutti 
gli impulsi, rispettivamente. Il prodotto f dt è il numero medio di 
molecole contenute in un dato elemento dt, cioè aventi i valori q e 
p in dati intervalli dg e dp. Sul significato della nozione di media 
così definita torneremo ancora più avanti. 

Anche se la funzione f verrà ovunque intesa definita come den- 
sità di distribuzione proprio nello spazio delle fasi, nella teoria cine- 
tica è opportuno esprimerla mediante variabili determinate in un 
certo modo, che possono anche non essere coordinate ed impulsi 
generalizzati canonicamente coniugati. Prima di tutto, conveniamo 
su questa scelta. 

Il moto traslatorio della molecola è sempre classico. Esso è de- 
scritto dalle coordinate r= (z, y, z) del suo centro di inerzia e dal- 
l'impulso p (o dalla velocità v = p/m) del suo moto come un tutt'uno. 
In un gas monoatomico il moto traslatorio esaurisce il movimento 
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di tutte le particelle (atomi). Nei gas poliatomici, invece, le molecole 
godono anche di gradi di libertà rotatori ed oscillatori. 

Il moto rotatorio della molecola nel gas praticamente è sempre 
classico !). Esso è descritto, soprattutto, dall’assegnazione del vettore 
momento angolare della molecola M. Ciò è sufficiente per una mole- 
cola biatomica. Questa molecola è un rotatore che gira nel piano 
perpendicolare al vettore M. Quanto all'angolo @ di rotazione del- 
l’asse della molecola in questo piano, nei problemi fisici reali si può 
considerare la funzione di distribuzione indipendente da @, vale 
a dire che tutte le orientazioni della molecola nel detto piano sono 
equiprobabili. Questa proprietà è legata alla velocità con cui Fan- 
golo @ varia al ruotare della molecola, e la sua origine si può pre- 
cisare nel seguente modo. 

La velocità di variazione di @ (velocità angolare di rotazione 


della molecola) è q= Q = MII. La media di questa velocità vale 


Q~ v/d, dove d sono le dimensioni molecolari e v la media delle 
velocità lineari. Ma molecole diverse hanno valori diversi di Q, 


distribuiti secondo una determinata legge attorno a Q. Pertanto le 
molecole che all’istante iniziale avevano @ uguali molto presto di- 
vergono rispetto ai valori di @; come si dice, avviene un rapido 
« mescolamento » degli angoli. Supponiamo che all’istante iniziale 
t = 0 la distribuzione degli angoli delle molecole sia g = @, (nel- 
l'intervallo da 0 a 27) e su Q sia data una funzione f (go, Q). Rica- 


viamo da essa la media, indipendente da @ 
2n 


- 7 - 1 
F=f +F (009. FO =r | Oo 2 deo 
ò 
in modo che f (o, Q) è una funzione a segno alterno, con valore 
medio nullo. Nel corso dell’evoluzione ulteriore, tenendo conto 
della rotazione libera delle molecole (p = Qt + o), la funzione 
di distribuzione varia in base alla legge 


f (p, Q, t) = f (Q) + F (p — 9t, Q) 
(dove f’ è una funzione periodica rispetto all'argomento @ — Qt 
di periodo 27). Col passare del tempo f’ diventa una funzione di Q 
oscillante sempre più rapidamente: il periodo caratteristico delle 


oscillazioni è AQ ~ 2n/t e diventa piccolo rispetto a Q già durante 
il cammino libero (fra due collisioni) delle molecole. Ma tutte le 
grandezze fisiche osservabili contengono una media della funzione 
di distribuzione di Q; il contributo della funzione rapidamente oscil- 


1) Si ricordi che la condizione di classicità della rotazione consiste nella 
disuguaglianza 12/25 < T (dove I è il momento d'inerzia della molecola, 7 la 
temperatura del gas). Questa condizione nei gas ordinari può essere violata sol- 
tanto per l'idrogeno e il deuterio a temperature basse. 
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lante f’ a queste medie è trascurabile. Questa circostanza permette 
di sostituire la funzione di distribuzione f (9, Q) con la sua media. 
rispetto agli angoli f (Q). 

È evidente che le considerazioni esposte sono di carattere generale 
e si riferiscono a tutte le grandezze rapidamente variabili (fasi) che 
assumono valori in intervalli finiti. 

Tornando ai gradi di libertà di rotazione delle molecole, notiamo 
che nei gas poliatomici la funzione di distribuzione può dipendere 
anche dagli angoli che determinano l’orientazione fissata degli assi 
molecolari rispetto al vettore M. Così, nelle molecole del tipo a trot- 
tola simmetrica questo angolo è quello formato da M e dall'asse 
della trottola (angolo di precessione); ma la funzione di distribu- 
zione si può considerare di nuovo indipendente dagli angoli di rota- 
zione della trottola intorno al proprio asse, rapidamente variabili, 
e dalla rotazione di precessione di questo asse intorno al vettore M 1). 

Il moto oscillatorio degli atomi all’interno della molecola si può 
praticamente sempre quantizzare, cosicché lo stato oscillatorio della 
molecola è definito dai numeri quantici corrispondenti. In condizio- 
ni ordinarie (a temperature non troppo alte) tuttavia le oscillazioni 
non sono in generale eccitate e la molecola si trova al suo livello 
oscillatorio fondamentale (nullo). 

In seguito, in questo capitolo indicheremo con il simbolo T la 
totalità di tutte le variabili, dalle quali dipende la funzione di di- 
stribuzione, ad eccezione delle coordinate della molecola, come un 
tutt'uno (anche il tempo t). Separiamo il fattore dV = dz dy dz 
dall’elemento di volume dt dello spazio delle fasi e indichiamo con 
il simbolo d? la sua parte restante trasformata nelle variabili uti- 
lizzate (e integrata sugli angoli dai quali la funzione f non dipende). 
Le grandezze ľ godono di una proprietà generale importante: sono 
integrali del moto che restano costanti per ogni molecola durante il 
suo moto libero (in assenza di un campo esterno) fra due collisioni 
successive; dopo ogni collisione queste grandezze, in generale, cam- 
biano. Al contrario, le coordinate x, y, z della molecola come un 
tutt'uno variano, ovviamente, durante tutto il moto libero. 

Per un gas monoatomico le grandezze I sono le tre componenti 
dell'impulso dell'atomo p = mv, in modo che dI = d*p. Per una 
molecola biatomica la grandezza T contiene, oltre all'impulso p, 
anche il momento angolare M; l'elemento dI' si può rappresentare 


1) Nella rotazione di una molecola del tipo a trottola sferica (CH,, ad 
esempio) restano costanti due angoli che definiscono l’orientazione della molecola 
rispetto alla direzione M (coincidente con quella della velocità angolare 9). 
Nella rotazione di una molecola del tipo a trottola asimmetrica resta costante 
una combinazione di angoli espressa dalla costanza dell’energia rotazionale 
Erot = MI, + Mî/21, + Mgl g, dove Mz, Mp, Mz sono le proiezioni del 
vettore costante M sugli assi principali di inerzia della molecola, che ruotano. 
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corrispondentemente nella forma 
dr = 2n dp M dM dom, (1,4) 


dove dom è l'elemento di angolo solido per la direzione del vet- 
tore M 1). Per una molecola del tipo a trottola simmetrica la gran- 
dezza T comprende anche l'angolo 0 formato da M e dall'asse della 
trottola; l'elemento è 


dr = 4n? d'p M? dM doym d cos 9 


(un fattore 27 è comparso in seguito all'integrazione sull'angolo di 

rotazione della trottola intorno al proprio asse; l’altro fattore 2 

è dovuto all'integrazione sugli angoli di rotazione di precessione). 
L'integrale 


fre r, T) dT =N (t, r) 


rappresenta la densità di distribuzione spaziale delle particelle di 
gas; N dV è il numero medio di molecole contenute nell'elemento 
di volume dV. A questo proposito dobbiamo fare la seguente osser- 
vazione. 

Quando si parla di un elemento di volume dV infinitesimo, si 
intende un volume, propriamente parlando, piccolo non matematica- 
mente, bensì fisicamente, cioè una zona spaziale di dimensioni pic- 
cole rispetto a quelle caratteristiche L del problema, ma grandi al 
tempo stesso se si tiene conto delle dimensioni delle molecole. In 
altre parole, l'affermazione che la molecola si trova in un dato ele- 
mento di volume dV, nel migliore dei casi significa unicamente che 
la sua posizione è definita con un’approssimazione fino a distanze 
dell'ordine delle dimensioni della molecola stessa. Questa circostanza 
è di importanza fondamentale. Infatti, se le coordinate delle parti- 
celle di gas fossero definite precisamente, allora il risultato della 
collisione, diciamo fra due atomi di un gas monoatomico descriventi 
due traiettorie classiche, sarebbe anch’esso definito completamente. 
Nella teoria cinetica dei gas si ha sempre a che fare invece con la 
collisione fra atomi in un dato elemento di volume fisicamente pic- 
colo. Data l’indeterminazione sulla precisa posizione reciproca degli 
atomi, il risultato della collisione sarà anch'esso indeterminato, e si 


1) Si può ottenere l’espressione (1,1) scrivendo prima dT nella forma 
dl = d'p $ (Mn) dM dop, = d°p È (M cos@) M? dM doy d cos 0 do, 


dove do, = d cos 9 dọ è l'elemento di angolo solido per le direzioni dell'asse 


della molecola (8 è l'angolo fra questo asse e M). La funzione è esprime il fatto 
che M ha due sole componenti indipendenti (corrispondenti al numero di gradi 
di libertà di rotazione della molecola biatomica): il momento M è perpendicolare 
all’asse della molecola. Integrando l'espressione scritta su d cos 8 dp, otteniamo 
la formula (14,1). 
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può parlare soltanto della probabilità di questo o di quell'altro 
esito. 

Possiamo ora precisare che, parlando della densità media del 
. numero di particelle, intendiamo con ciò la media rispetto a elementi 
di volume fisicamente infinitesimi e quindi rispetto a tempi del- 
l'ordine di grandezza di quelli necessari alle particelle per traversare 
tali elementi. 

Poiché le dimensioni degli elementi di volume, in relazione ai 
quali è definita la funzione di distribuzione, sono grandi rispetto alle 
dimensioni molecolari d, le distanze L, alle quali questa funzione 
varia notevolmente, devono essere grandi anch’esse rispetto a d. 
Il rapporto fra le dimensioni degli elementi di volume fisicamente 
infinitesimi e la distanza intermolecolare media r può essere, in 
generale, arbitrario. Però, il carattere della densità N, definita dalla 
funzione di distribuzione, cambia in funzione del valore di questo 
rapporto. Se le dimensioni degli elementi dV non sono grandi ri- 
spetto a r, la densità N non è una grandezza macroscopica: le fluttua- 
zioni del numero di particelle contenute in dV sono commensurabili 
con il suo valore medio. La densità N diventa una grandezza macro- 
scopica solo se è definita in rapporto a volumi dV contenenti molte 
particelle; in questo caso le fluttuazioni del numero di particelle in 
questi volumi sono relativamente piccole. È chiaro, tuttavia, che 
questa definizione è possibile solo nel caso in cui anche le dimensioni 
caratteristiche del problema siano L œr. 


$ 2. Principio del equilibrio dettagliato 


Consideriamo gli urti tra molecole, di cui una ha i valori delle 
grandezze ľ appartenenti a un dato intervallo dI, e l’altra all’inter- 
vallo dl; inoltre, in seguito alla collisione, queste molecole assu- 
mono i valori di T negli intervalli dI’ e dI, rispettivamente. Per 
brevità, parleremo semplicemente degli urti fra le molecole T e T; 
con transizione T, I, + I, Tj. Il numero totale di questi urti, rife- 
rito all'unità di tempo e all'unità di volume del gas, si può scrivere 
sotto forma di prodotto del numero di molecole nell’unità di volume 
(questo numero vale f (t, r, T) dT) per la probabilità di ogni mole- 
cola di essere soggetta a un urto del tipo considerato. In ogni caso 
questa probabilità è proporzionale al numero di molecole T, nell’uni- 
tà di volume (uguale a f (t, r, T,) dT,) e agli intervalli dI” e dl; 
dei valori delle grandezze T delle due molecole dopo l'urto. Quindi, 
il numero di urti con transizione IT, IT, + I”, Ti, che si producono 
in 1 s in 4 cmì, si può scrivere nella forma 


w (1°, Ti; T, T) ffi dI dI, dl dri (2,1) 


(qui e più avanti gli indici delle funzioni f corrispondono a quelli 
dei loro argomenti F: fı = f (t, r, D), f = f (t, r, I) ecc.); il 
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coefficiente w è funzione di tutti gli argomenti T in essa citati 1). 
Il rapporto fra w dI‘ dT; e il valore assoluto della velocità relativa 
v — v, delle molecole collidenti ha la dimensione di un’area e rap- 
presenta la sezione efficace d’urto 


w (T, Ti; T, T) , r 

La funzione w può essere definita, in teoria, solo mediante la 
soluzione del problema meccanico dell'urto tra particelle che intera- 
giscono secondo la data legge. Ma alcune proprietà di questa fun- 
zione possono essere precisate già in base a considerazioni generali °). 

Come è noto, la probabilità d’urto ha una proprietà importante 
che deriva dalla simmetria delle leggi meccaniche (classiche o quan- 
tistiche) rispetto all’inversione del segno del tempo (si veda III, 
$ 144). Indichiamo con [FT i valori delle grandezze che si ottengono 
da T per inversione del tempo. Questa operazione cambia i segni di 
tutti gli impulsi e i momenti; pertanto se T = (p, M), allora IT = 
= (—p, —M). Poiché l’inversione del tempo permuta gli stati 
« prima » e «dopo» l'urto, allora 


w(1°, Fi; T, T)=w(17, ri; 17, 17). (2,3) 


È da notare che questa relazione garantisce che nello stato di 
equilibrio statistico sia verificato il principio dell equilibrio dettagliato 
secondo il quale, in equilibrio, il numero di urti con transizione T, 
T; — T’, T; è uguale al numero di urti con transizione I'T, IT + 
— IT, TT. Infatti, rappresentando questi numeri nella forma (2,1), 
abbiamo 
w (I°, Ti; T, Ti) fofo dI dI, dl’ dl; = 

=w(1°, Ti; 1°, 11°) fofos dr” ari dl dr”, 
dove fo è la funzione di distribuzione di equilibrio (di Boltzmann). 
Il prodotto degli elementi di volume dello spazio delle fasi dl dl, X 
x dI’ dI; non cambia per inversione del tempo; pertanto si possono 
omettere i differenziali in entrambi i membri dell’ uguaglianza scrit- 
ta. Inoltre, sostituendo t con — t l'energia non cambia: e (T) = 


= e (IT), dove e (T) è l'energia della molecola in funzione delle gran- 
dezze T. Poiché la funzione di distribuzione di equilibrio (in un gas 


1) Le caratteristiche degli stati iniziale (i) e finale (f) nella funzione w si 
scrivono nell'ordine da destra a sinistra, cioè w (f; i), come si usa in meccanica 
quantistica. 

2) Sottolineiamo subito che anche se il moto libero delle molecole è sup- 
porto classico, ciò non esclude affatto che la loro sezione d’urto debba essere 

efinita quantomeccanicamente (come, fra l’altro, avviene). Tutta la deduzione 
esposta dell'equazione cinetica è indipendente dalla natura (classica o quantisti- 
ca) della funzione w. 
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fermo nel suo insieme) dipende unicamente dall’energia, ossia 
fo (T) = costante. e-&TYT (2,4) 


(dove T è la temperatura del gas), allora anche fo (T)= fo (TT). 
Infine, in virtù della legge di conservazione dell’energia nell’urto 
di due molecole, e + e, = e&' + e;. Pertanto 


fofoa = folor» (2,5) 


e l'uguaglianza scritta sopra si riduce a quella (2,3). 

Questa affermazione resta valida, ovviamente, anche per un 
gas che si muove a velocità macroscopica V. In questo caso la fun- 
zione di distribuzione di equilibrio è 


fo (T) = costante -exp ( LI) A (2,6) 
e l'uguaglianza (2,5) continuerà ad essere verificata in virtù della 
conservazione della quantità di moto negli urti: p + p, = p + p; !). 

Sottolineiamo che l'uguaglianza (2,5) è legata unicamente alla 
forma della distribuzione (2,4) o (2,6) come funzione delle grandez- 
ze T; quanto ai parametri T e V, essi possono variare in funzione del 
volume del gas. 

Si può dare anche un’altra formulazione del principio dell’equi- 
librio dettagliato. A tale scopo, oltre all’inversione del tempo, fac- 
ciamo cambiare di segno tutte le coordinate. Se le molecole non 
hanno una simmetria sufficiente, esse « si trasformeranno » per inver- 
sione in molecole sterecisomeriche, con le quali non potrebbero coin- 
cidere per nessuna rotazione della molecola come un insieme unico ?), 
In altre parole, in questi casi la trasformazione d’inversione signi- 
ficherebbe la sostituzione del gas con un’altra sostanza (stereoiso- 
merica) e sulle sue proprietà non si potrebbe trarre nessuna conclu- 
sione nuova. Se invece la simmetria delle molecole non ammette ste- 
reoisomeria, allora il gas resta immutato per inversione e le gran- 
dezze che descrivono le proprietà del gas macroscopicamente omo- 
geneo devono restare invariate. $ 

Indichiamo con TTP l'insieme di grandezze che si ottengono da 
T per inversione simultanea del tempo e del segno. L'inversione fa 
cambiare di segno tutti i vettori comuni (polari), compreso il vettore 
quantità di moto p, lasciando però invariati i vettori assiali, tra 
cui il vettore momento angolare M. Perciò, se I = (p, M), allora 


1) La formula (2,6) si ottiene dalla (2,4) trasformando l’energia della mole- 
cola dal sistema di riferimento Kọ, in cui il gas si trova a riposo, in quella del 
sn: K, dove il gas si muove a velocità V: e, (T) = e (T) — pV + mvV?/2 

cfr. I, (3,5)). 
2) s$ ricordi che la stereoisomeria esiste per molecole che non hanno né 
centro, né piani di simmetria. 
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TTP= (p, —M). Accanto all’uguaglianza (2,3) avremo anche l’ugua- 
glianza 1) 


w(1°, Ti; T, T)=w (1, IP; DIP, UA). (2,7) 


Le transizioni, alle quali si riferiscono le funzioni w in ambedue 
i membri dell’uguaglianza (2,3), sono dette inverse rispetto al tempo 
Tuna dell’altra. Esse non sono diretta e inversa in senso letterale, 
in quanto differiscono per i valori di T (T e IT). Tuttavia, per un gas 
monoatomico il principio dell'equilibrio dettagliato può essere for- 
mulato anche in termini di transizioni dirette e inverse. Poiché le 
grandezze T in questo caso sono solo le tre componenti della quantità 
di moto dell’atomo, allora T = ITP = p e dalla (2,7) ricaviamo 


w (P', Pi; P, Pa) = W (P, Pi; P's Pi) (2,8) 


Qui abbiamo a che fare con un « equilibrio dettagliato » nel senso 
letterale della parola: ogni processo di urto microscopico è bilanciato 
da un processo inverso. 

La funzione w verifica ancora una relazione generale che non ha 
niente a che fare con la simmetria rispetto all’inversione del tempo. 
La deduzione di questa relazione è più evidente se effettuata in ter- 
mini quantomeccanici, considerando le transizioni fra stati che for- 
mano una serie discreta; si tratta degli stati di una coppia di mole- 
cole che si muovono in un dato volume finito. Come è noto, le ampiez- 
ze delle probabilità dei diversi processi d’urto formano una matrice. 


unitaria $ (detta matrice di diffusione o matrice S). La condizione 


di unitarietà afferma: S*S = 1, oppure, in forma esplicita con gli 
indici matriciali (che numerano i diversi stati): 


DI SinSnn= DI StiSna = dia 
n n 


In particolare, per i = k 
È | Sm P=A. 


Il quadrato | S,; |? definisce la probabilità d'urto con transizione 
i+ n ?), e l'uguaglianza scritta non esprime altro che la condizione 


1) Se fra le grandezze T figurano anche variabili che definiscono l’orienta- 
zione rotatoria della molecola, allora, passando a TT o a TTP, queste variabili 
devono essere trasformate anch'esse in modo appropriato. Così, l'angolo di 
precessione della trottola simmetrica è dato dal prodotto Mn, dove n è la dire- 
zione dell’asse della molecola; questa grandezza cambia di segno sia per inver- 
sione del tempo che della direzione. 

2) Per tempi grandi il quadrato | Sn; |? è proporzionale a # e diviso per t 
dà la probabilità di transizione riferita all'unità di tempo (cfr. IV, $ 64). Se 
le funzioni d'onda delle particelle iniziali e finali sono normalizzate « per 1 
particella nel volume unitario », questa « probabilità » avrà la stessa dimensione 
(cm8/s) della grandezza w dI dl, definita in base alla formula (2,1). 
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di normalizzazione delle probabilità: la somma delle probabilità 
di tutte le possibili transizioni da un dato stato iniziale è uguale 
a uno. Ma la condizione di unitarietà si può scrivere anche nella for- 


ma $$* = 4 con un altro ordine dei fattori $ e $+. Allora otteniamo 
DI SinSin = Sih e, per i= k, 
n 

Da | Sin |?= 1, 

n 


vale a dire che è uguale a uno anche la somma delle probabilità di 
tutte le possibili transizioni in uno stato finale dato. Escludendo in 
ciascuna delle due somme il termine con n = i (transizione senza 
cambiamento di stato), scriviamo 


È I Sn l3 =R | Sin l. 


Questa è l'uguaglianza cercata che, in termini della funzione w, 
si scrive nella forma 


fw, ri; T, T,) dr” dT? = f w(T, Di; I”, Ti) ddr. (2,9) 


$ 3. Equazione cinetica di Boltzmann 


Passiamo ora alla deduzione dell’equazione fondamentale della 
teoria cinetica dei gas, ossia dell'equazione che definisce la funzione 
di distribuzione f (t, r, T). 

Se si potessero trascurare completamente le collisioni fra mole- 
cole, ogni molecola del gas rappresenterebbe un sottosistema chiuso 
e per la funzione di distribuzione delle molecole sarebbe valido il 
teorema di Liouville, secondo il quale 


Af o (3,1) 


(cfr. V, § 3). La derivata totale significa qui derivazione lungo la 
traiettoria di fase della molecola, definita dalle equazioni del moto. 
Si ricordi che il teorema di Liouville sussiste per la funzione di di- 
stribuzione definita esattamente come la densità nello spazio delle 
fasi (cioè nello spazio delle variabili, che sono le coordinate e i mo- 
menti generalizzati canonicamente coniugati). Questa circostanza 
non impedisce, naturalmente, che la funzione stessa f possa essere 
espressa poi anche mediante altre variabili qualsiasi. 

In assenza di campo esterno, le grandezze I° di una molecola che 
si muove di moto libero restano costanti e variano soltanto le coor- 
dinate r; in questo caso 


di 9 Lvvyf. È (3,2) 
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Se, invece, il gas si trova, ad esempio, in un campo esterno U (r) 
agente sulle coordinate del centro d'inerzia della molecola (in un cam- 
po di gravità, diciamo), allora 


af 2i SE 
aa t YVI HE pe (3,3) 
dove F = —VU è la forza con cui il campo agisce sulla molecola. 


L’uguaglianza (3,1) viene violata se si tiene conto degli urti; 
la funzione di distribuzione cessa di essere costante lungo le traietto- 
rie di fase. In luogo della (3,4) si deve scrivere 


daf _ 
P=stf (3,4) 


dove il simbolo St f indica la velocità di variazione della funzione 
di distribuzione in seguito agli urti: dV dF-St f è la variazione in 
seguito ad urti del numero di molecole nel volume di fase dV dl’, 
riferita all'unità di tempo. L'equazione (3,4) scritta nella forma 


da vyf + Stf 


(con df/dt dalla relazione (3,2)) definisce la variazione totale della 
funzione di distribuzione ini un dato punto dello spazio delle fasi; 
il termine dV dI (vVf) esprime la diminuzione (in 4 s) del numero 
di molecole in un dato elemento dello spazio delle fasi, dovuta al 
moto libero delle molecole. 

La grandezza St f si chiama integrale degli urti; le equazioni 
della forma (3,4) portano in generale il nome di equazioni cinetiche. 
Affinché un’equazione cinetica acquisti un significato reale è ovvio 
che prima si deve stabilire la forma dell’integrale degli urti. Ora 
passiamo a questo problema. 

Quando due molecole si urtano, i valori delle loro grandezze T 
variano. Perciò ogni urto subìto dalla molecola la fa uscire da un 
dato intervallo dI’; questi urti si chiamano perciò atti di « uscita ». 
Il numero totale di urti con transizioni T, TL, — I, Ti, con tutti 
i valori possibili di T,, I", T; per T dato, che avvengono nell'unità 
di tempo nel volume dV, è uguale all’integrale 


dV dr | w(I', 1% T, Ty) ffa dT, dT” dI. 


Tuttavia, avvengono anche degli urti (« arrivo ») tali che delle mole- 
cole, che inizialmente possedevano valori delle grandezze T non appar- 
tenenti a un dato intervallo dI’, finiscono in questo intervallo. Sono 
gli urti con transizioni I”, T; + T, T,, nuovamente con tutti i valori 
possibili T,, I", T; per I dato. Il numero totale di questi urti (nel- 
l’unità di tempo nel volume dV) è pari a 


av dl È w (T, Ty; I", TD FH dE dI” dT$. 
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Sottraendo il numero degli atti di uscita da quello degli atti di arrivo, 
troviamo così che in seguito a tutti gli urti il numero di molecole 
in questione aumenta in 1 s di 


dV dI f (w'f",— wff,) dT, dl dT, 


dove per brevità abbiamo indicato 
w= w (I', T, D) w =w (T, D; T, Ti) (3,5) 


In tal modo troviamo la seguente espressione per l'integrale degli 
urti: 


Stf= { (wf fi — wth) dT, dl dl. (3,6) 


Nel secondo termine dell'espressione integranda l'integrazione in 
dI” dT; si riferisce unicamente alla funzione w; i fattori f, fı non 
dipendono da queste variabili. Pertanto si può trasformare questa 
parte dell’integrale mediante la relazione di unitarietà (2,9). Dopo 
questa trasformazione l'integrale degli urti assume la forma 


Stf= | w'(Pf—ff,) dl dT” dr, (3,7) 


dove i due termini figurano con lo stesso coefficiente w' 1). 
Avendo stabilito la forma dell’integrale degli urti abbiamo otte- 
nuto quindi la possibilità di scrivere l'equazione cinetica 


L+vwi= | w Atth) dI diary. (3,8) 


Questa equazione integro-differenziale si dice anche equazione di 
Boltzmann. È stato Ludwig Boltzmann, fondatore della teoria cine- 
tica, a dedurla originariamente nel 1872. 

La distribuzione statistica di equilibrio deve verificare identica- 
mente l'equazione cinetica. Questa condizione viene effettivamente 
soddisfatta. La distribuzione di equilibrio è stazionaria e (in assenza 
di campo esterno) omogenea; perciò il primo membro dell'equazione 
(3,8) si annulla identicamente. L'integrale degli urti è anch'esso nul- 
lo poiché, in virtù dell'uguaglianza (2,5), si annulla l’espressione 
integranda. È ovvio che la distribuzione di equilibrio per un gas in 
un campo esterno verifica anch'essa l’equazione cinetica. È suffi- 
ciente ricordare che il primo membro dell'equazione cinetica rappre- 
senta la derivata totale df/di, che si annulla identicamente per ogni 
funzione f dipendente unicamente dagli integrali del moto; quanto 
alla distribuzione di equilibrio, essa si esprime soltanto mediante 
l'integrale del moto, l'energia totale della molecola e (T). 


1) La possibilità di trasformare l'integrale degli urti mediante la relazione 
(2,9) è stata indicata da Z.C.G. St&ckelberg (1952). È 
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Nella deduzione data dell'equazione cinetica gli urti fra le 
molecole venivano considerati, di fatto, come atti istantanei che 
avvengono in un punto dello spazio. È chiaro quindi che l’equazione 
cinetica consente di seguire, in principio, la variazione della fun- 
zione di distribuzione soltanto in intervalli di tempo grandi rispetto 
alla durata degli urti e a distanze altrettanto grandi rispetto alle 
dimensioni del dominio dell’urto. Queste ultime sono dell’ordine 
di grandezza del raggio d’azione delle forze molecolari d (coincidente 
per le molecole neutre con le loro dimensioni); la durata degli urti è 
dell'ordine di grandezza di d/v. Sono questi valori a fissare il limite 
inferiore delle distanze e delle durate, il cui studio è possibile me- 
diante l'equazione cinetica (sull’origine di queste limitazioni torne- 
remo ancora al $ 16). Di solito non c’è necessità (né possibilità) di 
una descrizione così dettagliata del comportamento di un sistema; 
a tale scopo si dovrebbero assegnare, in particolare, anche le condi- 
zioni iniziali (la distribuzione spaziale delle molecole del gas) con la 
stessa precisione, il che è di fatto irrealizzabile. Nelle questioni 
fisiche reali esistono parametri caratteristici di lunghezza L e di 
tempo T, imposti al sistema dalle ipotesi del problema (lunghezze 
caratteristiche dei gradienti delle grandezze macroscopiche del gas, 
lunghezze e periodi delle onde sonore che si propagano in esso ecc.). 
In questi problemi è sufficiente seguire il comportamento del sistema 
su distanze e intervalli di tempo piccoli soltanto rispetto ai para- 
metri Le T. In altre parole, devono essere piccoli soltanto rispetto 
a Le T gli elementi di volume e di tempo fisicamente infinitesimi. 
Anche le condizioni iniziali del problema sono date da medie ri- 
spetto a questi elementi. 

Per un gas monoatomico, le grandezze T si riducono alle tre com- 
ponenti della quantità di moto dell’atomo p, e secondo la (2,8) 
la funzione w’ nell’integrale degli urti può essere sostituita con w = 
= w (P', Pi; P, Pı). Esprimendo in seguito questa funzione mediante 
la sezione differenziale d’urto do in base alla regola w d'p’ dp; = 
= væl do (dove vre = |v — vi |; si veda la (2,2)), otteniamo 


Stf= È vre (ff tH) do dp, (3,9) 


La funzione w, così come la sezione do definita dalla (2,2), contiene 
fattori funzionali è esprimenti le leggi di conservazione della quan- 
tità di moto e dell’energia, in forza delle quali le variabili p4, P’, Pi 
{per un dato p) non sono in realtà indipendenti. Ma dopo aver espresso 
l'integrale degli urti nella forma (3,9) si può supporre che queste fun- 
zioni ô siano già eliminate dalle integrazioni corrispondenti; allora 
do sarà una comune sezione di diffusione, dipendente unicamente 
(per vre; data) dall'angolo di diffusione. 

Per lo studio qualitativo dei fenomeni cinetici nel gas si ricorre 
a una stima approssimata dell’integrale degli urti, mediante la no- 
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zione di lunghezza del cammino libero l, cioè della distanza media per- 
corsa da una molecola fra due urti consecutivi !). È ovvio che questa 
grandezza non ha che un carattere qualitativo; la sua stessa defini- 
zione dipende da quale fenomeno cinetico si considera nel gas. 

La lunghezza del cammino libero può essere espressa in' funzione 
della sezione d’urto o e della densità del numero di molecole N nel 
gas. Supponiamo che la molecola nel suo moto abbia percorso 1 cm; 
lungo questo percorso essa ha urtato contro le molecole contenute 
nel volume o (volume del cilindro con sezione di area o e lungo 1 cm); 
questo volume contiene oN molecole. È chiaro perciò che 


l ~ 1/No. (3,10) 
La sezione d'urto o ~ dè, essendo d le dimensioni molecolari. Scri- 
vendo anche N ~ r-3, dove r è la distanza media fra le molecole, 
troviamo che 
pd TAB 
ica ic 14) 
Poiché nel gas r > d, la lunghezza del percorso > 7. 
Il rapporto t ~ //v si chiama durata del cammino libero. Per dare 
una stima grossolana dell’integrale degli urti si può porre 


Stefi 2 (j-f). (8,12) 


Scrivendo al numeratore la differenza f — fo, abbiamo tenuto conto, 
quindi, che l’integrale degli urti si annulla per la funzione di di- 
stribuzione d’equilibrio. Il segno negativo nella (3,12) esprime il 
fatto che gli urti rappresentano il meccanismo con cui si instaura 
l'equilibrio statistico, cioè che essi tendono a far diminuire la devia- 
zione della funzione di distribuzione da quella d’equilibrio. In questo 
senso la grandezza t funge da tempo di rilassamento necessario perché 
in ogni elemento di volume del gas si stabilisca l'equilibrio. 


$ 4. Teorema H 


Un gas a sé stante, come ogni sistema macroscopico chiuso, tende 
a passare allo stato d’equilibrio. Rispettivamente, l’evoluzione della 
funzione di distribuzione di non equilibrio deve accompagnarsi, 
in accordo con l'equazione cinetica, all'aumentare dell’entropia del 
gas. Mostriamo che ciò è effettivamente vero. 

Come è noto, l’entropia di un gas perfetto, che si trova in uno sta- 
to di non equilibrio macroscopico, descritto dalla funzione di di- 
stribuzione f, è 


S= | fln4dVdr (4,1) 


1) Questa nozione è stata introdotta per la prima volta da R. Clausius (1858). 
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(si veda V, § 40). Derivando questa espressione rispetto al tempo, 
scriviamo 


# (2 (fin t)avar-— [inf avar. (4,2) 


Poiché sono gli urti fra le molecole a stabilire l'equilibrio statistico 
nel gas, l'aumento dell’entropia deve essere legato proprio alla parte 
della variazione della funzione di distribuzione da ascrivere agli 
urti. La variazione di questa funzione, legata invece al moto libero 
delle molecole, non può cambiare l'entropia del gas. Infatti, questa 
parte della variazione della funzione di distribuzione è data (per un 
gas in un campo esterno U (r)) dai primi due termini a secondo mem- 
bro dell'equazione 


ôf _ ôf 
a Vi Fo - St f. 


FL loro contributo alla derivata dS/dt vale 


— {inf[-v3- H |avar= 


=| [v4 +r} ] (1m4) avar. 


Ma l'integrale in dV del termine contenente la derivata d/dr si tra- 
sforma, secondo il teorema di Gauss, in un integrale di superficie; 
integrando su tutto il volume, esso si annulla in quanto f = 0 
all’esterno del volume occupato dal gas. Analogamente, il termine 
contenente la derivata d/0p, per integrazione in d*p, si trasforma in 
un integrale esteso a una superficie infinitamente lontana nello 
spazio dei momenti lineari e anch'esso si annulla. 
Quindi, per la variazione dell’entropia resta l’espressione 


L= f In f-St {dl dV. (4,3) 
Questo integrale si può trasformare mediante un procedimento 


che formuliamo (tenendo presente anche le applicazioni ulteriori) 
in forma generale per l'integrale 


{eMmstfdr, 


dove ọ (T) è qualsiasi funzione delle grandezze PF. Rappresentando 
l'integrale degli urti nella forma (3,6), scriviamo 


{e(@)Stfar= | gwT, Ty; r, OFAT- 


-f qw (1°, T3 T, Ca) ffi dT, 
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dove, per brevità, si è introdotta la notazione d'I = dT dl’, dI‘ dI. 
Poiché qui si integra su tutte le variabili I, D,, I, I}, si può, senza 
cambiare l’integrale, eseguire qualsiasi modifica nella notazione 
delle variabili. Cambiando reciprocamente le notazioni I, T; e I", Ti 
nel secondo integrale, otteniamo 


{emstfar= | (0—0) wT, Py; T, T)fA AT. 


Scambiando ora la notazione I, I” +» T, I, calcolando la semisom- 
ma degli integrali così ottenuti e tenendo conto della simmetria 
evidente della funzione w rispetto a due particelle collidenti, otte- 
niamo la formula della trasformazione 


feMmstfar=3 |lo+o-o-o)wfKar. (44) 


In particolare, l'integrale f St fdr = 0; rappresentando qui St f 
nella forma (3,7), abbiamo 


{Stfar= {wPf—ff) dT=0. (4,5) 
Applicata all’integrale (4,3) la formula (4,4) dà 
S_1(wppintiarav=twffxlned&Td 
T? w'f'fi ln -e = 7 w'ff,rlnxd*T dV, 


dove x = f'fi/ff.. Sottraendo da questa espressione la metà del- 
l'integrale nullo (4,5), la riscriviamo nella forma 


Li f w'ffilzingz— rti) dT dy. (4,6) 


La funzione fra parentesi nell'espressione integranda è non negativa 
per tutti gli z >0: essa è nulla per x = 1 e cresce da ambo i lati 
di questo punto. Per definizione, i fattori w’, f, fı sotto il segno di 
integrale sono anch’essi positivi. Quindi, siamo giunti al risultato 
richiesto 


d 
Z >0, (4,7) 


che esprime la legge dell'aumento dell’entropia (il segno di ugua- 
glianza ha luogo in equilibrio) 1). 

Sottolineiamo che in virtù della non negatività dell'espressione 
integranda nella formula (4,6) (e, quindi, anche nella (4,3)) è posi- 
tivo non soltanto tutto l'integrale (4,3) in dI dV, ma anche l’inte- 


1) La dimostrazione della legge dell'aumento dell’entropia mediante 
l’equazione cinetica è stata data da Boltzmann ed è stata la prima giustifica- 
zione microscopica di questa legge. Applicata ai gas questa legge si chiama spes- 
so teorema H (per via della notazione H usata da Boltzmann per l'entropia). 
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grale in dI. In altre parole, gli urti implicano l’aumento dell’entro- 
pia in ogni elemento di volume del gas. Ciò non significa, ovviamente, 
che l'entropia cresca in generale in ogni elemento di volume, poiché 
può essere trasportata da un elemento all’altro grazie al moto libero 
delle molecole. 


$ 5. Passaggio alle equazioni macroscopiche 


L'equazione cinetica di Boltzmann dà una descrizione microscopi- 
ca dell'evoluzione dello stato di un gas. Mostriamo in che modo si 
passa dall’equazione cinetica alle equazioni idrodinamiche ordinarie 
che forniscono una descrizione macroscopica meno particolareggiata 
di questa evoluzione. Questa descrizione è applicabile nelle condi- 
zioni in cui le proprietà macroscopiche del gas (temperatura, den- 
sità, velocità ecc.) variano con sufficiente lentezza all’interno del 
volume occupato: le distanze L, alle quali queste proprietà variano 
sostanzialmente, devono essere grandi rispetto alla lunghezza del 
cammino libero Z delle molecole. 

Abbiamo già detto che l’integrale 


N(t,r)= f $ (t, r, T) dT (5,1) 


è la densità di distribuzione delle molecole del gas nello spazio; 
il prodotto p = mN rappresenta corrispondentemente la densità di 
massa del gas. Indichiamo con V la velocità del moto macroscopico 
del gas (a differenza delle velocità microscopiche v delle molecole); 
essa è definita come la media 


V=i=+ f vfdr. (5.2) 


Gli urti non cambiano né il numero di particelle collidenti, né 
le loro energie totali, né le quantità di moto totali. È chiaro perciò 
che la parte relativa agli urti della variazione della funzione di di- 
stribuzione non può implicare la variazione anche delle grandezze 
macroscopiche in ciascun elemento di volume del gas: la densità, 
l'energia interna e la velocità macroscopica V. Infatti, le parti rela- 
tive agli urti della variazione del numero, dell'energia e delle quan- 
tità di moto totali delle molecole nell’unità di volume del gas sono 
date dagli integrali nulli 


f Stz ar =0, f eStfar=0, {pStfar=0. (5,3) 


E facile provare queste uguaglianze applicando ai detti integrali la 
trasformazione (4,4), rispettivamente, con ọ = 1, e 0 p (il primo 
integrale si annulla identicamente, e il secondo e il terzo si annulla- 
no in virtù della conservazione dell’energia e della quantità di moto 
per urti). 
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Scriviamo ora l'equazione cinetica 
dî | ô ni 
di tua (vaf) = St f (5,4) 


ed integriamola su dI, moltiplicando preliminarmente per m, pg 0 e. 
In tutti e tre i casi il secondo membro dell'equazione si annulla, e noi 
otteniamo le seguenti equazioni: i 


20 4 div pV=0, (5,5) 
IIa 

ar Vate =0, (5,6) 

2 Ne+divq=0. (5,7) 


La prima di esse è l’ordinaria equazione idrodinamica di continuità 
che esprime la conservazione della massa del gas. La seconda equa- 
zione esprime la conservazione del momento lineare; il tensore Iag 
è definito come 


Ias = | mvavef dl (5,8) 


e rappresenta il tensore di densità del flusso del momento lineare: 
la sua componente II, g è l’a-esima componente della quantità di mo- 
to trasportata dalle molecole in 1 s attraverso l’unità di superficie 
perpendicolare all’asse zg. Infine, la (5,7) è l'equazione di conserva- 
zione dell'energia; il vettore q è definito come 


q= f evf dl (5,9) 


e rappresenta la densità del flusso di energia nel gas. 

Per ridurre le (5,6) e (5,7) alla forma delle equazioni idrodinami- 
che ordinarie occorre, però, esprimere ancora Iag e q in funzione 
delle grandezze macroscopiche. Abbiamo già detto che la descri- 
zione macroscopica del gas suppone che i gradienti delle sue caratte- 
ristiche macroscopiche siano sufficientemente piccoli. Allora, in 
prima approssimazione, si può supporre che in ogni piccola parte 
separata di gas si stabilisca in tempo l'equilibrio termico, mentre 
l’intero gas non si trova in equilibrio. In altre parole, in ogni ele- 
mento di volume la funzione di distribuzione f è supposta d’equilibrio 
locale, cioè coincidente con la funzione d’equilibrio fo con le stesse 
densità, temperatura e velocità macroscopica che esistono nell’ele- 
mento considerato. Questa approssimazione significa che vanno tra- 
scurati tutti i processi dissipativi nel gas, ossia la viscosità e la con- 
duzione termica. È naturale che le equazioni (5,6-7) si trasformino 
in questo caso nelle equazioni idrodinamiche per un liquido perfetto. 
Proviamo a convincercene. 
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La distribuzione d'equilibrio in una parte di gas in moto come 
un tutt'uno a velocità V differisce dalla distribuzione d’equilibrio 
nel gas immobile per una sola trasformazione galileiana; passando 
al sistema di riferimento K’ in moto con il gas, avremo la comune 
distribuzione di Boltzmann. Le velocità v’ delle molecole in questo 
sistema sono legate alle loro velocità nel sistema iniziale K dalla 
relazione v = vw + V. Scriviamo 


Ip = mN (Vave) = mN ((Va +06) (Va + 08)) = mN Vale + (vavp)); 


i termini Vavá e Vgvą si annullano quando si calcola la media ri- 
spetto alle direzioni di v’, poiché tutte le direzioni della velocità 
molecolare nel sistema K’ sono equiprobabili. Per la stessa ragione 


(0106) = (02) Bug; (5,10) 


la media del quadrato della velocità termica, invece, w?) = 37/m, 
dove T è la temperatura del gas. Infine, osservando che NT è la 
pressione del gas P, otteniamo 


Hag=PVaVp+t SapP, (5,14) 


cioè la nota espressione per il tensore del flusso della quantità di 
moto in un liquido perfetto; l'equazione (5,6) con questo tensore 
è equivalente all'equazione idrodinamica di Eulero (si veda VI, $ 7). 

Per trasformare l'integrale (5,9), osserviamo che l'energia € 
della molecola nel sistema di riferimento X è legata alla sua energia 
e’ nel sistema K’ dalla relazione 


e=e'+mVv! +3mV3, 


Sostituendo questa espressione e la relazione v = v+Vinq= 
= Nev, otteniamo 


amNY [en] (NE) 


(per calcolare la media del prodotto v’ (Vv') abbiamo usato la for- 
mula (5,10)). Ma Ne’ è Tenergia interna termodinamica del gas 
riferita all'unità di volume; la somma Ne' + P, invece, è la fun- 
zione termica W della stessa quantità di gas. In tal modo 
y2 
q=V (5 +W) (5,12) 
in accordo con la nota espressione del flusso dell'energia nell’idrodi- 
namica del liquido perfetto (si veda VI, $ 6). 
Infine, soffermiamoci sulla legge di conservazione del momento 


angolare nell’equazione cinetica. La legge di conservazione rigorosa 
deve aver luogo unicamente per il momento totale del gas, formato 
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dal momento orbitale delle molecole nel loro moto traslatorio e dai 
loro propri momenti angolari M; la densità del momento totale 
è data dalla somma di due integrali 


f [rp] fdr + f Mf dr. (5,13) 


Ma questi due termini hanno un ordine di grandezza diverso. Il 
momento orbitale del moto relativo di due molecole separate dalla 
distanza media r è dell'ordine di grandezza mur; il momento proprio 
della molecola è M ~ mrd, cioè piccolo rispetto al momento orbitale 
(poiché è sempre d< r). 

naturale perciò che l’equazione cinetica di Boltzmann, corri- 
spondente alla prima approssimazione non trascurabile nella gran- 
dezza piccola d/r, non possa tener conto delle piccole variazioni del 
momento orbitale, dovute allo scambio fra le due parti del momento 
totale (5,13). Di qui deriva il fatto che l'equazione di Boltzmann 
conserva il momento orbitale totale del gas: dall’uguaglianza 


| pStyar = 0, che esprime la conservazione della quantità di 
moto, segue automaticamente anche che 


f trp] Stfar=[r f pStfdar]=o0. (5,14) 


L'origine di questa proprietà è evidente: siccome nell’equazione di 
Boltzmann gli urti sono considerati come se avvenissero in un solo 
punto, assieme alla somma delle quantità di moto delle molecole 
collidenti, si conserva anche la somma dei momenti orbitali. Per 
ottenere un'equazione, che descriva la variazione del momento orbi- 
tale, occorrerebbe tener conto dei termini di ordine successivo in 
d/r, dovuti al fatto che all’istante dell'urto le molecole si trovano 
a distanza finita l'una dall’altra. 

Al tempo stesso, però, il processo di scambio di momento fra i 
gradi di libertà traslatorio e rotatorio può essere descritto nei limiti 
dell’equazione di Boltzmann da una relazione della forma 


aM 
dia f MSt}dF, (5,15) 


dove IM è la densità del momento angolare proprio delle molecole. 
Poiché nell’urto fra le molecole la somma dei loro momenti propri 
non si conserva necessariamente, l'integrale a secondo membro della 
(5,15) è in generale diverso da zero e definisce la velocità di varia- 
zione della grandezza W. Se nel gas è stata creata in qualche modo 
artificiale una densità di momento non nulla, il suo rilassamento 
ulteriore verrà definito dall’equazione (5,415). 
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$ 6. Equazione cinetica per un gas debolmente non omogeneo 


Per poter considerare i processi dissipativi (conduzione termica 
e viscosità) in un gas debolmente non omogeneo, si deve ricorrere 
all’approssimazione che segue (dopo quella studiata al paragrafo 
precedente). Invece di supporre che la funzione di distribuzione in 
ogni piccola parte di gas sia la funzione d’equilibrio locale fo, ter- 
remo conto di una piccola differenza tra f e fo, cioè scriviamo f 
nella forma 


=f tô} 855=- Ly M=+ fot (6,1) 


dove ôf è una correzione piccola (ôf < fo). È opportuno rappresentare 
quest’ultima nella forma suindicata portando fuori da essa il fat- 
tore —0f,/08; per la distribuzione di Boltzmann questa derivata 
differisce per il solo fattore 1/7 dalla funzione stessa fo. La corre- 
zione ôf deve essere definita, in principio, dalla soluzione di un’equa- 
zione cinetica linearizzata rispetto ad essa !). 

Oltre all'equazione cinetica stessa, la funzione x deve soddisfare 
ancora alcune condizioni supplementari. Il fatto è che fọ rappre- 
senta la funzione di distribuzione d’equilibrio, corrispondente alla 
densità del numero di particelle, all'energia e alla quantità di moto 
del gas date (nell'elemento di volume considerato), cioè ai valori 
dati degli integrali 


| fadr, | efodF, | piodr. (6,2) 


La funzione di distribuzione non d’equilibrio (6,1) deve condurre 
agli stessi valori di queste grandezze, vale a dire che gli integrali 
in f e fo devono essere uguali. In altre parole, ciò significa che la fun- 
zione y deve soddisfare le condizioni 


{fxar=0, È foxe dr =0, | foxpdr=0. (6,3) 


Sottolineiamo che la nozione stessa di temperatura in un gas che 
non sia in equilibrio diventa definita soltanto in seguito all'assegna- 
zione agli integrali (6,2) di determinati valori. Questa nozione ha 
un carattere incondizionato soltanto nello stato completamente 
d'equilibrio del gas nel suo insieme; per la definizione della tempe- 
ratura in un gas che non è in equilibrio occorre una condizione sup- 
plementare, quale è l'assegnazione dei suddetti valori. 

Prima di tutto trasformiamo l’integrale degli urti nell'equazione 
cinetica (3,8). Sostituendovi le funzioni nella forma (6,1), i termini 
non contenenti la piccola correzione y si elidono mutuamente, poiché 
la funzione di distribuzione d’equilibrio annulla l’integrale degli 


1) Questo metodo di soluzione dell’equazione cinetica appartiene a D. En- 
skog (1917). 
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urti. I termini del primo ordine danno. 


St f= FI (n), (6,4) 
dove Z (x) indica l'operatore integrale lineare 
L= f wa (K +i x u) dI dI dr. (6,5) 


Qui è stata utilizzata l'uguaglianza fofo = fot il fattore fo può 
essere portato fuori dal segno di integrale, poiché non si integra su dl. 

Sottolineiamo che l'integrale (6,5) si annulla identicamente per 
le funzioni 


x = costante, y% = costante-e, y% = pôV (6,6) 


(dove ôV è un vettore costante); l’annullarsi dell’integrale per la 
seconda e la terza di queste funzioni è dovuto alla conservazione 
dell'energia e della quantità di moto in ogni urto. Essendo indi- 
pendenti dal tempo e dalle coordinate, le funzioni (6,6) verificano, 
quindi, tutta l’equazione cinetica. 

Queste soluzioni hanno un’origine assai semplice. L'equazione 
cinetica è verificata identicamente dalla funzione di distribuzione 
d’equilibrio con qualsiasi densità (costante) di particelle e tempe- 
ratura. Perciò la verifica automaticamente anche la piccola corre- 
zione 


ô ôN 
Sf =F n=, 
che compare al variare della densità di 8; ne deriva la prima delle 


soluzioni (6,6). Analogamente verifica l'equazione anche la corre- 
zione 


fa 
ôf = FT ôT, 

che compare in seguito al cambiamento della temperatura T di una 
piccola grandezza costante ôT. Quanto alla derivata Ofo/0T, essa 
è formata dalla somma di un termine della forma costante- f, (che 
compare per derivazione del fattore di normalizzazione in fo) e di 
un termine proporzionale ad gf}; ne segue la seconda delle soluzioni 
(6,6). La terza di queste soluzioni compare come espressione del prin- 
cipio di relatività galileiano: una funzione di distribuzione d'equi- 
librio deve verificare l'equazione cinetica anche dopo il passaggio 
ad un altro sistema inerziale di riferimento. Passando a un sistema 
in moto rispetto al sistema iniziale con velocità costante piccola ôV, 
le velocità v delle molecole vanno sostituite con v — 6V, in modo 
che la funzione di distribuzione abbia l'incremento 


öf = do ôv = — Le pôv, 
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cui corrisponde esattamente la terza delle soluzioni (6,6). Le solu- 
zioni « parassite » (6,6) vengono escluse con l'imposizione delle tre 
condizioni (6,3). 

Trasformiamo immediatamente in forma generale il primo mem- 
bro dell'equazione cinetica, in modo da includere sia il problema 
della conducibilità termica, sia quello della viscosità. In altre parole, 
supponiamo l’esistenza dei gradienti di tutte le caratteristiche ma- 
croscopiche del gas, compresa la velocità macroscopica V. 

La funzione di distribuzione d’equilibrio in un gas immobile 
(V = 0) è la distribuzione di Boltzmann che scriviamo nella forma 


h =exp (7), (6,7) 


dove p è il potenziale chimico del gas. La distribuzione in un gas 
in moto differisce dalla (6,7) (come è stato già notato al § 5) per la 
sola trasformazione galileiana della velocità. Per scrivere questa 
funzione in forma esplicita, separiamo dall'energia totale e (T) 
della molecola quella cinetica del suo moto traslatorio: 
2 
e (1) =- Hent (6,8) 
l'energia interna € int include in sé l'energia di rotazione e l'energia 
di oscillazione della molecola. Sostituendo v con v — V, otteniamo 
la distribuzione di Boltzmann nel gas in moto 
—e m (yv— V} 
fo=@XP (+=) exp (EGO ) ; (6,9) 

In un gas debolmente non omogeneo fo dipende dalle coordinate 
e dal tempo, e questa dipendenza si origina dal variare delle caratte- 
ristiche macroscopiche all’interno del gas (e con il tempo): la velo- 
cità V, la temperatura 7 e la pressione P (e con esse anche il poten- 
ziale chimico p). Poiché i gradienti di queste grandezze sono supposti 
piccoli, a primo membro dell’equazione cinetica è sufficiente sosti- 
tuire (nell’approssimazione considerata) f con fo. 

I calcoli si possono semplificare alquanto, tenendo conto del- 
l'indipendenza evidente dei coefficienti cinetici, che ci interessano 
in ultima analisi, dalla velocità V. Pertanto è sufficiente considerare 
un solo punto nel gas e scegliere quello in cui la velocità V (ma, ovvia- 
mente, non le sue derivate) è nulla. 

Derivando l’espressione (6,9) rispetto al tempo e ponendo V = 0, 
otteniamo 

T_ dfa dp u—e (1) J} ôT , (2p) 2P dv 

Fs [(d) O] aP £ a TaY g 
In accordo con le note formule termodinamiche abbiamo 


(E) n (Gili een 
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dove w, s e 1/N sono la funzione termica, l'entropia e il volume rife- 
riti a una sola particella di gas. Perciò 


T dio _e(l)-w ôT A ôP dv . 
aa T_atwa tv. (6,10) 


Analogamente troviamo 


T T)— í 

px VVi= size VWVT + a VVP -+ mvavgVas (6,14) 

dove per brevità abbiamo introdotto la notazione 

_1 | 8Va OVg _ 4: . 
Vas=z (Get). Vaa=divVi (6,12) 
nell'ultimo termine della (6,11) abbiamo eseguito la sostituzione 

Yg 
Ua Ug dra = Va VgV ap. 


Il primo membro dell'equazione cinetica si ottiene sommando le 
espressioni (6,10-11). In questo caso tutte le derivate rispetto al 
tempo delle grandezze macroscopiche si possono esprimere con i loro 
gradienti spaziali, in base alle equazioni idrodinamiche di un mezzo 
perfetto (cioè non viscoso e non termoconduttore); se qui tenessimo 
conto dei termini dissipativi, ciò implicherebbe la comparsa di gran- 
dezze di ordine infinitesimo superiore. Nel punto in cui V=0 
l'equazione di Eulero dà 


CA 1 1 


Nello stesso punto dall’equazione di continuità abbiamo ON/dt = 
= —N div V, ossia 


1 əN 1 ðP 1 ôT d 
oP T orm V (6,14) 


(qui è stata adoperata l'equazione di stato di un gas perfetto N = 
= P/T). Infine, l'equazione di conservazione dell’entropia, ds/dt + 
+ VVs = 0, dà dsldt = 0, ossia 


Tata =% (6:15) 
dove abbiamo sfruttato le formule termodinamiche 
ds EP às 2 1 
(T) =T ? (h= CP 


(cp è il calore specifico riferito anch'esso a una sola molecola); la 
seconda di queste formule si riferisce al gas perfetto. Dalle ugua- 
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glianze (6,14-15) ricaviamo 
— —— div E i ed] 
Tata div V, 3a = div V (6,16) 


(si è tenuto conto che per il gas perfetto cp — & = 1). 
Ora dopo un calcolo semplice otteniamo il seguente risultato: 


iui 
at VVlo= 
w—Tep—e (F) 


= fe (DY vor + mvaveV as + divV}. (6,17) 
Sottolineiamo che finora non abbiamo avanzato nessuna ipotesi 
specifica sul carattere della dipendenza delle grandezze termodina- 
miche dalla temperatura; abbiamo utilizzato la sola equazione gene- 
rale di stato del gas perfetto. Per un gas con rotazione classica delle 
molecole e oscillazioni non eccitate il calore specifico non dipende 
dalla temperatura e la funzione termica è 1) 


w = cpf. (6,18) 


Allora l'ultimo termine nella (6,17) si semplifica; eguagliando le 
(6,17) e (6,4), scriviamo infine l'equazione cinetica nella forma 


r)—cpT 
e(r) cp e (T) |Vas=1 0). (6,19) 


7 vVT + | mvavs— 68 2 
Nei due paragrafi successivi questa equazione verrà studiata in 
modo più dettagliato nell’applicazione ai problemi della condu- 
zione termica e della viscosità. 

Ricordiamo che già dalla legge della crescita dell’entropia deriva 
che il gradiente della pressione (in assenza dei gradienti della tem- 
peratura e della velocità) non implica la comparsa di processi dissi- 
pativi (cfr. VI, $ 49). Nell’equazione cinetica questa condizione 
viene soddisfatta automaticamente e si manifesta con la scomparsa 
del gradiente della pressione dal primo membro della (6,19). 


f 7. Conducibilità termica dei gas 


Per calcolare il coefficiente di conducibilità termica dei gas 
occorre risolvere l'equazione cinetica con il gradiente della tempe- 
ratura. Conservando nella (6,19) il solo primo termine a primo mem- 
bro, abbiamo 

e(f)—cp7 z 
IO- vyT =I (i). (7,1) 


1) E supposto che l'energia e (D) della molecola sia calcolata a pato dal 
suo minimo; in accordo con ciò è omessa la costante additiva in w in ipendente 
dalla temperatura. 
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Si deve cercare la soluzione di questa equazione nella forma 
x= gVT, (7,2) 


dove il vettore g è una funzione delle sole grandezze T. Infatti, so- 
stituendola nella (7,1) otteniamo il fattore VT in ambedue i membri 
dell'uguaglianza. Poiché l'equazione deve essere verificata per valori 
arbitrari del vettore VT, i coefficienti in VT devono essere uguali 
in ambedue i membri dell'uguaglianza in modo ché otteniamo per g 
l'equazione 

e (T)—cpT - 

AD rg, (1,3) 
non contenente più VT (e, quindi, una dipendenza esplicita dalle 
coordinate). 

La funzione y deve soddisfare anche le condizioni (6,3). Le prime 
due di queste condizioni sono verificate automaticamente con la 
funzione y nella forma (7,2); ciò è evidente già dal fatto che l’equa- 
zione (7,3) non contiene parametri vettoriali lungo i quali potrebbero 


essere diretti vettori costanti, ossia gli integrali f fog al e | hg dI. 


Quanto alla terza delle condizioni (6,3), essa impone alla soluzione 
dell'equazione (7,3) la condizione complementare 


| fovgdl=0. (7,4) 


Se l'equazione cinetica è risolta e se la funzione y è nota, si può 
determinare il coefficiente di conducibilità termica calcolando il 
flusso d'energia, e precisamente la sua parte dissipativa non legata 
semplicemente al trasporto di energia per convezione (indicheremo 
con q’ questa parte del flusso d’energia). Se nel gas non esiste moto 
macroscopico, q’ coincide con il flusso totale d’energia q espresso 
dall’integrale (5,9). Per f = fo questo integrale scompare identica- 
mente con l'integrazione lungo le direzioni v. Perciò sostituendo f 
la (6,1) resta 


41 4 
q=7 \ vige dl = f fov (gVT) dl’, 


o, in componenti, 
ôT 4 
da = ~ KaB Gr! Xag = -7 | foevags dr. (7,9) 


In virtù dell’isotropia del gas in equilibrio non esistono in esso 
direzioni fisse e il tensore %ąg può essere espresso unicamente in 
funzione del tensore unità è, cioè si riduce allo scalare 


Xap = Xda, X = Xaa/8. 
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Quindi, il flusso d’energia è 


q = «VI, (7,6) 
dove il coefficiente scalare di conducibilità termica vale 
41 = 
x= — şr | feve dr. (7,7) 


La positività di questa grandezza (il flusso q deve essere diretto in 
direzione opposta al gradiente della temperatura) è garantita auto- 
maticamente dall equazione cinetica (si veda il $ 9). 

Nei gas monoatomici la velocità v è l’unico vettore dal quale 


dipende la funzione g; è chiaro quindi che questa funzione deve 
avere la forma 


=% g (v). (7,8) 


Nei gas poliatomici la funzione g dipende già da due vettori: 
dalla velocità v e dal momento M. Se la simmetria delle molecole 
non consente l’esistenza di stereoisomeria, allora l'integrale degli 
urti e, con esso, l'equazione (7,3) sono invarianti rispetto all’inver- 
sione; della stessa invarianza deve godere anche la soluzione y. 
In altre parole, y = gV7 deve essere uno scalare proprio, e poiché 
il gradiente V 7 è un vettore proprio, la funzione g deve essere anch’es- 
sa tale. Così, per un gas biatomico in cui con i vettori v e M si esau- 
riscono le grandezze T, la funzione g (T) ha la forma 


g = vgi + M (vM) ga + [vM] gg, (7,9) 


dove gı, gə, 83 sono funzioni scalari degli argomenti scalari v?, M?, 
(vM)?; questa è la forma più generale di un vettore proprio che può 
essere costruito mediante il vettore proprio v e lo pseudovettore M 1). 

Se, invece, la sostanza è stereoisomera, non esiste invarianza 
rispetto all'inversione: come è stato già detto al $ 2, l'inversione in 
questo caso «trasforma » di fatto il gas in un’altra sostanza. Ri- 
spettivamente la funzione y potrà contenere anche termini pseudosca- 
lari, vale a dire che la funzione g contiene termini pseudovettoriali 
(un termine della forma g,M, ad esempio). 

La condizione di applicabilità del metodo esposto di soluzione 
dell'equazione cinetica (basato sull'ipotesi che f sia vicina a fo) 
si può stabilire stimando l'integrale degli urti in base alla formula 
(3,12). L'energia media della molecola è e ~ T, perciò la stima di 
entrambi i membri dell'equazione (7,3) dà v ~ g/t ~ gu/l, da cui 
g~ l. La condizione x/7 ~ g | VT |/T « 1 (equivalente alla con- 
dizione ôf < fo) significa, quindi, che le distanze L, sulle quali la 


1) Le soluzioni dell’equazione di Boltzmann per gas con molecole rotanti 
sono state studiate originariamente da Ju.M. Kagan e A.M. Afanasjev (1961). 
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temperatura varia notevolmente (|V7 |~ T/L), devono essere 
grandi rispetto a Z. In altre parole, la funzione della forma (6,1) 
rappresenta i primi termini dello sviluppo dell’equazione cinetica 
in potenze del piccolo rapporto //L. 

La stima dell’integrale (7,7) cong ~'l conduce alla formula 


x~ cNb, (7,40) 


dove c è il calore specifico di una molecola di gas. Questa è la nota 
formula elementare di cinetica dei gas (si veda la nota a pag. 57). 


Ponendovi l ~ 1/No, c~ 1 e v~ V T/m, abbiamo 


x~iy i. (7,11) 

In questa stima la sezione o si riferisce alla velocità termica media 
delle molecole, e in tal senso bisogna intendere questa grandezza 
come funzione della temperatura. All aumentare della velocità la 
sezione, in generale, decresce e, rispettivamente, o sarà una funzione 
decrescente della temperatura. A temperature non troppo basse le 
molecole del gas si comportano qualitativamente come particelle 
solide elastiche interagenti mutuamente soltanto per urti diretti. 
A questo carattere dell'interazione corrisponde una sezione d'urto 
dipendente debolmente dalla velocità (e pertanto anche dalla tem- 
peratura). In queste condizioni la dipendenza di x dalla temperatura 
è quasi proporzionale aV/ T. 

Per una data temperatura il coefficiente di conducibilità ter- 
mica, come si vede dalla (7,11), è indipendente dalla densità del 
gas o, che è lo stesso, dalla sua pressione. Sottolineiamo che questa 
proprietà importante non è legata alle ipotesi fatte nella stima ed 
è precisa nei limiti dell'equazione cinetica di Boltzmann. Essa deriva 
dal fatto che questa equazione tiene conto dei soli urti fra coppie di 
molecole (ragione per cui la lunghezza del cammino risulta essere 
inversamente proporzionale alla densità del gas). 


$ 8. Viscosità dei gas 


Il calcolo della viscosità dei gas mediante l'equazione cinetica 
è analogo al calcolo della conducibilità termica. La differenza è che 
la deviazione dall’equilibrio è dovuta non al gradiente della tem- 
peratura, bensì alla disomogeneità del flusso di gas rispetto alla 
velocità del moto macroscopico V. In questo caso è supposto di 
nuovo che le dimensioni caratteristiche del problema siano L > L. 

Come è noto, esistono due tipi di viscosità, i cui coefficienti si 
suole indicare con n e È. Essi sono definiti come coefficienti nel 
tensore degli sforzi viscosi cas, che figura come componente nel 
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tensore della densità di flusso della quantità di moto 
HA = PSag + PVaVg =“ 048 (8,1) 
, 41 È : 
og = 2n ( Van 7 Sap div v) + dp div V, (8,2) 


dove V_g è definito secondo la (6,12) (si veda VI, $ 15). In un liquido 
incomprimibile appare la sola viscosità n. Quanto alla « seconda » 
viscosità È, essa appare nei moti in cui div V = 0. È opportuno cal- 
colare separatamente i due coefficienti. 

Omettendo nell’equazione cinetica generale (6,19) il termine con 
il gradiente della temperatura, riscriviamola nella forma 


lv 


mvave (Van 4 San div V) + (ZAD) div V= (x), (8,3) 


dove a primo membro sono separati i termini che generano la prima 
e la seconda viscosità. Per il calcolo della prima viscosità bisogna 
ritenere che div V = 0. Riscriviamo come segue l'equazione così 
ottenuta: 


41 
m (vave—3 Sag?) Vag =I (x), (8,4) 


dove ambedue i fattori tensoriali a primo membro hanno traccia 
nulla. 
Cerchiamo la soluzione di questa equazione nella forma 


i (inni Ea8Vag (8,5) 


dove gas (T) è un tensore simmetrico; poiché la traccia Vaa = 0, 
allora, aggiungendo a gag un termine o d,8, si può sempre ottenere 
anche gaa = 0 senza cambiare la funzione x. Per gap abbiamo l’equa- 
zione 


1 
m (vavs—+ Sapt?) =I (Lap). (8,6) 


Le condizioni aggiunte (6,3) sono verificate automaticamente. 
Il flusso della quantità di moto si calcola mediante la funzione 
di distribuzione come l'integrale (5,8). La parte di questo tensore 
che ci interessa, ossia il tensore degli sforzi viscosi, è data dall’inte- 
grale 
m 


oap = — F | vatafoX dl'=naproVyo» 8,7) 


Nagy = — F f foVaVggys dT. (8,8) 


Le grandezze agys Costituiscono un tensore di quarto rango, sim- 
metrico rispetto alle coppie di indici a, f e y, è che si annulla per 
riduzione rispetto alla coppia y, è. Per l’isotropia del gas questo 
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tensore può essere espresso soltanto in funzione del tensore unità 
6.8. L'espressione soddisfacente tali condizioni è 


2 
Nagy =N | ôavõgs + dasdgy — 582580 ] : 


Allora oag = 2NVag, cosicché n è il coefficiente di viscosità cer- 
cato. Esso è definito mediante la riduzione del tensore rispetto alle 
coppie di indici a, y e f, ô 


ne EF f VaVsfapfo dl. (8,9) 


In un gas monoatomico gag è funzione del solo vettore v. La forma 
generale di questo tensore simmetrico con traccia nulla è 


Bap= (vate — 4 agt?) g (0) (8,10) 


con una sola funzione scalare g (v). Nei gas poliatomici il tensore 
Eat è composto di un numero più grande di variabili, compresi i due 
vettori v e M. In assenza di stereoisomeria il tensore g,g può con- 
tenere unicamente termini propriamente tensoriali; nel gas di una 
- sostanza stereoisomera sono possibili anche termini pseudotensoriali. 

La stima del coefficiente di viscosità, analoga a quella (7,10) 
per il coefficiente di conducibilità termica, conduce alla nota formula 
elementare della cinetica dei gas 


n ~ moNI (8,411) 

(si veda la nota a pag. 57). La conducibilità termica e la viscosità 
cinematica risultano essere grandezze dello stesso ordine: 

x/Ncp ~ n/Nm ~ vl. (8,12) 


Ponendo nella (8,11) 1 ~ 1/No e v~ (T/m)!!2 otteniamo 
no VmT/o. (8,13) 


Quanto detto al $ 7 circa la dipendenza di x dalla pressione e dalla 
temperatura si riferisce ugualmente al coefficiente di viscosità n. 

Per il calcolo del secondo coefficiente di viscosità bisogna sup- 
porre non nullo il secondo termine a primo membro dell’equazione 
cinetica (8,3) 


(e 


> ) div V æ Z (y). (8,14) 


Cerchiamo la soluzione nella forma 
x= g div V (8,15) 
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e per la funzione g troviamo l'equazione 


mv? 


i 
pero eas 


Calcolando il tensore degli sforzi e confrontandolo con l’espres- 
sione t8,g div V, otteniamo il coefficiente di viscosità nella forma 


(= S efon: (8.17) 


Nei gas monoatomici e (T) = mv?/2, c, = 3/2 e il primo membro 
dell'equazione (8,16) si annulla. Dall’equazione T (g) = 0 segue 
allora che anche g = 0 e, quindi $ = 0. Siamo giunti così all’inte- 
ressante seguente conclusione: nei gas monoatomici la seconda vi- 
scosità è nulla 1). 


PROBLEMA 


Mostrare che la seconda viscosità di un gas di particelle ultrarelativistiche 
è nulla (7. M. Chalatnikov, 1955). 

Soluzione. L'energia e della particella relativistica nel sistema di riferi- 
mento K, in cui il gas si muove con velocità (non relativistica) V, è legata alla 
sua energia e’ nel sistema di riferimento K', in cui il gas si trova a riposo, dalla 
formula e' = e — pV, dove p è la quantità di moto della particella nel sistema 
K (è la formula di trasformazione di Lorentz in cui sono omessi i termini in V 
di ordine superiore al primo). La funzione di distribuzione nel sistema X è 
fo (€ — pV), dove fo (£') è la distribuzione di Boltzmann. 

Poiché ci interessa la sola viscosità, possiamo fin dall’inizio supporre nulli 
i gradienti di tutte le grandezze macroscopiche, tranne la sola velocità V; allora 
anche 4V/at = 0 in modo che l’ultimo termine nella (6,10) scompare 2). Nella 
(6,11) i primi due termini sono assenti anch’essi e il terzo termine va sostituito 
con 

AVg P 
vV (pv) =vaPp Crm =V PRY aß 


(le direzioni v e p coincidono, perciò pgvg = Ppva). Le equazioni di continuità ’ 
e di conservazione dell'entropia nella forma usata al $ 6 restano valide anche 
per il moto (con piccole velocità V) di un gas relativistico. Quindi restano in 
vigore anche le formule (6,16). Come risultato l’equazione cinetica assume la 


1) Sottolineiamo che si tratta dei gas proprio nell'approssimazione rispetto 
al « parametro di gassosità » Nd*, cui corrisponde l'equazione di Boltzmann 
(e nella quale la viscosità n risulta essere indipendente dalla densità). Nelle 
approssimazioni successive (termini successivi dello «sviluppo viriale », si 
veda il $ 18) compare anche la viscosità non nulla t. È essenziale anche la dipen- 
denza quadratica dell'energia della particella dalla sua quantità di moto; nel 
gas « monoatomico » relativistico la seconda viscosità non è più nulla (tuttavia 
essa si annulla di nuovo in un altro caso limite, ossia ultrarelativistico; si veda 
il problema). OA y 

2) A scanso di equivoci, ricordiamo che in un gas relativistico il gradiente 
della pressione dà un suo contributo al flusso di conduzione termica dell'energia 
(si veda VI, $ 126). $ 
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forma 
(vapp— Sap —) Van=I (1). 


Nel problema della seconda viscosità bisogna porre Vog = 1/3Sgg div V, e 
allora 
vP £) div V= 
(2 - ) div y I). 


v 


Nel gas ultrarelativistico v % c, e = cp e il calore specifico c, = 3 (si veda V, 
$ 44, il problema) in modo che il primo membro dell'equazione, e con esso %, 
si annullano. 


$ 9. Simmetria dei coefficienti cinetici 


I coefficienti di conducibilità termica e di viscosità si riferiscono 
a una categoria di grandezze che determinano processi di rilassa- 
mento in sistemi debolmente non in equilibrio. Queste grandezze, 
ossia i coefficienti cinetici, verificano il principio di simmetria 
(principio di Onsager) che può essere stabilito in forma generale a pre- 
scindere dai meccanismi di rilassamento concreti. Ma nel calcolo 
concreto dei coefficienti cinetici mediante le equazioni cinetiche il 
principio di simmetria non fornisce alcuna condizione supplemen- 
tare, che dovrebbe essere imposta alla soluzione delle equazioni. 
Per questo calcolo le condizioni del principio di simmetria si veri- 
ficano automaticamente. È utile vedere in che modo ciò avviene. 

Ricordiamo che nella formulazione generale del principio di 
‘ Onsager (si veda V, $ 120) figura un insieme di grandezze x, che carat- 
terizzano lo stato di non equilibrio del sistema, e un insieme di gran- 
dezze « termodinamicamente coniugate » Xa = —dS/0r, (S è l'en- 
tropia del sistema). Il processo di rilassamento di un sistema debol- 
mente non in equilibrio è descritto dalle equazioni che definiscono 
le velocità di variazione delle grandezze xa sotto forma di funzioni 
lineari delle grandezze X, 


Za RE Zi Yard» (9,1) 


dove va» sono i coefficienti cinetici. Secondo il principio di Onsager, 
Se x, € 7, si comportano allo stesso modo per inversione del tempo, 
allora 


Yab = Voa (9,2) 


Inoltre la velocità di variazione dell’entropia è data dalla forma 
quadratica 


Š= — J Xota = D) VarXoXs: (0,3) 


Spesso è comodo usare la prima di queste espressioni per stabilire la 
corrispondenza tra le grandezze x, e Xa. 
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Nel caso della conducibilità termica come « velocità » za Consi- 
deriamo le componenti qa del vettore del flusso dissipativo di calore 
(in ogni dato punto del mezzo); l'indice a coincide in questo caso con 
l'indice vettoriale a. Le grandezze corrispondenti a X, saranno le 
derivate 7-2 OT/dx, (si veda IX, $ 88). Le uguaglianze qa = 
= —Xaß 0T/dxg svolgono il ruolo delle equazioni (9,1) in modo che 
le grandezze 7?x,g sono i coefficienti cinetici Yap. In accordo con 
il principio di Onsager deve essere xag = Xba- 


Analogamente, nel caso della viscosità come grandezze x, consi- 
deriamo le componenti del tensore del flusso viscoso della quantità 
di moto d&g; in questo caso alle X, corrispondono —Vag/7 (all’in- 
dice a corrisponde la coppia degli indici tensoriali af). Le relazioni 
Oa = Nagy Vys svolgono il ruolo delle equazioni (9,1) e le gran- 
dezze Tnapys Sono i coefficienti cinetici. Secondo il principio di 
Onsager deve essere Magro = MysaB- 

Nei problemi sulla conducibilità termica e sulla viscosità dei 
gas, Considerati ai paragrafi precedenti, la suddetta simmetria dei 
tensori Xa € Nagys È comparsa automaticamente come conseguenza 
dell isotropia del mezzo, a prescindere dalla soluzione dell'equazione 
cinetica. Mostriamo, tuttavia, che questa simmetria comparirebbe an- 
che in seguito alla soluzione dell'equazione cinetica a prescindere 
dall’isotropia del mezzo. 

Lo schema di soluzione dei problemi sulla conducibilità termica 
e la viscosità in un gas debolmente disomogeneo era il seguente: 
la correzione alla funzione di distribuzione di equilibrio si cerca 
nella forma 


Id Ea (r) Xa (9,4) 
e per le funzioni gą si ottengono equazioni della forma 
La =I (ga). (9,5) 


Le grandezze L, sono le componenti del vettore 
T {e (T) — cpT] va 
nel caso della conducibilità termica, o del tensore 


=T | mvarg— en bas | 


lv 


nel caso della viscosità (si veda la (6,19)). Le soluzioni dell’equazione 
(9,5) devono soddisfare le condizioni complementari 


Croesat=0, {fogedl=0, | fogap dT =0. 
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Tenendo conto di queste condizioni, i coefficienti cinetici Ya, si 
possono scrivere in forma di integrali: 


Tan = — | foLa8ga dP. (9,6) 


La dimostrazione della simmetria Yap = Ypa Si riduce quindi alla 
dimostrazione dell'uguaglianza degli integrali 


| foLags dT = | foLoga AP. (9.7) 


Essa è basata sulla proprietà di « autoconiugazione » dell ope- 
ratore linearizzato /, cui si può arrivare nel seguente modo. 
Consideriamo l'integrale 


{fool (6) dl'= | fofo'o (W +i 9—w) AP, 


dove (T), ọ (T) sono due funzioni qualsiasi della variabile T. 
Poiché si integra rispetto a tutte le variabili T, D, I, I, si può, 
senza cambiare l'integrale, operare un qualunque cambio di nota- 
zione (come abbiamo già fatto al $ 4). Eseguiamo la trasformazione 
T, T” <> T,, T; e, in seguito, in ciascuna delle due forme integrali 
così ottenute il cambio di notazione T, FT, 1, Ti. Calcolando la 
somma di tutte e quattro le espressioni abbiamo 


JAI (0) T= {foto w (0+9)- wle +9) x 
XI) —-(P+w)]&P (9,8) 


(le notazioni w e w’ sono prese dalla formula (3,5)). Consideriamo ora 
lo stesso integrale in cui le funzioni p (T) e ọ (T) sono sostituite ri- 
spettivamente con ọ (TT) e (TT) (senza cambiare le variabili in w 


e w'!). Operando il cambio di notazione IT, TT, ... >T, D, ... 
e usando il principio dell'equilibrio dettagliato (2,3), otteniamo 


Ai (97) dl=+ | Fafo [w (p+ p) -- w (P+ p)] Xx 


XP -+9)+(p9+®,)]d&F (9,9) 


(si è tenuto conto che f, (TT) = fo (T)). Sviluppando nelle (9,8) 
e (9,9) le parentesi quadre e confrontandole termine a termine ve- 
diamo che ambedue gli integrali sono uguali. Nel confronto si deve 
tener conto della relazione di unitarietà (2,9) in virtù della quale 
abbiamo, ad esempio, 


f fofor (p + p1) (Q + qu) dT = l fofaw’ Cp +11) (P + Q) del 


(la relazione (2,9) è applicabile qui all'integrazione rispetto alle 
variabili I” e T{, dalle quali nell’espressione integranda dipendono 
soltanto w e w). 
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Otteniamo così l'uguaglianza 


(fog! (4) al = { FoI (99) dr. (9,10) 
È da notare che se il principio dell’equilibrio dettagliato è valido 
nella sua forma più semplice (2,8), w = w', allora la relazione (9,10) 
si riduce all’autoconiugazione letterale dell’operatore I, cioè 


Í HPI (4) AT = È fol (0) dT, (9,11) 


dove in ambedue gli integrali figurano le funzioni ọ e p delle stesse 
variabili T (ciò è evidente immediatamente, per w = w', dall’espres- 
sione (9,8)). 

Tornando ai coefficienti cinetici, facciamo il cambio di notazione 
T— IT nel primo integrale della (9,7) e teniamo conto che 


La (TT) = +L (T) (9,12) 


(il segno superiore si riferisce al caso della viscosità, quello infe- 
riore alla conducibilità termica). Usiamo ora le relazioni (9,5) 
e (9,10). In questo caso nella (9,10) si può integrare rispetto a IT, 
anziché rispetto a T; è evidente che il valore dell'integrale in questo 
caso non cambia. Abbiamo 


{fugoLa dl = | fo8TI (60) dl" == | fog2I (89) dl” = 
= | fogt La (1) dI”. 


Ora è sufficiente fare il cambio di notazione TT — T a secondo 
membro dell’uguaglianza e, tenendo conto della (9,12), otteniamo 
il risultato richiesto (9,7). 

I coefficienti cinetici devono soddisfare anche le condizioni 
derivanti dalla legge della crescita dell’entropia; in particolare, 
devono essere positivi i coefficienti « diagonali » Yaa: Poiché l’equa- 
zione cinetica garantisce la crescita dell’entropia è naturale che, 
calcolando i coefficienti cinetici mediante questa equazione, queste 
condizioni siano verificate automaticamente. 

L'aumento dell’entropia si esprime mediante la disuguaglianza 


— {1nf-Stfdl>0 
(si veda il $ 4). Sostituendovi 
f=fo(1+%), Sti=g1% 
abbiamo 
— | In fo St far —-7 f fom (1 +4) Iar >o. 
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Il primo integrale si annulla identicamente e nel secondo, dopo 
aver scritto, poiché x è piccolo, ln (1 + %/T) œ% y/7, troviamo 


— (fol (dl >o. (9,13) 


Questa disuguaglianza garantisce ai coefficienti cinetici le proprietà 
necessarie. In particolare, per y = ga la disuguaglianza esprime la 
positività di Yaa. 


$ 10. Soluzione approssimata delľ equazione cinetica 


Poiché la legge di interazione delle molecole (soprattutto di 
quelle poliatomiche), che definisce la funzione w nell’integrale degli 
urti, è complicata, è impossibile in sostanza scrivere l'equazione di 
Boltzmann in forma precisa per gas concreti. Anche con semplici 
ipotesi circa il carattere dell'interazione molecolare la complessità 
della struttura matematica dell'equazione cinetica non consente 
in generale di trovare la soluzione in una forma analitica precisa; 
ciò riguarda anche l’equazione linearizzata. Stando così le cose, 
nella teoria cinetica dei gas hanno un'importanza particolare i me- 
todi sufficientemente efficaci di soluzione approssimata dell’equa- 
zione di Boltzmann. Diamo qui l’idea di un tale metodo applicato 
a un gas monoatomico (S. Chapman, 1916). 

Consideriamo dapprima il problema della conducibilità termica. 
Per un gas monoatomico il calore specifico è Cp = 5/2 e l'equazione 
linearizzata (7,3) assume la forma 


= (3- pe) =I(g) (10,1) 


(dove B = m/27); l'operatore integrale lineare I (g) è dato dalla 
formula 


I (g) = |È veito (8 +81—g—g) dp, do (10,2) 


(corrispondente all’integrale degli urti (3,9)), e la funzione di di- 

stribuzione di equilibrio !) è 
Np3/ i 

f 0) = TEL et, (10,3) 

Un metodo efficace di soluzione approssimata dell'equazione 

(10,1) è basato sullo sviluppo delle funzioni cercate in un sistema 

completo di funzioni mutuamente ortogonali; per queste stime è 

più comodo considerare i cosiddetti polinomi di Sonin (D. Burnett, 


1) La funzione di distribuzione è supposta ovunque definita rispetto allo 
spazio dei momenti lineari. Tuttavia, ciò non impedisce che essa possa essere 
espressa, per ragioni di comodità, in funzione della velocità v = p/m. 
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1935). Queste funzioni sono definite dalla formula t) 


Sila) = erri eso, (10,4) 


dove r è arbitrario e s un intero positivo o zero. In particolare, 
SL = 1, S()=r+t1-x. (10,5) 


La proprietà di ortogonalità di questi polinomi per un indice r 
dato e per i diversi indici s è 
| ears; (2) SY (2) dz = Eataa A (10,6) 
ò 


Cerchiamo la soluzione dell'equazione (10,1) nella forma dello 
sviluppo 


g(m=Lv J) 4,582 (809). (10,7) 
s=l 
Omettendo nello sviluppo il termine con s = 0, verifichiamo auto- 
maticamente la condizione (7,4) (l’integrale si annulla in virtù 
dell’ ortogonalità dei polinomi con s = 0 e s Æ 0). L’ espressione tra 
parentesi a primo membro della (10,1) è un polinomio in £3,2 (Bv?) 
in modo che l’equazione assume la forma 


—v Sip (800)=È Si A,I (vS). (10,8) 
s=1 


Moltiplicando i due membri per vfo (v) S3/2 (Pv?) e integrando in 
dp, otteniamo il sistema di equazioni algebriche 


Dondi 8y 1=1,2, 14 (10,9) 
s=1 
con 


ü = -5 z | fovStp] (v.53/2) dip= na a {vSky2, vS3/2}, (10,10) 
dove si sono introdotte le notazioni 
{FG} = | fo (©) fo 01) | v — vi 1 AF) A (G) dp d'p, do, 
A (F)=F (v) +F (v) —F (v)—F (v). 


1) Essi differiscono soltanto per normalizzazione e indici dai polinomi 
generalizzati di Laguerre 


(10,11) 


(11) 


S$ (2)= TEJ 


LẸas (2). 
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L'equazione (10,9) con Z = 0 non figura qui poiché ay, = 0 in virtù 
della conservazione della quantità di moto: A (vS3g2)=A(v)=0. 
Il coefficiente di conducibilità termica si calcola sostituendo la 
(10,7) nell’integrale (7,7). Secondo la condizione (7,4) si può rappre- 
sentare questo integrale (con e = my?/2) nella forma 


x=—3 | fosi; (809) vg d'p 


e come risultato otteniamo 


5 
=> 4. (10,12) 


Il vantaggio dello sviluppo in polinomi di Sonin consiste nella sem- 
plicità del secondo membro delle equazioni (10,9) e dell'espressione 
(10,12). 

L'esecuzione dei calcoli per il problema della viscosità è comple- 
tamente analoga. Cerchiamo la soluzione dell'equazione (8,6) nella 
forma 


3 œ 
Eag = -F (vvs — $ vôu) Si B,S%,2 (B72). (10,13) 
. s=0 


La sostituzione nella (8,6) con la successiva moltiplicazione di questa 
equazione per 


fo (V) S5y2 (B®) (vavo —4 028,0) 


e l'integrazione in dp conducono al sistema di equazioni 


Š bu B, = 50,0 dd, 4, 2o (10,14) 
dove z i 
bi =E {(vavs— 5 ban) Stra: (vavs— 5 dan) S32}. (40,15) 
Dalla (8,9) ricaviamo il coefficiente di viscosità 
n=4 mB, . (40,16) 


La soluzione approssimata del sistema infinito di equazioni 
(10,9) o (10,14) si ottiene conservando negli sviluppi (10,7) o (10,13) 
soltanto i primi termini, cioè mediante un'interruzione artificiale 
del sistema. La convergenza del processo di approssimazione all’au- 
mentare del numero di termini è estremamente rapida: già la con- 
servazione di un solo termine conduce, in generale, alla precisione 
dell'1-2% nel valore di x o di n 1). 


1) La convergenza, tuttavia, risulta essere un po’ peggiore nei problemi 
di diffusione e soprattutto di termodiffusione, | 
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Mostriamo che la soluzione approssimata dell’equazione cinetica 
linearizzata per i gas monoatomici, realizzabile con il metodo de- 
scritto, conduce a valori dei coefficienti cinetici a priori inferiori 
a quelli che darebbe la soluzione precisa di questa equazione. 

Scriviamo l'equazione cinetica nella forma simbolica seguente: 


I(g)=L (10,47) 


(le funzioni g e L sono vettori per il problema della conducibilità 
termica e tensori del secondo rango nel problema della viscosità). 
Rispetto alla funzione g il coefficiente cinetico corrispondente è de- 
finibile come una grandezza proporzionale all’integrale 


— (hag! (8) dp (40,18) 


(si veda il $ 9). Quanto alla funzione approssimata g, essa verifica 
non l'equazione stessa (10,17), ma soltanto la relazione integrale 


| fog! (e) p= | foLg d'p (10,19) 


(come ciò è evidente dal modo di definizione dei coefficienti negli 
sviluppi di g). 

L'affermazione espressa sopra deriva immediatamente dal « prin- 
cipio variazionale », secondo cui la soluzione dell'equazione (10,17) 
realizza il massimo del funzionale (10,18) nella classe di funzioni 
che soddisfano la condizione (10,19). La validità di questo principio 
si manifesta facilmente se consideriamo l'integrale 


— | fo (8— 0) I (8—9) dp, 


dove g è la soluzione dell'equazione (10,17) e ọ una funzione di pro- 
va qualsiasi, soddisfacente la sola condizione (10,19). In accordo 
con la proprietà generale (9,13) dell'operatore I questo integrale 
è positivo. Sviluppando le parentesi, scriviamo 


— {fate (E) + 91 (P) — 9I (8) — 8I (9) dp. 


Poiché per un gas monoatomico il principio dell'equilibrio dettaglia- 
to è valido nella forma (2,8), l'operatore Z gode della proprietà di 
autoconiugazione (9,11) 1). Perciò gli integrali provenienti dai due 
ultimi termini tra parentesi graffe sono uguali. Sostituendovi poi 
I (g)= L abbiamo 


- {fotel (8) + o1 (P) — 207 (8)} = 
=— f fot (8) +91 (9) —2L9} d'p > 0. 
1) Sottolineiamo che il principio variazionale così formulato è dovuto a 


uesta proprietà e non sussiste se il principio dell'equilibrio dettagliato si veri- 
fica soltanto nella sua forma più generale (2,3). 
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Infine, trasformando l'integrale dell'ultimo termine mediante la 
condizione (10,19) troviamo 


= f fog1 (g) d'p> — f fo! (9) dp, 


come dovevasi dimostrare. 

Ricordiamo un caso che presenta interesse dal punto di vista 
formale, anche se non ha significato fisico diretto. Si tratta di un 
gas di particelle interagenti secondo la legge U = a/r*!). Questo 
caso è caratterizzato dal fatto che la sezione d'urto di queste parti- 
celle (definita secondo la meccanica classica) è inversamente pro- 
porzionale alla loro velocità relativa V rei, e perciò il prodotto 
v rei do che figura nell’integrale degli urti risulta essere dipendente 
dal solo angolo di diffusione 0 e non dalla velocità V re. Questa pro- 
prietà deriva già da considerazioni dimensionali. Infatti, la sezione 
dipende in tutto da tre parametri: dalla costante a, dalla massa delle 
particelle m e dalla velocità v rei. Da queste grandezze non si può 
formare una combinazione adimensionale e vi è una sola combina- 
zione con le dimensioni di un’area:} vrd(a/m)!/2, cui deve essere 
proporzionale la sezione. Questa proprietà della sezione conduce a una 
semplificazione notevole della struttura dell’integrale degli urti, 
per cui è possibile trovare soluzioni esatte per le equazioni cinetiche 
linearizzate dei problemi della conducibilità termica e della vi- 
scosità. Risulta che queste soluzioni sono date semplicemente dai 
primi termini degli sviluppi (10,7) e (10,13) 2). 

PROBLEM13) 

1. Trovare la conducibilità termica di un gas monoatomico conservando 
nello sviluppo (10,7) il solo primo termine. 

Soluzione. Per un solo termine dello sviluppo le equazioni (10,9) si riducono 
all'uguaglianza 4, = 15/4a,,. Per il calcolo dell’integrale (10,10) con l = s = 1 


introduciamo al posto di v, v,, v’, vi la velocità del centro d'inerzia e le velo- 
cità relative di due atomi 


Jai du ' 
V Ca (VEE Va) anne (Y +vi), Vret=Y— Vi, Vie) =Y — vi, 
+ o=2V24+Iot, dpd'p= m° d3V deg 
Il semplice calcolo dà 


A (VS3/2)=A (B02w)=B Vvo) Vie —(Vvrel) Vrei]. 


1) Il primo a studiare le proprietà cinetiche di questo modello di gas è stato 
Mazwell (1866). 
. .. 3) Per una descrizione particolareggiata della teoria di questo caso si vedano 
i $$ 38-40 (articolo di Z. Valdman) in « Termodinamica dei gas », Mosca, 1970: 
(traduzione dal Handbuch der Physik, Bd. XII, 1958). 

3) Le formule (1)-(6) sono state dedotte da Chapman e Enskog. 
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Elevando al quadrato questa espressione e calcolandone la media lungo le 
direzioni V, otteniamo 


282 ; 28? 
Da [vte] (VrelVre)?] V3= È vi, V? sen? 6. 
Dopo aver integrato rispetto a 4xV? dY e alle direzioni vre; (quest’ultima opera- 
zione significa la moltiplicazione per 4) otteniamo infine 


p n œ 


1/2 fo? do 
o= (2) | f erp (—5) e sonto gg dered o 
d 0 


il coefficiente di conducibilità termica è 
x = 75/16a,,. (2) 
2. Risolvere il problema 1 per la viscosità di un gas monoatomico. 
Soluzione. Analogamente abbiamo 
Bo = 5/boo. n = Bm/4boo 
Dall’integrale (10,15) per l = s = 0 ricaviamo 


1 1 x ; 
A (vav6— +7 8828) =y (Vrel are! BT Vrel alrel p) 
Il quadrato di questa espressione è 
1 
7 vi, sen? 0. 


Dopo l'integrazione rispetto a d*V e alle direzioni vre) risulta che doo = ay 
in modo che 
y = 4imx/15. (3) 


Per un gas monoatomico il calore specifico cp = 5/2. Perciò il rapporto tra la 
viscosità cinematica v = n/N m e la conducibilità della temperatura y = %/Ncp 
(il cosiddetto numero di Prandtl) nell approssimazione considerata vale 


v/y = 2/3 (4) 


indipendentemente dalla legge di interazione fra gli atomi !). 

3. Nella stessa approssimazione trovare la conducibilità termica e la visco- 
sità di un gas monoatomico considerando gli atomi come sferette elastiche solide 
di diametro d. 

Soluzione. La sezione di diffusione di una sferetta su una sferetta è equiva- 
lente alla diffusione di una particella puntiforme su una sferetta impenetrabile 
di raggio d; perciò la sezione è do = (d/2)* do. Il calcolo dell'’integrale (1) for- 
nisce i seguenti risultati: ?) 


— 5 V T_ 0,66 T 
*avna V mE V m’ (5) 
ii 5 eor TE VmT 
ep Oaa Li 


1) Per il gas, le cui particelle interagiscono secondo la legge U = alri, 
le formule (1)-(4) sono esatte e conducono ai valori seguenti: 


x = 3,047 (ma)-1/2, n = 0,817 (m/a)!/?. 


. 2) Per caratterizzare la rapidità di convergenza delle approssimazioni 
successive diremo che, tenendo conto del secondo e del terzo termine negli 
sviluppi (10,7) e (10,13), le espressioni (5) e (6) vanno moltiplicate rispettiva- 
mente per (1 + 0,015 + 0,001) e (4 + 0,023 + 0,002). 
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$ 11. Diffusione di un gas leggero in uno pesante 


Studieremo il fenomeno della diffusione in una miscela di due 
gas per alcuni casi particolari che consentono un'indagine teorica 
relativamente promettente. 

Indichiamo con N, e N, le densità del numero di particelle delle 
due componenti della miscela e definiamo la concentrazione come 
c = N/N, dove N = N, + N,. La densità totale del numero di 
particelle è legata alla pressione e alla temperatura mediante la 
relazione N = P/T. La pressione del gas è costante nel suo volume; 
quanto alla concentrazione e alla temperatura, supponiamo che esse 
variino lungo l’asse z (supponendo una variazione della temperatura, 
includiamo così nello studio anche la termodiffusione). 

Consideriamo la diffusione in una miscela di gas, di cui uno 
(« pesante ») è composto di molecole di massa superiore alla massa 
delle particelle dell’altro (« leggero »). Supponiamo monoatomico 
il gas leggero. Poiché l'energia termica media del moto traslatorio 
.di tutte le particelle (per una temperatura data) è uguale, la velocità 
media delle molecole pesanti è piccola rispetto alla velocità delle 
particelle leggere, così da poterle considerare approssimativamente 
fisse. Nell’urto di una particella leggera con una pesante si può 
ritenere che quest’ultima rimanga ferma; la velocità della particella 
leggera, invece, cambia direzione pur restando immutata in valore 
assoluto. 

Consideriamo in questo paragrafo il caso in cui la concentrazione 
del gas leggero (il gas Z) sia piccola. Allora gli urti tra i suoi atomi 
sono relativamente rari e si può supporre che le particelle leggere 
collidano soltanto con le particelle pesanti !). 

Nel caso generale di una miscela di gas qualsiasi, per la funzione 
di distribuzione delle particelle di ciascuna componente della misce- 
la, deve essere costruita un'equazione cinetica, a secondo membro 
della quale figura la somma degli integrali degli urti fra le particelle 
di questa componente e le particelle delle altre componenti. Tutta- 
via, nel caso considerato è opportuno dedurre ex-novo un'equazione 
cinetica semplificata. 

L'equazione cercata deve definire la funzione di distribuzione 
delle particelle del gas leggero; indichiamola con f (p, z). Per le 
ipotesi fatte gli urti delle particelle leggere con quelle pesanti non 
cambiano la distribuzione di queste ultime, e nel problema della 
diffusione si può supporre questa distribuzione come data. 

Sia 0 l’angolo formato dalla direzione del vettore quantità di 
moto della particella leggera p = m,v e dall’asse z. Per la simmetria 
delle condizioni del problema è evidente che la funzione di distri- 


1) La teoria cinetica di questo modello di gas è stata sviluppata originaria- 
mente da H. A. Lorentz (1905). 


54 CAPITOLO I 


buzione dipenderà (oltre che dalle variabili p e x) soltanto dall’an- 
golo 0. Indichiamo con do = F (p, a) do' la sezione degli urti, per i 
quali una particella leggera con quantità di moto p acquista la quan- 
tità di moto pf = mv’ diretta nell'elemento di angolo solido do’; a 
è l'angolo tra i vettori p e p’ (di valori assoluti uguali). La probabili- 
tà che una particella abbia questo urto sull’unità di cammino vale 
N, do, dove N, è la densità del numero di particelle pesanti. Quanto 
alla probabilità riferita all'unità di tempo, essa si ottiene moltipli- 
cando per la velocità della particella: N,v do. 

Consideriamo le particelle che si trovano in una data unità di. 
volume e con quantità di moto in un dato intervallo di valori asso- 
luti dp, diretta nell'elemento di angolo solido do. Il numero di que- 
ste particelle è f d'p = f (p, 0, x) p? dp do. Di queste particelle un 
numero pari a 


Í (p, 9, x) p° dp do-NywF (p, a) do' 


acquista nell'unità di tempo, in seguito agli urti, la quantità di 
moto p’ diretta in do’. Sono in totale 


dp | Navi (p, @, 2) F (p, a) do' 


particelle a cambiare direzione della quantità di moto. 
Viceversa, dal numero di particelle in d'p’ = p’? dp’ do' acquista 
una velocità diretta in do un numero pari a 


Í (p', 8°, 2) p'° dp’ do'-N,v'F (p', a) do. 


Poiché p’ = p, il numero totale di particelle che in seguito agli urti 
acquista velocità in d*p vale 


dp f Nwf (p, 8, x) F (p, a) do'. 


In tal modo, il cambiamento del numero di particelle nell’ele- 
mento d*p è uguale alla differenza 


d°p-Nav | F(p, a) If (p, 8", 2)—f (p, 6, 2)]dv. 


D'altra parte, questo cambiamento deve essere uguale alla derivata 
totale rispetto al tempo 


dp d=dip.vvf=dp-L vcosì. 


Uguagliando ambedue le espressioni otteniamo l’equazione cinetica 
cercata nella forma 

vcos8 = Nyp | F(p, a)[f (p, 0, z)—f (p, 0, z) do =St f. 

i (11,1) 
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Notiamo che il secondo membro di questa equazione si annulla per 
ogni funzione f indipendente dalla direzione di p e non soltanto per 
la funzione di Maxwell fọ, come si verifica per l'equazione di Boltz- 
mann. Questa circostanza è dovuta all'ipotesi che il valore assoluto 
della quantità di moto resti invariato per diffusione delle particelle 
leggere su quelle pesanti: questi urti lasciano, evidentemente, stazio- 
naria qualunque distribuzione delle energie delle particelle leggere. 
L'equazione (11,4) corrisponde di fatto soltanto all’approssimazione 
di ordine zero rispetto alla piccola grandezza m/m,, e già nell’appros- 
simazione successiva compare il rilassamento rispetto all’energia. 

Se i gradienti della concentrazione e della temperatura non sono 
troppo grandi (le grandezze variano poco a distanze dell’ordine di 
lunghezza del cammino libero), si può cercare f sotto forma di somma, 


f= fo (p, x) F ôf (p, 9, 2), 


dove f è una piccola correzione alla funzione di distribuzione di 
equilibrio locale fọ, lineare rispetto ai gradienti c e T. Inoltre, cerchia- 
mo ôf nella forma 


6f = cos 0-g (p, 2), (11,2) 


dove g è funzione delle sole p e x. Sostituendola nella (11,1), è suffi- 
ciente lasciare a primo membro dell'equazione il solo termine con 
fo; nell’integrale degli urti, invece, il termine con fọ scompare: 


St f = gN f F (p, œ) (cos 08’ — cos 6) do’; 


la funzione g, indipendente dagli angoli, è portata fuori dal segno di 
integrale. 

Si può semplificare questo integrale. Prendiamo la direzione del- 
la quantità di moto p come asse polare per il calcolo degli angoli. 
Siano ọ e g' gli azimut delle direzioni dell'asse z e di p’ rispetto 
all'asse polare. Allora 


cos 0’ = cos 8 cos a + sen 9 sen a cos (Q — g'). 


L'elemento di angolo solido è do’ = sen a da dg', poiché a è l'an- 
golo polare per la quantità di moto p’. L'integrale del termine con 
cos (g — q') si annulla per integrazione rispetto a dp’. Come risul- 
tato troviamo che 

St f = —N0: (p) vg cos 80 = —N,0: (p) vôf, (11,3) 


dove è stata introdotta la notazione 
Ci (p) =27 f F (p, æ) (1 — cos œ) sen a dæ = f (1 --cosæ)do; (11,4) 


la grandezza o; si chiama sezione d'urto di trasporto. 
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Ora dall’equazione (11,1) ricaviamo 


1 2 
eda. (11,5) 


Il flusso di diffusione i è, per definizione, la densità del flusso 
di molecole di una componente della miscela (nel caso in esame di 
quella leggera). Esso si calcola rispetto alla funzione di distribuzio- 
ne come l'integrale 


i= | fv ëp, (11,6) 
oppure, poiché il vettore i è diretto lungo l’asse z, 
i= | cos@.fod*p= È cost0-gv dp (11,7) 


(il termine con f, si annulla per integrazione rispetto agli angoli). 
Sostituendovi la (11,5) otteniamo 


CANE 1 ô fav cos? 8 Balla 1 d fo 3 
tN 0z coli T= 3N, de ) or TP- 


Questa espressione si può scrivere nella forma 


; 1 ô v 

ina N). 
dove la media è calcolata rispetto alla distribuzione di Maxwell- 
Iptroduciamo infine la concentrazione c = NN œ N/N, (ricor- 
djamo che, per ipotesi, N, > N) e sostituiamo N, x N = PIT. 
T enendo conto che la pressione è costante, otteniamo 


; T 2 e jv 
i=-7 a F G= 
1 v de cT ô 1 v ôT 
=- (G a a rle] g 
Bisogna confrontare questa formula con l’espressione fenomenolo- 
gica per il flusso di diffusione 
i= -ND (ve +45 vT) , (11,9) 
comprendente in sé le definizioni del coefficiente di diffusione D e 


del rapporto di diffusione termica kr (si chiama coefficiente di termo- 
diffusione il prodotto Dr = Dkr; si veda VI, $ 58) +). Troviamo così 


D=- vlo), (11,10) 
kr=cT In LR, (11,11) 


1) Il fenomeno di termodiffusione è stato predetto da Enskog (41911), pro- 
prio per il modello di miscela di gas qui considerato. 
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Nell’equilibrio di diffusione in un gas riscaldato non uniforme- 
mente si stabilisce una distribuzione delle concentrazioni tale che 
il flusso di diffusione i = 0. Supponendo costante l’espressione tra 
parentesi graffe nella (11,8) abbiamo 


c= costante (11,12) 


T 
(v/o) * 
Supponendo la sezione o; indipendente dalla velocità e osservando 
che (v) ~ (T/m), troviamo che nell’equilibrio di diffusione in 
una miscela con piccola concentrazione del gas leggero quest’ultima 
è proporzionale a V 7; in altre parole, il gas leggero si concentra 
nelle zone a temperatura maggiore. 

Come ordine di grandezza il coefficiente di diffusione è 


Det, (14,13) 


dove v è la velocità termica media delle molecole del gas leggero e 
l~ 4/No la lunghezza del cammino libero. Ricordiamo la conclu- 
sione elementare di questa formula. Il numero per secondo di mole- 
cole del gas /, che passano da sinistra a destra attraverso un ele- 
mento di area unitaria perpendicolare all'asse z, è uguale, come ordi- 


ne di grandezza, al prodotto N,v, dove la densità N, deve essere cal- 
colata alla distanza l a sinistra dall’area, cioè nei punti da cui le 
molecole raggiungono quest’area senza urti. Analogamente si deter- 
mina il numero di molecole che attraversano la stessa area da destra 
a sinistra, e la differenza tra i due numeri dà il flusso di diffusione 


; = = — aN 
i-Ni(e-l)v-N,(x+)v- -W “O 


da cui deriva la (11,13)1). 


$ 12. Diffusione di un gas pesante in uno leggero 


Consideriamo ora il caso limite inverso, quando nella miscela la 
concentrazione del gas pesante è piccola. In questo caso il coefficien- 
te di diffusione si può calcolare in modo indiretto, senza ricorrere 
all’equazione cinetica. E precisamente, determiniamo la cosiddetta 
mobilità delle particelle del gas pesante supponendo che esso si trovi 


in un campo esterno. La mobilità b, invece, è legata al coefficiente 


1) La diffusione, la conducibilità termica e la viscosità sono realizzate dallo 
stesso meccanismo, ossia dal trasporto molecolare diretto. Si può considerare la 
condizione termica come « diffusione dell'energia » e la viscosità come « diffu- 
sione della quantità di moto ». Quindi si può affermare che il coefficiente di 
diffusione D, la conducibilità della temperatura x = x/Necp e la viscosità cine- 
matica v = 1/Nm hanno lo stesso ordine di grandezza, donde si deducono le 
formule (7,10) per la conducibilità termica e (8,11) per la viscosità. 
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di diffusione delle stesse particelle dalla nota relazione di Einstein 
D= bT (12,1) 


(si veda VI, § 59). 

La mobilità è, per definizione, il coefficiente di proporzionalità 
tra la velocità media V acquistata dalla particella di gas nel campo 
_ esterno e la forza f agente sulla particella da parte del campo 


V= bf. (12,2) 


In questo caso la velocità V è definita dalla condizione di compensa- 
zione reciproca della forza f e della forza di attrito f, alla quale è 
sottoposta la particella pesante in moto da parte delle particelle 
leggere (si possono trascurare gli urti reciproci tra le particelle pe- 
santi in quanto sono relativamente rare). La funzione di distribu- 
zione delle particelle leggere è maxwelliana, cioè 


ca Ni mv? 
fo = Trim. Tpm €P ( -T J» 


dove m, è la massa di una particella leggera. 

Consideriamo una particella pesante qualsiasi, supponendo che 
la sua velocità sia V. Passiamo ora al sistema di coordinate in moto 
assieme a questa particella, indicando con v le velocità delle parti- 
celle leggere in questo nuovo sistema. La funzione di distribuzione 
delle particelle leggere nel sistema di coordinate considerato è 
fo (v + V) (si veda la formula (6,9)). Supponendo piccola la velocità 
V, possiamo scrivere 


btaw) (1—7). (12,3) 


Si può calcolare la forza di attrito cercata f, come la quantità di 
moto totale trasmessa alla particella pesante dalle particelle leggere 
che urtano con essa nell'unità di tempo. La particella pesante resta 
ferma in seguito a un urto. Quanto alla particella leggera, essa porta 
con sé la quantità di moto mv; dopo un urto, per il quale il vettore 
mv ruota di un angolo a, essa porta via una quantita di moto uguale 
in media a m,v cosa. Perciò la quantità di moto trasmessa con 
questo urto alla particella pesante vale in media mv (1 — cos a). 
Moltiplicandola per la densità del flusso di particelle leggere con 
velocità v, per la sezione do di un tale urto e integrando, otteniamo la 
quantità di moto totale trasmessa alla particella pesante: 


i= m È fo(v+V)vvo:d®p, 


` 


dove di nuovo si è introdotta la notazione (11,4). Sostituendovi 
fo (v + V) nella forma (12,3), il primo termine si annulla (per inte- 
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grarione rispetto alle direzioni della velocità v) in modo che resta 
i, = — FÈ | fo (0) (Vw) vvo, dp, 


o, calcolando la media lungo le direzioni v, 


137 
dove le parentesi angolari indicano nuovamente la media secondo 


l’ordinaria distribuzione di Maxwell. Infine, tenendo conto che nel 
caso considerato N, Na, scriviamo N, œ N = P/T in modo che 


f mîP 
r= — -r 


Uguagliando a zero la somma della forza di attrito f, e della 
forza esterna f, otteniamo in accordo con la (12,2) la mobilità b e 
in seguito anche il coefficiente di diffusione cercato: 


3T? 


r= — FEV | o) ow dp = — N, FA V (00), 


(003) V. 


Quanto alla termodiffusione, per il suo calcolo nel caso in esa- 
me sarebbe necessario conoscere la funzione di distribuzione delle 
particelle del gas leggero in presenza di un gradiente della tempera- 
tura. Perciò è impossibile calcolare qui il coefficiente di termodiffu- 
sione in forma generale. n 
~ Come ordine di grandezza D ~ v/No, dove v ~ V T/m, è (come 
anche nella (11,13)) la velocità termica media delle molecole del 
gas leggero. Quindi, in ambedue i casi l'ordine di grandezza del 
coefficiente di diffusione è lo stesso, ossia 


D ~ TPloPmi?. (12,5) 


PROBLEMA 


Determinare il coefficiente di diffusione in una miscela di due gas (leggero 
e pesante) considerando le particelle come palline elastiche solide di diametri di 
e do. 
* "Soluzione. La sezione d'urto è do = x (di + dz)? do/16, da cui la sezione 
di trasporto 0; = x (d, + d2)?/4 (coincidente in questo caso con la sezione tota- 
le 0). Il coefficiente di diffusione ha la forma 


APR 
(d1 +da)? Pmj/? ? 
dove m, è la massa di una particella leggera e A un coefficiente numerico. Per 
una piccola concentrazione del gas leggero il calcolo con la formula (11,10) dà 
4 2 \3/2 
a=% (+) =0,68. 
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Per una piccola concentrazione del gas pesante la (12,4) dà 
A=3/2V/25x=0,6. 
Osserviamo che i valori di A sono vicini per entrambi i casi limite. 


$ 13. Fenomeni cinetici in un gas in un campo esterno 


I gradi di libertà rotatori delle molecole creano il meccanismo 
mediante il quale un campo magnetico esterno o un campo elettrico 
possono incidere sui fenomeni cinetici nel gas !). Il carattere di 
questa influenza è lo stesso nel caso magnetico ed elettrico; consi- 
deriamo dapprima il gas in un campo magnetico. 

Una molecola rotante ha, in generale, un momento angolare il 
cui valore medio (nel senso quantomeccanico) è indicato con u. Sup- 
poniamo il campo magnetico limitato in modulo, in modo tale che 
il prodotto B sia piccolo rispetto alla struttura fine dei livelli mole- 
colari ?). Allora si può trascurare l'influenza del campo sullo stato 
della molecola, cosicché il momento magnetico si calcola in base 
al suo stato imperturbato. Per temperature non troppo basse (quali 
stiamo considerando) la grandezza uB sarà piccola anche rispetto a 
T, il che consente di trascurare l'influenza del campo sulla funzio- 
ne di distribuzione d’equilibrio delle molecole del gas. 

Il momento magnetico è diretto lungo il momento angolare M 
della molecola; scriviamolo nella forma 


Alla rotazione classica della molecola corrispondono grandi numeri 
quantici di rotazione; inoltre, si può trascurare in M la differenza 
tra il momento totale (comprendente lo spin) e quello angolare. Il 
valore del coefficiente costante y dipende dalla specie della moleco- 
la e dalla natura del suo momento magnetico. Così, per una mole- 
cola biatomica di spin S non nullo abbiamo 


yar ua (13,2) 


dove us è il magnetone di Bohr e il numero o = J — K la diffe- 
renza tra i numeri quantici del momento totale J e del momento 
angolare K (questa differenza assume i valori S, § — 1, ..., — S); 
al denominatore la differenza tra J e K è inessenziale: M œ hJ & 
 hK. Nella formula (13,2) si è supposto che l'interazione spin-asse 


1) Questo meccanismo è stato rivelato? da Ju.M. Kagan e L.A. Maksimov 
(1961), ai quali appartengono i risultati esposti in questo paragrafo. 

2) Ricordiamo che nell’elettrodinamica macroscopica il valore medio. 
(rispetto a volumi fisicamente infinitesimi) dell’intensità del campo magnetico 
si chiema induzione magnetica e si denota con B. Per una piccola densità del 
mezzo (gas) si può trascurare la magnetizzazione e allora il vettore B coincide 
con il vettore intensità macroscopica H. 
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nella molecola sia piccola rispetto agli intervalli della struttura 
rotatoria dei livelli (il caso b secondo Hund) +). 

In un campo magnetico B la molecola è soggetta a un momento di 
forze pari a [uB]. Sotto il suo influsso il vettore M cessa di essere 
costante durante il moto « libero » della molecola e varia secondo 
l'equazione 


i uB]= —y [BM], (43,3) 


vale a dire che il vettore M compie una precessione intorno alla di- 
rezione del campo con la velocità angolare —yB. Ciò premesso, al 
primo membro dell’equazione cinetica si deve aggiungere il termine 


(3}/4M) M in modo che l'equazione diventa 
ôf ôf af 
zr +Y a tYiMB] zm =" St? (13,4) 


Al numero di variabili T, dalle quali dipende la funzione di distri- 
buzione, si deve aggiungere anche la variabile discreta o che defi- 
nisce il valore del momento magnetico (qualora esista come nel- 
la (13,2)). 

Nei problemi della conducibilità termica e della viscosità consi- 
deriamo di nuovo una distribuzione vicina a quella d’equilibrio, 
rappresentandola nella forma 


f = fo (1 + xT). (13,5) 


Mostriamo anzitutto che il termine con la derivata 0/3/0M nell’equa- 
zione cinetica scompare. Infatti, poiché fọ dipende unicamente dall’e- 
nergia della molecola e (T) e la derivata ôe/ôM è la velocità angolare 
Q, allora 


y IMB] ga = y ([MB) 9) h, (13,6) 
Per le molecole di tipo rotatore o a trottola sferica le direzioni M e 
Q coincidono in modo che l’espressione (13,6) si annulla identica- 
mente. In altri casi, invece, essa si annulla dopo il calcolo della 
media rispetto alle fasi varianti rapidamente, la cui necessità è 
stata sottolineata al § 1. Per una rotazione delle molecole di tipo a 
trottola simmetrica o asimmetrica variano rapidamente sia la dire- 
zione degli assi della molecola stessa che la direzione della sua velo- 
cità angolare Q. Dopo il suddetto calcolo della media, in Q può re- 


1) La formula (13,2) si deduce dalla formula esatta (per il caso b), trovata 
nel problema 3, III, $ 113, con un passaggio al limite per J e K grandi e per 
una differenza J — K assegnata, In questo caso il contributo del momento 
orbitale A scompare (esso risulta essere un infinitesimo di un ordine di grandezza 
successivo rispetto a 1/J). ? 
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stare la sola componente Q, lungo il vettore costante M, ma per 
questa componente il prodotto [MB] £,, è nullo. 

Gli altri termini nell’equazione cinetica si trasformano così come 
abbiamo visto al $ 7 o al $ 8. Per il problema della conducibilità 
termica otteniamo così l'equazione 

e(M)—c,T 
DI a — 7 [MB] -2% +7 (0). (43,7) 


Si deve cercare la soluzione di questa equazione di nuovo nella for- 
ma x = gVT, ma per la costruzione della funzione vettoriale g (IT) 
abbiamo a disposizione non più due, bensì tre vettori: v, M, B. 
Il campo esterno crea nel gas una direzione determinata per cui il 
processo di conducibilità termica diventa anisotropo e al posto del 
coefficiente scalare x si deve introdurre il tensore della conducibilità 
termica xag, che determina il flusso di calore secondo la formula 


ôT 
la = — Xag dis . (13,8) 


Il tensore xag si calcola mediante la funzione di distribuzione come 
l'integrale 
Le 
%ap= — Fr | fottagp dl (13,9) 
(si veda la (7,5). 


La forma generale di un tensore di secondo rango dipendente dal 
vettore B è 


Xab = X6a8 + Xibabg + Holagybys (13,10) 
dove b = B/B, eagy è il tensore unità antisimmetrico, e x, %1, %a 


sono scalari dipendenti dal valore assoluto del campo B. Il tensore 
(13,10) gode, evidentemente, della proprietà !) 


Ha (B) = fa (—B). (13,11) 
Alespressione (13,10) corrisponde il flusso di calore 
q = —xVT — »b (bV7) — x, [V7-bl. (13,12) 


L'ultimo termine è, come si dice, un effetto dispari: questa parte del 
flusso di calore cambia di segno quando il campo cambia di segno. 

Il termine integrale 7 (y) a secondo membro dell equazione (13,7) 
è dato dalla formula (6,5). Nell'espressione integranda figura la 
funzione fọ proporzionale alla densità N del gas. Separando questo 
fattore e dividendo per esso ambedue i membri dell'equazione, tro- 


1) Questa proprieta esprime il principio di simmetria dei coefficienti cineti- 
ci in presenza di un campo magnetico. Nel caso considerato essa deriva automati- 
camente come conseguenza dell’esistenza di un unico vettore b, mediante il 
quale si costruisce il tensore Xag 
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viamo che N figura nell’equazione soltanto nelle combinazioni 
B/N e V7/N con il campo e il gradiente della temperatura. Ne segue 
che la funzione fox = fogVT dipenderà dai parametri N e B soltanto 
sotto forma di rapporto B/N; da questa sola grandezza dipenderanno 
anche gli integrali (13,9) e, quindi, i coefficienti x, x,, x, nell’espres- 
sione (13,12). La densità N è proporzionale (per una data temperatu- 
ra) alla pressione del gas P. Quindi la conducibilità termica del gas in 
un campo magnetico dipende dall’intensità del campo e dalla pres- 
sione soltanto in funzione del rapporto B/P 1). 

All’aumentare di B il primo termine a secondo membro del- 
l'equazione (13,7) cresce e il secondo non varia. Chiaramente al li- 
mite, per B + co, la soluzione dell'equazione deve essere una fun- 
zione dipendente unicamente dalla direzione (e non dall’intensità) 
del campo, e inoltre essa deve annullare identicamente il termine 
[MB] 0y/6M dell’equazione; i coefficienti x, xı, x, per B + co ten- 
dono corrispondentemente a limiti costanti (indipendenti da B). 

Analogamente si studia il problema della viscosità di un gas in 
Da campo magnetico. L'equazione cinetica corrispondente ha la 
orma 


T d 
(mvavs— m ôas) Van =I (x)—VIMB] ZX- (13,13) 
(si veda la (6,19)). Si deve cercare la soluzione di questa equazione 
nella forma % = gasVag. Al posto dei due coefficienti di viscosità 
n e È si deve ora introdurre il tensore di quarto rango Nagya che de- 
finisce il tensore degli sforzi viscosi secondo la formula 


Cap = NapysVys; (13,14) 


il tensore Nagys, per definizione, è simmetrico rispetto alle coppie 
di indici a, f e y, è. Mediante la funzione nota y% le sue componenti 
si calcolano come integrali 


Magro = — | mvarsfagro dP. (13,15) 


Il tensore di viscosità così calcolato soddisferà automaticamente la 
condizione 


Na py8 (B) = Nyda f (—B), (13,16) 
esprimente il principio di simmetria dei coefficienti cinetici. 


Il vettore b = B/B (e i tensori unitari è, g ed ea py) consentono di 
costruire le seguenti combinazioni tensoriali indipendenti con le 


1) La variazione della conducibilità termica di un gas in un campo magne- 
tico si chiama effetto Zenftlebhen. 
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proprietà di simmetria del tensore nagys: 


1) Cari pa + 6x6 By? 

2) agro 

3) Savbgba + Ögybabo + Öasbgby + Spababy (13,17) 
4) bapbybs + Syobabp 

5) babpbyba 

6) bavògo + bpyias + dbasòpy + bpsdan 

7) bavbeba + baybabs + basbpby + basbaby; 


dove bag = —bga = Cafy0y. In tutte queste combinazioni, tranne 
la quarta, la proprietà (13, 16) compare automaticamente come conse- 
guenza della simmetria rispetto alle coppie a, B e y, è; nella quarta 
combinazione, invece, l'unione di due termini è dovuta alla sola 
condizione (13,16) 1). 

Corrispondentemente al numero di tensori (13,17) il gas nel 
campo magnetico è caratterizzato nel caso generale da sette coeffi- 
cienti di viscosità indipendenti. Definiamoli come coefficienti nella 
seguente espressione del tensore degli sforzi viscosi: 


ozp =2n (Var — das div V) + {Bag div V+ 


+ 11 (2Van — Sag div V + SapVyobyBs — 2V a vbybg — 
— 2V gybyba + babg div V + babgVysbybo) + 
+22 (Varbyba + Varbyba — 2babgVysbybs) + 
+ Ng (Vaybgy «3 Varday tori Vysbavbpbs ne Vosbaybabo) ss 
+ 214 (Vusbarbobo + V yobgybabo) + Ea (Cag V vsbybo + dabg div V) (13,18) 


(Vag è definito nella (6,12)). Essa è costruita in modo tale che ny 
Mi: - - -» Na Sono coefficienti per tensori, che si annullano in se- 
guito a semplificazione rispetto agli indici a, f. I coefficienti $ e 
È, invece, stanno di fronte a tensori con traccia non nulla e si posso- 
no chiamare coefficienti della viscosità seconda. Osserviamo che 
essi contengono non soltanto lo scalare div V, ma anche V,30ybs. 
I primi due termini nella (13,18) corrispondono all’espressione ordi- 
naria per il tensore degli sforzi, cosicché n e ¢ sono gli ordinari coef- 
ficienti di viscosità. 

Notiamo che i tensori xag € nagys risultano automaticamente 
tensori propri, in modo che queste espressioni soddisfano la condi- 
zione di simmetria per inversione. Perciò la rinuncia a questa condi- 
zione (per un gas di una sostanza stereoisomera) non implicherebbe 
la comparsa di termini nuovi. 


1) Non si deve scrivere la combinazione di termini con due fattori b, 
poiché il prodotto di due tensori eygy si riduce a prodotti di tensori ôg g» quest e 


combinazioni si riconducono a quelle già scritte nella (13,17). 
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Tuttavia una tale rinuncia implica nuovi effetti, ossia la com- 
parsa di un flusso di calore gl” sotto l'influsso dei gradienti delle 
velocità e la comparsa degli sforzi viscosi 0'‘7) sotto l'influsso del 
gradiente della temperatura. Questi effetti (detti incrociati) sono de- 
scrivibili con le seguenti formule: . 

g ôT 
P = Cy, aBVap IS = — lag, y das? (13,19) 
dove cy,a8 € Gaß,y Sono tensori di terzo rango, simmetrici rispetto 
alla coppia di indici separati da una virgola. Scegliendo le grandezze 


Za ® Xa nel modo indicato al $ 9, i coefficienti cinetici Yap € Yoa 
sono Tcp ap e T’aap,y. Perciò in virtù del principio di Onsager in 
presenza di un campo magnetico deve essere 


Taap,y (B) = cy,aß (—B). (13,20) 
La forma generale di questi tensori è 


laß, y = dba bd, + Agb yÒaB + az (ba88y + bgay) + 
+ a,(ba ybg -+ bgyba). (13,21) 


Tutti i termini in questa espressione sono pseudotensori, cosicché 
le relazioni (13,19) con questi coefficienti non sono invarianti per 
inversione. 

Soffermiamoci brevemente sui fenomeni cinetici di un gas in 
un campo elettrico. Consideriamo un gas composto di molecole pola- 
ri (possedenti cioè un momento di dipolo d) del tipo a trottola sim- 
metrica. In un campo elettrico sulla molecola polare agisce il mo- 
mento di forze [dE] per cui nell'equazione cinetica compare il ter- 
mine 

FAR GU ôf 
m = E g e 
La direzione d coincide con l'asse della molecola e non ha niente a 
che vedere con il suo momento angolare M. Tuttavia, in seguito al 
calcolo della media rispetto alla precessione rapida dell’asse della 
trottola attorno alla direzione del vettore costante M, nel termine 
aa resta solo la proiezione d sulla direzione di M ed esso 
iventa 


VIME FP, (13,22) 


dove y = od/M; inoltre, la variabile o (il coseno dell’angolo tra d 
e M) assume ora una serie continua di valori nell'intervallo da —1 
a +1. L'espressione (13,22) differisce dal corrispondente termine 
nel caso magnetico per la sola sostituzione di B con E. Perciò re- 
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stano in vigore tutte le equazioni cinetiche dedotte sopra e le con- 
seguenze che ne derivano !). 

Una certa differenza esiste, tuttavia, in quanto il campo elettri- 
co E è un vettore proprio (e non uno pseudovettore) e non varia per 
inversione del tempo. In forza di tale circostanza il principio di 
Onsager per i tensori della conducibilità termica e della viscosità 
sarà espresso ora dalle uguaglianze 


Ka (E) = %fa (E), NaBys (E) = Nysaf (E) (13,23) 


al posto delle (13,11) e (13,16). Corrispondentemente nelle espressioni 
(13,10) e (13,18), dove ora b = E/E, si avrà x, = 0, ns = n, = 0?) 
Al tempo stesso gli effetti incrociati risultano possibili non soltanto 
in un gas di una sostanza stereoisomera (dove l’espressione (13,24) 
resta completamente valida), ma anche in un gas di molecole non 
stereoisomere: l’espressione (13,214) con a, =0 è ora un tensore 
proprio. 


$ 14. Fenomeni in gas debolmente rarefatti 


Le equazioni idrodinamiche del moto dei gas, tenuto conto dei 
processi di conducibilità termica e dell’attrito interno, contengono 
il flusso di calore q’ (la parte dissipativa del fusso d'energia q) e il 
tensore degli sforzi viscosi ogs (la parte dissipativa del flusso della 
quantità di moto Hap). Queste equazioni acquistano un significato 
reale dopo aver espresso q’ e ogg in funzione dei gradienti della 
temperatura e della velocità del gas. Ma le espressioni ordinarie, 
lineari rispetto a questi gradienti, non rappresentano altro che i 
primi termini dello sviluppo nelle potenze del piccolo rapporto l/L 
tra la lunghezza del cammino libero e le dimensioni caratteristiche 
del problema (detto spesso numero K di Knudsen). Se questo rapporto 
non è molto piccolo, ha senso introdurre correzioni che tengano conto 
dei termini infinitesimi in //L di ordine successivo. Queste corre- 
zioni compaiono sia nelle equazioni del moto stesse che nelle corri- 
spondenti condizioni al contorno sulla superficie dei corpi immersi 
nel gas. 

I termini successivi degli sviluppi dei flussi q’ e oag si esprimono 
in funzione delle derivate spaziali della temperatura, della pressio- 
ne e della velocità dei diversi ordini e potenze. Questi termini, in 
teoria, si devono calcolare mediante un passaggio alle approssima- 


1) Le molecole biatomiche ruotano nel piano perpendicolare a M; perciò 
per una molecola polare biatomica o = 0. In questo caso l'influsso del campo 
elettrico sul moto delle molecole si manifesta nell'equazione cinetica soltanto 
nell’approssimazione quadratica rispetto al campo. 

2) In un gas di molecole non stereoisomere l’assenza di termini con %g; 
ms, N4 nel campo elettrico è richiesta anche dalla condizione di invarianza rispet- 
to all’inversione. 
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zioni successive nella soluzione dell’equazione cinetica. All’approssi- 
mazione « zero » corrispondono la funzione di distribuzione d'equi- 
librio locale fọ e le equazioni idrodinamiche di un fluido perfetto. 
Alla prima approssimazione corrispondono la funzione di distri- 
buzione della forma f = fi (1 + y/7), studiata ai $$ 6-8, le equa- 
zioni di Navier-Stokes e l’equazione della conducibilità termica. 
Nell’approssimazione successiva, la seconda, si deve cercare la 
funzione di distribuzione nella forma 


=h [A -+ + yD +4 x©] (14,1) 
e linearizzare l'equazione cinetica rispetto alla correzione del se- 
condo ordine y°°. L'equazione così ottenuta ha la forma 


T (è fox 
zlat) Eti h 


F | wfo KOA O aL AT dT =I), (14) 


dove 7 è l'operatore lineare integrale (6,5). Il simbolo d,/0t significa 
che le derivate temporali delle grandezze macroscopiche, che si ot- 
tengono per derivazione di fox®?/T, devono essere espresse in fun- 
zione delle derivate spaziali mediante le equazioni idrodinamiche 
di approssimazione zero, le equazioni di Eulero. Quanto al simbolo 
0,/òt, esso significa che l’omissione delle derivate temporali deve 
essere effettuata mediante i soli termini del primo ordine delle 
equazioni di Navier-Stokes e l'equazione della conducibilità ter- 
mica. 

Non scriveremo tutti i numerosi termini in q' e 0,8 che compaio- 
no nella seconda approssimazione (questi termini sono detti di 
Burnett; D. Burnett, 1935). Nella maggioranza dei casi tali termini 
portano un contributo piccolo alla soluzione rispetto alle correzioni 
nelle condizioni al contorno di cui parleremo più avanti. In questi 
casi tener conto delle correzioni nelle equazioni stesse significherebbe 
un aumento ingiustificato della precisione ammissibile. Limitiamoci 
alla considerazione di alcuni termini correttivi tipici e valutiamoli 
per moti di vario tipo. 

E da notare soprattutto che il piccolo parametro K = //L è legato 
in modo determinato ai due parametri, che caratterizzano il moto 
idrodinamico, ossia al numero di Reynolds R e al numero di Mach 
M. Ricordiamo che il primo è definito come R ~ VL/v, dove V è 
la scala caratteristica di variazione della velocità del moto e v è la 
viscosità cinematica; il numero di Mach vale M~ Viu, dove u è la 
velocità del suono. Nei gas l’ordine di grandezza della velocità del 
suono coincide con la velocità termica media delle molecole v e la 
viscosità cinematica è v ~ iv. Perciò R ~ VL/W,M ~ Vive il nu- 


si 
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‘mero di Knudsen vale. 


K ~ MIR. (14,3) 


Ne risulta che la condizione di idrodinamicità del moto, K«&i, 
impone una certa restrizione all'ordine di grandezza relativo dei 
numeri R e M. Consideriamo dapprima i moti « lenti » in cui 


R<1, M«<1. (14,4) 
Consideriamo uno dei termini di Burnett nel tensore degli sforzi 


viscosi, che contenga il prodotto di due derivate prime rispetto alla 
velocità, per esempio 


eV 
pia 2E È; (14,5) 


il coefficiente pl? che figura in questa espressione (p è la densità 
del gas), è una stima rispetto all'ordine di grandezza. Questo termine 
dà in og il contributo 0 ~ pl°V?/L?. Quanto all'ordine di gran- 
dezza dei termini fondamentali (quelli di Navier-Stokes) negli sforzi 
viscosi, esso è 


e il rapporto è 


ce AR 
901) Lv L2 si 


Poiché R < 1, vediamo che i termini (14,5) portano negli sforzi 
viscosi una correzione dell’ordine relativo <(//L)?, mentre la cor- 
rezione alle condizioni al contorno (si veda più avanti) porta nel 
moto correzioni dell’ordine relativo di 7/L, cioè notevolmente più 
grandi. 
Ancora più piccole saranno le correzioni provenienti dai termini 
della forma !) 
EKLE (14,6) 


m% dra Tg? 


se si tratta di gradienti della temperatura che compaiono di per se 
stessi in seguito al moto; è facile vederlo osservando che gli sbalzi 
caratteristici della temperatura sono AT ~ TV?/u?. Se gli sbalzi di 
temperatura sono causati dall'« esterno » (da corpi riscaldati immersi 
nel gas, ad esempio), allora i termini di Burnett della forma (14,6) 
possono implicare la comparsa di un moto stazionario con velocità 


1) E stato Mazwell (1879) il primo a studiare questi termini negli sforzi 
viscosi. 
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caratteristiche definibili dalla condizione 


ð ôP 
dxg dra 


(08+0%) = 


Una stima della velocità di questo moto dà 
V ~ U(AT)*/LmvT® (14,7) 


(M. N. Kogan, V. S. Galkin, O. G. Fridlender, 1970). Facendo la 
stima si deve tener presente che il laplaciano della temperatura può 
essere espresso mediante l'equazione della conducibilità termica 
div (xyr) = 0 in funzione del quadrato del suo gradiente e anche che 
il moto è dovuto solo a una parte non potenziale della forza 0043/0t. 
Una parte potenziale, invece, è data dalla pressione. 

Considerazioni analoghe riguardano i termini correttivi nel 
flusso termico q’. In generale, è impossibile comporre il termine cor- 
rettivo del secondo ordine mediante le derivate della sola tempera- 
tura; il primo termine (dopo —xV7) di questo tipo ha la forma co- 
stante- VAT (A è l’operatore di Laplace), vale a dire che è del terzo 
‘ordine. I termini contenenti accanto alle derivate rispetto alla tem- 
peratura anche quelle rispetto alla velocità, ad esempio 


L? div V.y7, 


conducono di nuovo a una correzione dell'ordine relativo di /?/L?. 
Passiamo ora ai moti « veloci » in cui 


R>1, M<s1. (14,8) 


In questi casi il quadro del moto idrodinamico dei gas è composto di 
due regioni: la regione di volume in cui i termini viscosi nelle equa- 
zioni del moto sono in generale inessenziali, e lo strato di frontiera 
sottile in cui la velocità del gas decresce rapidamente. 
Supponiamo, ad esempio, che il gas fluisca attorno ad una lami- 
na piana; prendiamo come asse x la direzione del moto del gas. Lo 
spessore è dello strato di frontiera sulla lamina è 
xv \1/2 zlv \1/2 
Sx (F) Sd ( 4 ) 3 
dove x è la distanza dal suo bordo anteriore (si veda VI, $ 39). La 
dimensione caratteristica per la variazione della velocità lungo l’asse 
x è data dalla coordinata stessa x e lungo la direzione dell’asse y, 
perpendicolare alla lamina, dallo spessore ô dello strato di frontiera. 
In questo caso V, ~ V.6/x, come deriva dall’equazione di conti- 
nuità. Il termine principale nel tensore degli sforzi viscosi di Na- 


x 


vier-Stokes è 


av vIV 
Osy ~ Pv ETEO r 
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Fra i termini di Burnett in Oxy non esiste tuttavia un termine che 
contenga il quadrato (9V,/dy)?; è facile capire perciò che dalle deri- 
vate dV/dxg non si può costruire un tensore di secondo rango qua- 
dratico in esse, la cui componente xy contenga questo quadrato. 
I più grandi termini in o%y possono essere soltanto quelli della 
forma 


Va a pl2y2 
y div V ~ r * 
Il loro rapporto rispetto a o9 è o®/o® ~ IV/zv ~ (1/6)?, cioè di 
nuovo del secondo ordine. 

Mostriamo ora che i termini correttivi nelle condizioni al con- 
torno sulla frontiera tra il gas e i solidi conducono ad effetti del 
primo ordine in //L. Perciò i fenomeni osservabili, dovuti alla rare- 
fazione del gas, si verificano proprio in prossimità delle superfici 
solide. 

Nei gas non rarefatti l'uguaglianza delle temperature del gas e 
del corpo costituisce la condizione al contorno sulla superficie del 
solido. In realtà, però, questa condizione è approssimata e si veri- 
fica in quanto si può supporre infinitesima la lunghezza del cammi- 
no libero. Se si tiene conto che la lunghezza del cammino libero è 
finita, sulla superficie di contatto tra il solido e il gas riscaldato 
non uniformemente vi è una certa differenza di temperature; questa 
differenza si annulla, in generale, soltanto nell’equilibrio termico 
completo, quando la temperatura del gas è costante !). 

In prossimità della superficie solida (a distanze piccole, ma non 
troppo, da essa) si può supporre costante il gradiente della tempera- 
tura, in modo che l'andamento della temperatura in funzione della 
distanza sia rappresentato da una linea retta. Tuttavia a ridosso 
della parete (a distanze —/) l'andamento della temperatura, in ge- 
nerale, è più complicato e il suo gradiente non è costante. Nella 
fig. 1 è rappresentato con una linea piena l'andamento approssima- 
to della temperatura del gas vicino alla superficie. 

Tuttavia, questo andamento effettivo della temperatura in pros- 
simità diretta della parete, riferito a distanze comparabili con la 
lunghezza del cammino libero, è inessenziale quando si considera la 
distribuzione della temperatura in tutto il volume del gas. Nello 
studio della distribuzione della temperatura vicino alla parete solida 
è importante di fatto la sola parte retta della curva nella fig. 1, che 


pl? 


1) Quando si parla della temperatura di un gas in una regione, le cui di- 
mensioni sono dell’ordine di grandezza del cammino libero, è necessario, a rigo- 
re, determinare che cosa si intenda per temperatura. In questo caso definiremo 
la temperatura in base all'energia media delle molecole nella regione di gas 
considerata, e, inoltre, supporremo che la funzione, che definisce la temperatura 
in base all'energia media delle molecole, sia la stessa che per grandi volumi 
del gas. 
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si estende a distanze più grandi della lunghezza del cammino libero. 
L'equazione di questa retta è definita dall'angolo di inclinazione e 
dal segmento da essa tagliato sull'asse delle ordinate. Ci interessa 
dunque non il vero sbalzo di temperatura, bensì lo sbalzo ottenuto 
per estrapolazione della temperatura del gas fino alla parete stessa, 
supponendone costante il gradiente fino alla distanza zero (la linea 
tratteggiata nella fig. 1). Con ôT intendiamo questo sbalzo estrapo- 
lato di temperatura e lo definiremo come temperatura del gas meno 
quella della parete (nella fig. 1 la tem- 
peratura della parete è supposta con- 
venzionalmente uguale a zero). 

Se il gradiente della temperatura è 
nullo, anche lo sbalzo 87 scompare. 
Perciò, quando i gradienti della tem- 
peratura non sono troppo grandi, si ha 


ôT =g (44,9) 


(la derivata si calcola lungo la nor- Fig. 4 

male alla superficie, diretta verso 

l'interno del gas). Si può chiamare g coefficiente di sbalzo di tempera- 
tura. Se la temperatura del gas aumenta verso l'interno del suo vo- 
lume (ðT/ön >0) si deve avere anche ôT >0; di conseguenza, il 
coefficiente g è positivo. 

Fenomeni analoghi si verificano sulla frontiera tra una parete 
solida e un gas in moto. Anziché « incollarsi » completamente alla 
superficie solida il gas rarefatto conserva nei suoi pressi una certa 
velocità finita, anche se piccola; come si dice, il gas scivola lunge 
la superficie. Analogamente alla formula (14,9) la velocità v, di 
questo scivolamento è 


n=% E, (14,40) 


dove V, è la componente tangenziale della velocità del gas in prossi- 
mità della parete. Come g, è positivo anche il coefficiente di scivola- 
mento È. Per la grandezza vo valgono le stesse osservazioni fatte nei 
riguardi dello sbalzo di temperatura ôT definibile dalla formula (14,9). 
A rigore, v, non è la velocità vera del gas vicino alla parete, bensì 
una velocità estrapolata, nell'ipotesi della costanza del gradiente 
dV:/0n nello strato di gas prossimo alla parete. 

T coefficienti g e È hanno le dimensioni di una lunghezza e come 
ordine di grandezza coincidono con la lunghezza del cammino libero 


gal xL (14,14) 


Lo sbalzo di temperatura e la velocità di scivolamento sono quindi 
grandezze del primo ordine in Z/L. Per calcolare i coefficienti g e È 
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si dovrebbe risolvere l’equazione cinetica per la funzione di distri- 
buzione delle molecole del gas in prossimità della superficie. In que- 
sta equazione si dovrebbe tener conto degli urti delle molecole 
contro la parete, e perciò è necessario conoscere la legge di diffusione 
delle molecole in seguito agli urti. 

Se prolunghiamo nella fig. 4 la linea tratteggiata fino alla sua 
intersezione con l’asse delle ascisse, essa intercetta un segmento di 
lunghezza g. In altre parole, si può dire che la distribuzione della 
temperatura in presenza di uno sbalzo di temperatura è la stessa 
che sarebbe senza sbalzo, ma con la parete spostata di una distanza 
g. Lo stesso si può dire dello scivolamento del gas, con la parete 
spostata di una distanza È. È ovvio che con queste sostituzioni nelle 
soluzioni dei problemi idrodinamici si devono conservare i soli ter- 
mini del primo ordine in g o in È. Poiché gli sbalzi della temperatu- 
ra o della velocità sono equivalenti allo spostamento delle frontiere 
a distanze dell’ordine di grandezza di l, le correzioni causate da ciò 
nelle soluzioni dei problemi hanno ordine di grandezza pari a 20/0x ~ 
~ L/L, ossia sono del primo ordine rispetto a //L. 

Accanto alle correzioni alle condizioni al contorno, si verificano: 
altri effetti dello stesso ordine rispetto a l/L, che in numerosi casi 
sono più importanti, poiché compaiono alcuni fenomeni qualitativa- 
mente nuovi. : 

Uno di essi consiste nella comparsa di un moto del gas in prossi- 
mità di una superficie solida riscaldata non uniformemente, ossia 
il cosiddetto scivolamento termico. In un certo senso questo effetto è 
analogo alla termodiffusione in una miscela di gas. Così come in 
presenza di un gradiente della temperatura in una miscela gassosa, 
gli urti delle molecole con quelle del gas « estraneo » implicano la 
comparsa di un flusso di particelle, nel caso in esame il flusso è do- 
vuto agli urti contro la parete riscaldata non uniformemente delle 
molecole di uno strato stretto (di spessore ~ l) di gas nell’intorno 
della superficie. 

Indichiamo con V, la velocità tangenziale acquistata dal gas nei 
pressi della parete, in seguito allo scivolamento termico, e con VT 
la componente tangenziale del gradiente della temperatura. In 
prima approssimazione si può affermare che V, è proporzionale a 
ViT, cioè che per una superficie isotropa 

Vi = uViT. (14,12) 
Il coefficiente u deve essere proporzionale alla lunghezza del cammi- 


no (essendo legato alle particelle in uno strato di gas di questo spes- 
sore). Allora, da considerazioni dimensionali, risulta chiaro che 
p l/mv. Esprimendo la lunghezza del cammino in funzione della 
sezione d'urto e della densità del gas abbiamo l ~ 1/No ~ T/oP e 


1 T 
isiy i. (14,13) 


TEORIA CINETICA DEI GAS 73 


Il segno del coefficiente u non è definibile dalle condizioni termodi- 
namiche e secondo i dati sperimentali si ha, di regola, u >Q. 

Infine, un altro effetto del primo ordine consiste nella comparsa 
in un gas in moto di un flusso di calore superficiale complementare 
(cioè concentrato in uno strato di spessore ~} vicino alla parete) 
asup, che è proporzionale al gradiente normale della velocità tan- 
genziale, cioè 


’ CAZ 
Asup = P o (14,14) 


(questo flusso ha dimensione erg/ecm -s). 
I coefficienti u e @ sono mutuamente legati da una relazione che 
deriva dal principio di Onsager. Per dedurre questa relazione consi- 


deriamo la parte « superficiale » della crescita di entropia, Ssup» 
legata al moto del gas vicino alla parete (e riferita all'unità di su- 
perficie della parete). Questo incremento è composto di due parti. 
In primo luogo, la presenza del flusso di calore qup dà alla derivata 


di Ssup il contributo 
—T°qgupVT 


(si veda l’espressione analoga per l'aumento dell’entropia legato al 
flusso termico di volume: VI, $ 49; IX, $ 88). In secondo luogo, 
sulla parete su cui scorre il gas agisce una forza d'attrito uguale a 
—n9V./òn (riferita all'unità d'area). L'energia dissipata nell'unità 
di tempo è uguale al lavoro eseguito da questa forza 
ôV 
_n Ta Vi, 


e divisa per T dà il contributo corrispondente all'aumento di entro- 
pia. Quindi, 
ôV: 


A (14,15) 


A 1 , 1 
Ssup = — Fr Asup VT — T nV: 


Consideriamo ora al posto delle grandezze X a» Che figurano nella 
formulazione generale del principio di Onsager ($ 9), i vettori 


1 1 ôv. 
Xi=Fr Vil, Xx>x=F-. 


Allora dal confronto fra la (14,15) e l’espressione generale (9,3) risulta 
che i vettori 


; è 
Xi = sup X = nVil 


saranno le grandezze La corrispondenti. Le relazioni (14,12) e (14,14) 
fungono da «equazioni del moto » (9,1); riscrivendole nella forma 


xı = TqX, x: = nuT%X, 


è 


3 
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otteniamo la relazione cercata 
g= Tnu (14,16) 
(L. Waldmann, 1967). 


PROBLEMI 


1. Due recipienti contenenti gas a temperature diverse 7; e 7, sono con- 
giunti da un tubo lungo. In seguito allo scivolamento termico si stabilisce una 
differenza di pressione tra i gas in ambedue i recipienti (effetto termomeccanico). 
Determinare questa differenza. 

Soluzione, La condizione al contorno sulla superficie del tubo, per un moto 
di Poiseuille, sotto l’influsso dei gradienti della pressione e della temperatura 
e tenendo conto dello scivolamento termico è v = u d7/dr per r = R (R èil 
raggio del tubo e l’asse x è preso lungo la sua lunghezza). Nel modo ordinario 
Gi veda VI, § 17) troviamo la distribuzione delle velocità rispetto alla sezione 

el tubo 
1 dP dT 
(ii a ii 2_-_ 2 rss 
VET da (R—r?)+p dz * 


La quantità (massa) del gas passante attraverso la sezione del tubo nell'unità 
di tempo è 


n pxR? dP a dT 
Q=- 8) dz alia dx (1) 


p è la densità del gas). In equilibrio meccanico Q = 0 da cui 
aP _ 8nu dT 
de R? dr’ 
Integrando lungo tutta la lunghezza del tubo troviamo la differenza di pressioni 


8 
P,— P=- (Ta T) 
(per differenze 7, — 7, non troppo grandi si possono supporre costanti i coef- 
ficienti n e p). La stima dell'ordine di grandezza dell'effetto (mediante le for- 
mule (14,13) e (8,11)) dà 
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PROT: 
La distribuzione delle velocità sulla sezione del tubo per Q = 0 ha la forma 


2r? dT 
v=. (Fi) 


In prossimità delle pareti il gas si muove nella direzione del gradiente della 
ali sia (v > 0), e in prossimità dell'asse del tubo in direzione opposta 
v <0). 

2. Due tubi (di lunghezza L) di raggi diversi (Rı < R) sono congiunti 
agli estremi, dove le temperature sono diverse (T, > 71; la differenza 7, — Tı 
è piccola). In seguito allo scivolamento termico si stabilisce un moto circolare 
si gas nei tubi; determinare il passaggio totale di gas attraverso la sezione 

i tubi. i 
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Soluzione. Dividendo per R* la relazione (1) del problema 4 e integrando 
lungo il contorno chiuso formato dai due tubi, troviamo 


Oui RèR3 
Q= F (TT) (RI-R) pae. 


Il moto segue la direzione indicata nella fig. 2. 
3. Determinare la forza F agente su una sfera (di raggio R) immersa in 
un gas in cui si mantiene costante il gradiente della temperatura VT = A, 
Soluzione, La distribuzione della temperatura all’interno 
della sfera è data dalla formula T; 


T uF 2w 


dove x, e x, sono i coefficienti di conducibilità termica Ma 2R, 
della sfera e del gas; r e @ le coordinate sferiche con origine 
nel centro della sfera e la direzione A come asse polare 
{si veda VI, $ 50, il problema 2). Di qui ricaviamo per il 
gradiente della temperatura lungo la superficie della sfera 


got = di A sen@ 
R_09 = x+2%, i A 
Il moto laminare del gas che si produce in seguito allo : 
scivolamento termico è definibile col solo vettore À. Perciò Fig. 2 


la soluzione corrispondente dell'equazione di Navier-Stokes 
si può cercare nella stessa forma del problema di una sfera immersa in un 
fluido (si veda VI, $ 20). 


A A 3n (An)— A 
v= —a ATTO ANTA, 


dove n = r/r (omettiamo in v la costante additiva in quanto deve essere v = 0 
per r + co). Le costanti a e è vanno determinate mediante le condizioni 


ôT 
ùr =0, Da="R 20 per r=R 
e valgono 
b ___ 3%Ryu 
=R SO aF a) 


La forza agente sulla sfera è 


DI ___ 12rmnuRx, £ 
F = 8na nA = + VT. 


Affinché gli effetti superficiali studiati nei problemi siano effettivamente piccoli 
rispetto a quelli di volume, la temperatura deve variare poco: nei problemi 1 e 2 
sul raggio del tubo, e nel problema 3 sul raggio della sfera. 

4. Due recipienti congiunti da un tubo lungo contengono un gas a una 
stessa temperatura e pressioni P, e P,. Determinare il flusso di calore tra i reci- 
pienti che accompagna il moto di Poiseuille (effetto meccanico-calorico). 

Soluzione, Secondo le formule (14,14) e (14,16) il flusso di calore lungo le 
pareti del tubo è 


r , dV 
g = 20 Rqsup = 2A RT yu PTA 


i ki Stj 
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D'altra parte, dalla condizione di equilibrio meccanico di un fluido per il moto 
stazionario abbiamo 


orrn = nre SP napo Parti, 


Di qui otteniamo infine 
g = nR?Ty (Pa — P;)/L. 


$ 15. Fenomeni in gas fortemente rarefatti 


I fenomeni considerati al paragrafo precedente non rappresenta- 
no altro che effetti correttivi legati alle potenze di ordine superiore 
del rapporto tra lunghezza del cammino libero / e dimensioni carat- 
teristiche del problema L; prima, questo rapporto è stato supposto 
piccolo. Se, invece, il gas è così rarefatto (o se le dimensioni L sono 
talmente piccole) che U/L > 1, allora le equazioni idrodinamiche 
diventano completamente inapplicabili anche con condizioni al con- 
torno corrette. 

Nel caso generale di un rapporto arbitrario 2/L sì deve risolvere, 
in via di principio, l'equazione cinetica con determinate condizioni. 
al contorno sulle superfici solide a contatto con il gas. Queste condi- | 
zioni sono definite dall'interazione delle molecole del gas con la 
superficie e legano la funzione di distribuzione delle particelle inci- 
denti con la funzione di distribuzione delle particelle che lasciano 
la superficie. Se questa interazione si riduce alla diffusione delle 
molecole (senza una loro trasformazione chimica, ionizzazione o as- 
sorbimento da parte della superficie), allora essa è descritta dalla 
probabilità w (1°, T) dI’ che una molecola con valore assegnato r 
dopo l'urto con la superficie sia riflessa da essa in un intervallo 
dI’; la funzione w è normalizzata dalla condizione 


f w(1°, T)ar" =1. (15,1) 


La condizione al contorno per la funzione di distribuzione f (T) si 
scrive per mezzo di w nella forma 


w(I', T)nvf (T)ar = —nv' f (T°) per nv’ >0. (15,2) 


nv<0 


L'integrale a primo membro (moltiplicato per di’) rappresenta il 
numero di molecole incidenti su 1 cm? di superficie in un secondo, 
che per diffusione si vengono a trovare nell'intervallo dT’; l’integra- 
zione è estesa alla regione di valori T corrispondente alle molecole 
che si muovono verso la superficie (n è il versore della normale ester- 
na alla superficie del corpo). L'espressione a secondo membro della 
condizione (15,2) è il numero di molecole che lasciano la superficie 
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(dalla stessa area e nello stesso tempo); i valori di I” in ambedue i 
membri dell'uguaglianza devono corrispondere alle molecole che si 
muovono nella direzione proveniente dalla superficie. 

In equilibrio, quando la temperatura del gas coincide con quella 
del corpo, la funzione di distribuzione delle particelle, sia incidenti 
che riflesse, deve essere quella di Boltzmann. Ne consegue che la 
funzione w deve verificare identicamente l’uguaglianza 


w (1°, T) nve -€/T1 d] = —nv'e-8/T1, (15,3) 
nv<0 


che si ottiene dalla sostituzione nella (15,2) di f (T) = costante x 
x exp (—e/7;), dove T, è la temperatura del corpo. 

Nell'impostazione generale descritta la soluzione del problema 
del moto di un gas fortemente rarefatto è molto complicata. Tuttavia 
il problema può essere impostato in modo più semplice per i casi li- 
mite di un gas così fortemente rarefatto che il rapporto U/L > 1. 

Una grande categoria di questi problemi è legata a situazioni in 
cui una massa notevole di gas occupa un volume, le cui dimensioni 
sono grandi sia rispetto alle dimensioni L dei solidi immersi nel 
gas sia rispetto alla lunghezza l del cammino libero. Allora gli urti 
delle molecole contro la superficie dei corpi sono relativamente rari 
ed inessenziali rispetto agli urti reciproci tra le molecole stesse. Se 
il gas di per sé si trova in equilibrio a una certa temperatura 7,, allora 
in queste condizioni si può supporre che l’equilibrio non sia violato 
da un corpo immerso. In questo caso tra il gas e il corpo possono 
esistere differenze di temperature arbitrarie. Lo stesso si riferisce 
alle velocità del moto macroscopico. 

Supponiamo che t = T, — 7, sia la differenza tra la temperatura 
del gas e la temperatura di una piccola porzione df della superficie 
del corpo, e che V sia la velocità del gas rispetto al corpo. Per t e V 
non nulle vediamo che, in primo luogo, compare uno scambio di 
calore tra il gas e il corpo e che, in secondo luogo, sul corpo agisce 
una forza da parte del gas. Indichiamo con g la densità del flusso dis- 
sipativo di calore dal gas al corpo e con F — Pn, dove n è la normale 
esterna, la forza agente in ogni punto della superficie del corpo (rife- 
rita all'unità d’area). Qui il secondo termine è la pressione ordinaria 
del gas e F la forza complementare da definire, legata a t e V. Le 
grandezze q e F sono funzioni di t e V che si annullano con i loro ar- 
gomenti. 

Se t e V sono sufficientemente piccole (la prima rispetto alle 
temperature stesse del gas e del corpo, la seconda rispetto alla velo- 
cità termica delle molecole del gas), allora si possono sviluppare q e F 
in serie di potenze di te V limitandosi ai termini lineari. Indichia- 
mo con F, e V, le componenti di F e V lungo la normale n, e con 
F;, V, le loro componenti tangenziali; queste ultime sono vettori con 
due componenti indipendenti. Allora i suddetti sviluppi avranno la 
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forma 
q = æt + fV,, Fn = yt + Vn, F; = 0V; (15,4) 


dove e, B, y, 8, 0 sono costanti (più precisamente, funzioni della 
temperatura e della pressione) che caratterizzano il gas e la sostanza 
del solido. Le grandezze « scalari » q e 7, non possono contenere, 
per ragioni di simmetria, termini lineari nel vettore V,. Per la stessa 
ragione nello sviluppo del vettore F; non esistono termini lineari 
negli «scalari» t e Vp 

Le grandezze a, ô, 8 sono positive. Così, se la temperatura del 
gas è superiore a quella del corpo (t >0), il calore passerà dal gas 
al corpo, vale a dire che la parte corrispondente del flusso g sarà po- 
sitiva; perciò a >0. Inoltre, le forze Fa, F; agenti sul corpo e condi- 
zionate dal moto del gas rispetto al corpo devono essere dirette nella 
stessa direzione di V, e V;; perciò deve essere ô >0e 8 >Q0. Quanto 
ai coefficienti f e y, il loro segno non deriva da considerazioni termo- 
dinamiche generali (benché, probabilmente, essi siano come regola 
positivi). Tra questi coefficienti si verifica una semplice relazione, 
conseguenza del principio di simmetria dei coefficienti cinetici. 

Per dedurre questa relazione calcoliamo la derivata temporale 
dell’entropia totale di tutto il sistema, formato dal gas e dal corpo 
immerso in esso. Nell’unità di tempo il corpo riceve dal gas una 
quantità di calore q df attraverso ogni elemento di superficie df. 
In questo caso l’entropia del corpo S, ha un incremento 

Si = $ Fd 
dove l'integrazione è estesa a tutta la superficie del corpo. 

Per calcolare l'incremento di entropia del gas consideriamo un 
sistema di coordinate in cui il gas sia a riposo (nel luogo in cui si 
trova il corpo); in questo sistema la velocità di ogni punto della 
superficie del corpo è —V. Per la dimostrazione della relazione cer- 
cata supponiamo che la forma del corpo possa variare durante il suo 
moto; allora le velocità V dei diversi punti della sua superficie sa- 
ranno grandezze variabili indipendenti qualsiasi. Secondo la rela- 
zione termodinamica dE = T dS — Pay la variazione dell’en- 
tropia del gas nell unità di tempo vale 


$, =- (È, + PI) 


(le grandezze con l'indice 2 si riferiscono al gas). La derivata E, 
è uguale, in virtù della conservazione dell'energia totale del siste- 
ma, alla variazione dell'energia del corpo con segno opposto. Que- 


x 


st'ultima è composta dalla quantità di calore da df e dal lavoro 


compiuto sul corpo, uguale a $ (—V) (F — Pn) df. Da qui rica- 
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viamo la variazione dell’energia del gas 
E, =$ (—q+ Fa Vn + FiVi— PV n) df. 


Quanto alla variazione del volume del gas, essa è uguale alla varia- 
zione del volume del corpo con segno cambiato, ossia 


T,=8 Va df. 
Otteniamo così la variazione dell’entropia del gas 
. 4 K 
S =- $(-9+PVn+F.V) df. 
Sommando le derivate di S}, S, e ponendo in seguito (per t piccole) 
Tı æ% T, = T, otteniamo infine la velocità di variazione dell’en- 


tropia totale del sistema 


S=f[petg ila 059 


Consideriamo al posto delle grandezze z,, 72, 23 £, nella formula 
generale che esprime il principio di Onsager ($ 9) rispettivamente qg, 
F, e le due componenti del vettore F, (in ogni dato punto della su- 
perficie del corpo). Per precisare il significato delle grandezze Xą 
confrontiamo la formula (15,5) con l’espressione generale per la 
velocità di variazione dell’entropia (9,3). Vediamo che come gran- 
dezze X,, Xə, Xs, X, fungono rispettivamente —1/7?, —V,/7 e le 
due componenti del vettore —V,/7 nello stesso punto. Quanto ai 
coefficienti cinetici (i coefficienti nelle relazioni (9,1)), essi sono 


Va = aT’, Yas = ÔT, Yas = Yu = OT, 
Via = PT, Ya = YT’. 
Dalla simmetria Y,g = Ya; deriva quindi la relazione cercata 
p= yT. (15,6) 


È da notare anche che dalla condizione di positività della forma 


quadratica (9,3) (5 >0) derivano le suddette disuguaglianze a, ĥ, 
0 >0 e in più la disuguaglianza 
Taò > fr. 


Il calcolo dei coefficienti nella (15,4) richiede di conoscere la legge 
di diffusione effettiva delle molecole del gas da parte della super- 
ficie del corpo, esprimibile con la funzione introdotta sopra w (I, T). 
A titolo di esempio otteniamo una formula che, in linea di principio, 
consente di calcolare la grandezza a. 
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La densità del flusso di energia dal gas al corpo è espressa dall’in- 
tegrale 


q= f (e—e') | va | w(T°, T) f (T) dl dT” (15,7) 


(esteso alla regione v < 0, vi >0); per ogni urto di una molecola 
contro la parete questa riceve l'energia e — £’. 

Trasformiamo questa espressione mediante il principio dell'e- 
quilibrio dettagliato, secondo il quale in stato di equilibrio il nu- 
mero di transizioni T + I” per diffusione delle molecole dalla pa- 
rete è uguale al numero} di transizioni T'T + TT. Ciò significa che 


(I'D) | va | exp (EFF) = 


j , _e' 
=w (17, r7) jv [exp (EF) (15,8) 
(in equilibrio la temperatura del gas coincide con quella della parete). 
Nella (15,7) effettuiamo il cambio di notazione delle variabili di 
integrazione I — I"T, I'+ IT. Calcolando la semisomma delle 
due espressioni così ottenute scriviamo 


a=4 {(e-e) eTa po (1", F) | vs] e= 
—w(I", 17) | vg | e-e/T2] dT dr. 


Infine, sostituendovi w (TT, I'T) dalla (15,8) e sviluppando in se- 
guito l'espressione integranda in potenze della piccola differenza 
t = T, — T, troviamo che g= at, dove 


1 r a , ju— T) + 
a = -57T f (e—e')? | val w (I', T) exp (==) dr aT 


(v <0, vz œ> 0) (15,9) 
(l'indice della temperatura 7, œ~ T, è omesso). 

La funzione di distribuzione delle molecole diffuse dalla parete 
dipende dalla loro interazione con la parete. Si dice che si ha un 
adattamento totale se le molecole riflesse da ogni elemento della 
superficie del corpo hanno (indipendentemente dal valore e dalla 
direzione della loro velocità prima dell'urto) la stessa distribuzione 
che avrebbero avuto le molecole in un fascio uscente da un piccolo 
foro nel recipiente con gas a temperatura uguale a quella del corpo. 
In altre parole, per adattamento totale il gas diffuso dalla parete 
entra in equilibrio termico con quest’ultima. Ha senso confrontare 
il valore dei coefficienti nella (15,4) con i valori per adattamento 
totale. In particolare, lo scambio di energia tra le molecole del gas 
e la parete solida è caratterizzato generalmente dal coefficiente di 
adattamento definito come rapporto @/œo (dove a, corrisponde 
all’adattamento totale). Nei casi reali l'adattamento totale, in ge- 
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nerale, è irrealizzabile e il coefficiente di adattamento è minore 
dell’unità. 

È facile vedere che il valore Œ è effettivamente il più grande 
possibile con le seguenti considerazioni. Esaminiamo l'entropia S 
nella (15,5) da un altro punto di vista: non come l'entropia totale 
del gas e del corpo assieme, bensì come l'entropia del corpo e sol- 
tanto delle molecole del gas che durante il tempo A? cadono sulla 
superficie del corpo. Per questo sistema la riflessione delle molecole 
con adattamento totale significa la transizione nello stato di equili- 
brio completo, in modo che l'entropia assume il valore massimo pos- 
sibile. Rispettivamente sarà la massima possibile anche la variazione 


dell’entropia, AS = SAt, che accompagna questa transizione !), In 
altre parole, per adattamento totale la forma quadratica (9,3) deve 
essere massima, qualunque siano i valori assegnati delle grandezze 
Xa (cioè di t, V,, Vi). Denotando con l'indice zero i valori corrispon- 
denti dei coefficienti Yap, scriviamo questa condizione nella forma 
pipe 4 Le viso, 


Di qui derivano le disuguaglianze 
Co >a, ôs >d, 0 >90, 
T (an — a) (8o — ô) > (Bo — fr. (15,10) 


Consideriamo la fuoriuscita di un gas fortemente rarefatto da un 
piccolo foro (di dimensioni lineari L). Nel caso limite 2/L > 1 questo 
processo acquista un carattere assai semplice. Le molecole abbando- 
neranno il recipiente indipendentemente l’una dall'altra, formando 
un fascio molecolare in cui ciascuna molecola si muove con la stessa 
velocità con la quale si è avvicinata al foro. Il numero di molecole 
uscenti in un secondo dal foro coincide con il numero di urti che le 
molecole del gas avrebbero avuto durante questo tempo con un'area 
uguale all'area s del foro. Il numero di urti riferito all’unità di su- 
perficie della parete è P (2nmT)-"2, dove P è la pressione del gas, 
m la massa della. molecola (si veda V, $ 39). Quindi, la quantità 
(massa) di gas uscente in un secondo è 


Q=spyf Dr. (15,14) 


Se due recipienti di gas sono congiunti da un foro, allora nel 
caso l < L, in equilibrio meccanico, le pressioni P, e P, dei gas in 
entrambi i recipienti saranno le stesse, a prescindere dai valori delle 


1) In queste considerazioni è importante che il corpo (che serve da « reci- 
piente termico ») possa essere supposto in stato di equilibrio durante tutto il 
rocesso e che l'entropia del gas perfetto dipenda soltanto dalla legge di distri- 
uzione delle sue molecole, ma non dalla legge della loro interazione reciproca. 
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loro temperature 7, e 7,. Se, invece, l > L, allora l'uguaglianza dei 
numeri di molecole, che passano attraverso il foro da un recipiente 
all’altro nei due sensi, costituirà la condizione di equilibrio mecca- 
nico. Secondo la formula (15,11) ciò conduce all’uguaglianza 


pos. (45,12) 
VI. VT: 

Quindi, le pressioni dei gas rarefatti nei due recipienti comuni- 
canti saranno diverse e, inoltre, staranno luna all'altra come le ra- 
dici delle temperature (effetto Knudsen). 

Finora abbiamo trattato dei fenomeni che si verificano in una 
massa notevole di gas fortemente rarefatto che di per sé si trova in 
equilibrio. Soffermiamoci brevemente sui fenomeni di altro carattere, 
in cui il gas stesso non si trova più in equilibrio. Tale è, ad esempio, 
la trasmissione di calore tra due lamine solide riscaldate a tempera- 
ture diverse e immerse in un gas rarefatto, quando la distanza tra 
queste lamine è piccola rispetto alla lunghezza del cammino libero.. 
Le molecole che si muovono nello spazio tra le lamine praticamente 
non si urtano l'una con l’altra e, riflesse da una lamina, si muovono 
liberamente fino ad urtare l’altra lamina. Per diffusione da parte 
della lamina più calda le molecole ricevono una certa energia e in 
seguito, urtando contro la lamina meno calda, le trasmettono parte 
della loro energia. In questo caso il meccanismo di trasmissione del 
calore differisce sostanzialmente da quello dell’ordinaria conduzione 
di calore in un gas non rarefatto. Lo si può caratterizzare con il 
coefficiente di trasmissione termica x definito in modo tale (in ana- 
logia con il coefficiente ordinario di conducibilità termica) che si 
abbia 


q= Shi , (15,13) 
dove g è la quantità di calore trasmesso (riferita all'unità di super- 
ficie delle lamine nell’unità di tempo), 7, e 7, le temperature delle 
lamine e L la distanza che le separa. Il coefficiente x si può valutare 
come ordine di grandezza con la formula (7,10). Poiché al posto degli 
urti tra le molecole, ora abbiamo a che fare con gli urti diretti con 
le lamine, alla lunghezza del cammino libero l si deve sostituire la 
distanza L tra le lamine. Abbiamo così 


bi: (45,14) 

V mT 
Il coefficiente di trasmissione termica in un gas fortemente rarefatto 
è proporzionale alla pressione, contrariamente alla conducibilità 
termica di un gas non rarefatto, indipendente dalla pressione. Sotto- 
lineiamo, tuttavia, che ora x non è più caratteristica del solo gas: 
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dipende anche dalle condizioni concrete del problema (dalla distan- 
za L tra le lamine). 

Un fenomeno analogo è rappresentato dalla « viscosità » di un 
gas fortemente rarefatto, che si manifesta, ad esempio, per il moto 
celativo di due lamine immerse (dove di nuovo L «& l). Il coeffi- 
riente di viscosità n si deve definire ora in modo tale che si abbia 


dove F è la forza d'attrito agente sulla lamina in moto (riferita 
all'unità di superficie), e V la velocità di una lamina rispetto all'al- 
tra. Scrivendo nella (8,11) la distanza L al posto della lunghezza del 
cammino libero l, otteniamo 


ne miNL ~ LPY Z, (15,16) 


vale a dire che la viscosità di un gas rarefatto è anch'essa propor- 
zionale alla pressione. 


PROBLEMI 


4. All’istante iniziale t = 0 un gas occupa il semispazio z < 0. Trascurando 
gli urti definire la distribuzione di densità negli istanti successivi. 
Soluzione. Trascurando gli urti l'equazione cinetica si riduce a 


la cui soluzione generale è f = f (r — vt, v). Tenendo conto della condizione 
iniziale posta, in questo caso abbiamo 


f = fo (v) per v > alt, f=0 per vy < zit, 
dove fo è la distribuzione di Maxwell. La densità del gas è 


œ oo 


N (t, 2)= f f f fo (0) m? dvx doy dv:= 32 [1—0 ($ VE]. 


— 0 x/t 
dove 


È 
2 -y2 
D ($) = — = v dy, 
(€) vel y 


e N, la densità iniziale. Poiché abbiamo trascurato gli urti, le formule sono 
valide di fatto soltanto nella regione | z| « l. 

2. Determinare la forza agente su una pallina di raggio che si muove con 
velocità V in un gas rarefatto. 

Soluzione. La forza totale di resistenza al moto della pallina vale 

Fa -4 VR? (8420). 

3. Determinare la velocità, con cui si muoverà in un gas rarefatto un disco 

piano senza peso, i cui lati sono riscaldati alle temperature Ti e Ta 
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. Soluzione. La velocità V del disco (nella direzione perpendicolare al suo 
piano) sarà definita dalla condizione di uguaglianza a zero della somma delle 
forze agenti sui suoi due lati. Il disco si muoverà con il lato meno caldo posto 


avanti (si suppone 7, > 71) a velocità 
? 
v=% (Ta— T). 


4. Calcolare il valore ay del coefficiente a nel caso di adattamento totale. 
Soluzione. La quantità di energia apportata nell'unità di tempo dalle 


molecole che urtano con l’unità di superficie del corpo è f f30,8 dT, dove f, è la 


funzione di distribuzione di Boltzmann con la temperatura del gas T, (e è 
l'energia di una molecola e l’asse x è perpendicolare alla superficie del corpo). 
La quantità di energia portata via dalle stesse molecole si ricava da qui (per 
addattamento totale) con la semplice sostituzione della temperatura Ta con la 
temperatura 7. Il flusso di calore è 


J= | Ga— fn) eva dT 


(si integra rispetto a vy nei limiti da 0 a co). Scriviamo l'energia di una molecola 
nella forma e = &nt + mo?/2, dove eint è l'energia interna. Il calcolo fornisce 


il seguente valore per ciascuno degli integrali: 
2 => T «1 
i Jeva dl =v (Emt +27)=v (+5) =T (co + z) , 


dove € = c,7 è l'energia media della molecola e v = PIV 25m il numero di 
molecole che urtano in un secondo con 1 cm? di superficie. Il calore q è uguale 
alla differenza di energie delle molecole che arrivano e che vanno in numero 
uguale, vale a dire per v uguale. Come risultato per il coefficiente nella relazione 
g = a (Ta — T,) troviamo il valore 


w= T (co +3) 


(la differenza 7 — T, è supposta piccola in modo che poniamo Tı % T, = T). 
5. Risolvere il problema 4 per i coefficienti $ e y. 
Soluzione. La componente normale della quantità di moto portata dalle 
molecole che urtano in un secondo con 1 cm? di superficie è uguale alla metà 
della pressione del gas. Esprimendo la pressione in funzione di v abbiamo 


P / amT 

rA 

Calcolando la differenza tra i valori di questa grandezza per le temperature 
Tı, T, e per lo stesso v, otteniamo la forza supplementare F, dovuta alla diffe- 
renza di temperature. Supponendo 7, — Tı piccola troviamo che 


Vo = P/4T. 


Per il coefficiente B abbiamo secondo la (15,6) Bo = P/4. 

6. Risolvere il problema 4 per i coefficienti è e 0. 

Soluzione. Consideriamo un sistema di coordinate in cui il corpo è a riposo 
e il gas si muove con velocità V; l’asse x è diretto lungo la normale alla super- 
ficie del corpo e il piano zy è scelto in modo tale che V si trovi in esso. La fun- 


zione di distribuzione in questo sistema è 


' f= costante -exp (= Eint = T [we Ya) + Uy — Yy)? +22)} - 
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Per quanto riguarda le molecole riflesse, per adattamento totale esse hanno 


funzione di distribuzione con V = 0; T è supposto nullo. L 
Per calcolare la forza tangente F, poniamo Vy = 0. La componente totale y 
della quantità di moto portata dalle molecole incidenti sulla superficie è ` 


| mvyvyf dl = mV, f vyj dal = mV yv 


(si integra ovunque rispetto a Vy nei limiti da 0 a co). La componente y portatà 
da queste molecole scompare. Quindi, Fy = mvV, in modo che : 


m 
O,=vm=P VI . 


Supponiamo ora che V, 0 e V} = 0. Abbiamo, a meno dei termini 
del primo ordine in Vy 


mv 
=f Vs- fo 
dove fọ è la funzione di distribuzione con V = 0. Il numero di molecole che 
urtano in un secondo con 4 cm? di superficie è 
P PV 
v= f fox dl = 7=++. 


V 2amT 


La componente z della quantità di moto portata da queste molecole vale 


f mvif dr =+ PY; vi ; 
Le molecole riflesse dalla parete hanno funzione di distribuzione con V, = 0 
normalizzata in modo tale che l'integrale \ fu, dI sia uguale al numero v 
di molecole incidenti definito sopra. La componente z della quantità di moto 
trasportata via da queste molecole è uguale a 
vat LV r 
La forza normale aggiunta alla pressione è Fy = doV,, dove 


I 


+) 44 


. 7. Supponendo che si abbia adattamento totale, determinare la temperatura 
di una lamina che si muove con velocità V in un gas rarefatto nel suo piano, 
Soluzione. Agendo come nel problema 4, otteniamo per l’energia apportata 

Ta , mV? 
v (cot, + + 7 ) A 


e per l'energia portata via 


= Ver (24 


4 
vTi ( Co + 3) + 
Uguagliando questi flussi abbiamo 
mV? 
de = an FT 


8. Determinare la quantità di gas che passa nell’unità di tempo attraverso 
la sezione trasversale di un tubo cilindrico (di raggio R) sotto l'influsso del 
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penent della pressione e della temperatura. Il gas è talmente rarefatto che 
a lunghezza del cammino libero l > R 1). Per urti delle molecole contro le 
pareti si ha adattamento totale. 

Soluzione. La distribuzione delle molecole rispetto alle velocità per rifles- 
sione da parte della parete, nel caso di adattamento totale, ha la forma v,f dp, 
dove f è la funzione di distribuzione di Maxwell e l’asse z è perpendicolare alla 
superficie. Indicando con ® l'angolo tra le velocità delle molecole e l’asse z, 
troviamo che la distribuzione delle molecole riflesse rispetto alla direzione del 
loro moto (indipendentemente dal valore assoluto della velocità) ha la forma 


v 
— cos ddo 
I 


(questa funzione è normalizzata in modo tale che il suo integrale sugli angoli 
solidi da un lato del piano sia uguale a v). 

Facciamo coincidere l’asse z con l’asse del tubo e prendiamo l'origine delle 
coordinate nella sezione in esame. Attraverso questa sezione passano le molecole 
dopo la riflessione sui diversi tratti del tubo. Tra le molecole diffuse da un ele- 
mento df di superficie della parete a una distanza z, passeranno attraverso la 
sezione considerata quelle riflesse lungo le direzioni, che si trovano all’interno 
dell’angolo solido sotto il quale si vede questa sezione dal punto considerato 


sulla superficie del tubo, ossia df*v | cos ® do/z molecole (l'integrazione è 


estesa al detto intervallo di angoli). 

evidente che questo integrale ha un medesimo valore per tutti i punti 
che si trovano alla stessa distanza z dalla sezione in esame. Perciò il numero 
totale di molecole passanti (in un secondo) attraverso questa sezione si ottiene 
sostituendo df con l'elemento anulare di superficie 2 dz ed estendendo l’in- 
tegrazione a tutta la lunghezza del tubo; moltiplicando ancora per la massa m 
ne molecola otteniamo il passaggio di massa di gas attraverso la sezione del 
ubo, cioè 


Q=2mR f v (f cos ® do) dz. 


Essendo funzione della pressione e della temperatura il numero v varia lungo 
il tubo. Se i gradienti della pressione e della temperatura per tutta la lunghezza 
non sono troppo grandi, si può scrivere 


v(2)=v(0)+z cia 


z=0 ` 
L’integrale con v (0) evidentemente si annulla in modo che 


» 
dz |= 


Per eseguire l’integrazione introduciamo nel piano della sezione del tubo 
in esame le coordinate r e pọ, dove r è la distanza del punto variabile A’ da un 
certo punto O sulla circonferenza della sezione e ọ l’angolo tra il segmento OA’ 
e il raggio della sezione (fig. 3). Una molecola riflessa dalla parete nel punto A 
(giacente sulla stessa generatrice del punto 0) e che passa in seguito per il punto 
A' deve avere la velocità sotto un angolo ®, con la normale alla superficie del 
tubo nel punto A, per il quale sia 


Q=2nR 


A | f 2008 8 do az, 


rcos g 
VF 


1) Il flusso di gas a queste condizioni si chiama flusso molecolare libero. 


cos d= 
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L'elemento di angolo solido si può scrivere nella forma - 
r dr de z 
PIRO yafaa 
(proiettiamo l’area r dr dọ sul piano perpendicolare alla retta AA’ e dividiamo 


per il quadrato della lunghezza di questo segmento). L'integrazione estesa alla 
regione 


do= 


—a/2 < S 7/2, 0<zr<2Rcosg, —œ K3 
dà 
__ 81R3 dv 
~ 3 dz ° 
Infine, sostituendo v = P/V/ 2amT otteniamo 
4nR3 „— Py Pi 
Q= y 2nm ( ni = ) ’ 
31 VT, VT 


dove tra parentesi c’è la differenza dei valori della grandezza PIV T sulla lun- 
ghezza L del tubo (la sostituzione della deri- z 


— _ 


vata con la differenza è possibile per la co- 
stanza di Q, e quindi, anche di questa deri- “et 
vata lungo il tubo). / 
9. Nell’ipotesi di adattamento totale I \ 

trovare la forza d'attrito tra due piani solidi Í A'| 
(distanti L < 1) che si muovono l'uno rela- | Ay 
tivamente all’altro con velocità V; i piani \ -7 
hanno le temperature 7, e 7». \| la 27 yl / 

: Soluzione. Supponiamo che il piano / V ry 
{a temperatura T,) sia a riposo e il piano 2 A 0 
si muova con velocità V lungo l’asse z; l’asse i 
y è diretto dal primo piano al secondo. Le Fig. 3 
molecole con velocità vy > 0 e vy < 0 sono 


riflesse dai piani Z e 2, rispettivamente; per adattamento totale le loro 
funzioni di distribuzione sono 


ia 2N; A mv? 0 

= amt A OP (- 2T, ) per vy >h 
__ 2N m (v— V)? 

Í= iam P OP (- 2T, ) per yi 


dove N, e N, sono le rispettive densità del numero di particelle; la densità 
totale è N = N, + N,. La condizione di assenza di flusso totale nella direzione 
dell’asse y dà 


NyVT=N VT}. 
Su ciascuno dei piani agiscono la` pressione P = NT, + N37; e la forza d’attri- 
to (riferita all'unità d'area) 


2mT 2m (TT)? 
F= — Fj=mV | vyf dp=VN V 2 any PA, 
oy>o a e 
Se T, = T, = 7, allora 


r= -r=ve V Er 
in accordo con le formule (15,15) e (45,16). 
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10. Supponendo l'adattamento totale definire il coefficiente di trasmissione 
termica x tra due lamine a temperature T, e T, vicine. 

Soluzione. Per adattamento totale le molecole incidenti sulla lamina 7 
hanno distribuzione uniforme con temperatura 7,. Perciò il flusso di energia 
dalla lamina / alla lamina 2 è g = qo (Ta — 7). Prendendo @o dal problema 4 
e definendo x mediante la (15,13), otteniamo 


. PL 4 
K= Qol = ——— (c _ 
“i Vv 291mT et z) 


in accordo con la stima (15,14). 

11. Determinare la densità del gas sull'asse dietro un disco circolare di 
raggio R < ! che si muove in un gas con velocità —V, grande rispetto alla velo- 
cità termica media degli atomi vr. 

Soluzione. Per V > vr le particelle riflesse dalla superficie posteriore del 
disco sono inessenziali (tranne una regione ristretta vicino a questa superfici e; 
si veda più avanti). Il fatto è che il disco « ombreggia » il flusso incidente. 


——— 
-_ 
R xx 


cris 2 
Y 


Fig. 4 


In un sistema di coordinate in cui il disco è a riposo (e il gas si muove con la 
velocità V), in assenza del disco la funzione di distribuzione sarebbe uguale a 


R N P m (v — V)? 
h= pa e -r 


In presenza del disco la densità del numero di particelle sull'asse z (fig. 4) è 
œ I 
M(2)=2n f { fo (V) p? sen Ò dd dp, 
do 


dove & è l'angolo tra v e l’asse z e ®, l'angolo sotto il quale si vede il raggio 
del disco dal punto di osservazione sull'asse z (tg do, = R/z; le particelle con 
è < Da sono « ombreggiate »). Tenendo conto della condizione V > vr l’integra- 
zione dà 


00 


5 No m_\1/2 che, sia 2 2 2 = 
N(a)= (=F) {exp {- 57 [W—V cos ®,)? 4- V2 sen: 801} vdv 
0 


mV2 z mV? R? 
x No cos B exp {pp sen? 0o)= Mio a È F S 


dove Nọ è la densità del gas lontano dal disco. L'integrazione rispetto a dp 
è eseguita nell’ipotesi che cos ®, > vr/V (si può mostrare che questa stessa 
disuguaglianza esprime la possibilità di trascurare le particelle riflesse dalla 
parete posteriore). 
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$ 16. Deduzione dinamica dell’equazione cinetica 


Sebbene la deduzione dell'equazione cinetica data al $ 3 sia 
soddisfacente dal punto di vista fisico, presenta notevole interesse 
un metodo che consente di ottenere analiticamente questa equazione 
dall’apparato matematico della teoria, cioè dalle equazioni del moto 
delle particelle di gas; questa deduzione è stata fatta da N. N. Bo- 
goljubov (1946). L'importanza di questo metodo consiste anche nel 
fatto che esso fornisce un procedimento regolare che permette, in 
linea teorica, di ottenere non soltanto l'equazione di Boltzmann ma 
anche le correzioni ad essa, vale a dire i termini infinitesimi di or- 
dine superiore rispetto al « parametro di gassosità », cioè rispetto al 
rapporto (d/r)*, dove d indica le dimensioni molecolari (il raggio 
d'azione delle forze molecolari) e r è la distanza media tra le mole- 
cole. Diamo sotto la deduzione che si riferisce a un gas monoatomi- 
co nei limiti puramente classici, cioè per l’ipotesi che sia il moto 
libero, sia i processi d’urto tra le particelle del gas siano descritti 
dalla meccanica classica. 

Il punto di partenza del metodo è il teorema di Liouville per la 
funzione di distribuzione di un gas nel suo insieme come di un si- 
stema di ° particelle. Indichiamo questa funzione (nello spazio 
delle fasi a 64° dimensioni) con il simbolo pr) (tti; Ta a Ty) 
dove le tą esprimono l'insieme delle coordinate e delle componenti 
della quantità di moto dell’a-esima particella: ta = (ra, Pa). Questa 
funzione verrà supposta normalizzata a uno: 


fem e Tys c.c ty)du ... da =, dua=d3x pa. 


N 


La funzione di distribuzione « di una sola particella », che figura 


nell'equazione di Boltzmann, si ottiene integrando la funzione f( 4} 
rispetto a tutti i dta, ad eccezione di 


FO, = dv... dî fp (16,4) 
la funzione f è normalizzata anch’essa ad uno. Conserviamo invece 
la notazione f (senza indice) per la funzione di distribuzione norma- 
lizzata al numero totale di particelle: f = f {®. 

Ricordiamo (si veda V, $ 3) che il teorema di Liouville nasce 
come conseguenza dell’equazione di continuità nello spazio delle 
fasi, cui deve soddisfare la funzione di distribuzione di un sistema 
chiuso 


(HE ; : 
sl +% {OT} =0 (16,2) 


E i ei 
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Mediante le equazioni di Hamilton 


: ôH : ôH 
Ta = pa ’ Pa = _ dra (16,3) 
ricaviamo l uguaglianza 
(4°) (N) . (SV). (4) 
ôf ôf ôf seta, 
dt + 2i dra Tat Pa Pa} = dt =0, (16,4) 


dove Ta = V, è Pa sono supposti espressi in funzione di Tj, Tas... 
in accordo con le equazioni (16,3); l uguaglianza (16,4) costituisce- 
il contenuto del teorema di Liouville. 


Rappresentiamo l’hamiltoniana di un gas monoatomico nella 
forma 


Pa 
H= D+ D U(lrarol). (16,5) 
ASS bkas M 


Qui è supposto che non esista campo esterno e che l'interazione reci- 
proca tra le particelle del gas si riduca alla somma delle loro intera- 
zioni a due a due !). L'equazione (16,4) con questa hamiltoniana di- 
venta 


an) 
dt 


N 
(N°) (A) 
ôf óf dU 
+2 { dra Va — “pa 2 n }= 0, (16,6) 


dove Un, (a = b) indica U (| ra — rẹ I). 

Integriamo ora questa equazione rispetto a dt, ... dt y. In se- 
guito a questa integrazione fra tutti i termini sotto il segno di som- 
ma nella (16,6) resteranno soltanto quelli contenenti le derivate ri- 
spetto a p, o rı; gli integrali degli altri termini si trasformano in in- 
tegrali estesi a superfici indefinitamente lontane nello spazio delle 
quantità di moto o delle coordinate e si annullano. Otteniamo così 


GO, 1) 4 AOD O paf IU D l, T T) 
gog e en 


dove f) è la funzione di distribuzione di due particelle normalizzata 
a uno, cioè l'integrale 


F2 (i, Ta Ta) = | fi du... da r (16,8) 


1) L'ultima ipotesi ha carattere di modello. Sottolineiamo tuttavia che essa 
in generale non incide sul risultato della prima approssimazione (corrispondente 
all’equazione di Boltzmann); in questa approssimazione figurano unicamente 
gli urti tra le coppie di particelle cui le altre interazioni (non a coppie) non 
partecipano. 
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(il fattore .J° nella (16,7) tiene conto dei termini che differiscono 
soltanto per la notazione delle variabili di integrazione; a rigore, il 
numero di questi termini è 4° — 1, ma poiché la grandezza f° è 
molto grande, si ha SY —1 x N°). 

Analogamente, integrando la (16,6) rispetto a dt}... dr N° 
otteniamo l'equazione 
af afa df® U fD Uz fD 


— m _—————— "’"———— —@—@—@ù 


a Vi ar + va dry dr, dpi dr, dp, 
a af Uis | 09) Uas 

=I | dpi dr; © db dra | rs» (16,9) 

dove f(®) (t, Ti, ta, T3) è la funzione di distribuzione di tre particelle. 

Procedendo in questo modo otterremmo praticamente una catena 
illimitata (essendo f° molto grande!) di equazioni, ognuna delle 
quali esprime fl) in funzione di f("*). Tutte queste equazioni sono 
esatte, nel senso che per la loro deduzione non è stata avanzata nes- 
suna ipotesi legata alla rarefazione del gas. Ma per ottenere un si- 
stema chiuso di equazioni si deve interrompere in qualche punto 
questa catena, ricorrendo alla condizione di rarefazione del gas. 
In particolare, alla prima approssimazione del metodo corrisponde 
l'interruzione della catena già alla prima equazione (l'equazione 
(16,7) in cui la funzione di due particelle f® verrà espressa appros- 
simativamente mediante f®). Quest'ultima operazione si effettua 
tI conto della rarefazione del gas con l'ausilio dell'equazione 

,9). 

Ricorrendo a questa equazione mostriamo innanzitutto che l'in- 
tegrale al secondo membro è piccolo. Infatti, la funzione U (r) è 
sensibilmente diversa da zero soltanto nel raggio d'azione delle 
forze, cioè per r < d. Perciò in entrambe le parti dell’integrale 
nella (16,9) l'integrazione} rispetto alle coordinate è estesa di fatto 
alle sole regioni |r} — rr | < d o |r — r, | < d, cioè al volume 


~d?. Osservando anche che integrando su tutto il volume del gas 
TF ~ ST? si avrebbe f f® dis = f®, otteniamo la seguente stima: 


| 9/9) aU 
dpi dr 


ðU (r) df(2) d3 
drs ~-a am F 


Ne risulta che il secondo membro dell'equazione (16,9) è piccolo nel 
rapporto (d/r) rispetto ai termini contenenti 6U/@r a primo membro 
dell'equazione e perciò lo si può trascurare. L'insieme dei termini a 
primo membro dell'equazione rappresenta la derivata totale df‘/di, 
in cui r}, ra, Pi: Ps Sono considerati funzioni del tempo soddisfacen- 
ti le equazioni del moto (16,3) con l’hamiltoniana del problema dei 
due corpi 


H= +40 (rr) 
~ 2m! 2m dee 
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Abbiamo così 
eTO (t, t Ta) =0. (16,10) 


Finora tutte le trasformazioni delle equazioni hanno avuto Ca- 
rattere puramente meccanico. Per la deduzione dell'equazione cine- 
tica è necessario, ovviamente, avanzare anche un'ipotesi di carattere 
statistico. Essa può essere formulata affermando l'indipendenza 
statistica di ogni coppia di particelle collidenti (infatti questa ipote- 
si è stata sottintesa nella deduzione dell'equazione cinetica al $ 3, 
quando la probabilità d’urto è stata scritta nella forma (2,4) propor- 
zionale al prodotto ff). Nel metodo qui esposto tale affermazione 
serve come condizione iniziale per l'equazione differenziale (16,10). 
È proprio essa a portare l’asimmetria rispetto alle due direzioni del 
tempo, per cui dalle equazioni meccaniche invarianti per inversione 
del tempo, si ottiene un’equazione cinetica irreversibile. La corre- 
lazione tra le posizioni e Je quantità di moto delle particelle del gas 
nasce soltanto in seguito ai loro urti e si estende alle distanze ~d. 
Quindi, l'ipotesi sull’indipendenza statistica delle particelle colli- 
denti serve anche come fonte di restrizioni di principio per le distan- 
ze e gli intervalli di tempo ammissibili dall'equazione cinetica, di 
cui abbiamo già parlato al $ 3. 

Sia t un istante precedente all'urto, quando due particelle si 
trovano ancora lontane luna dall'altra (| r3o — r2 | > d, dove 
l'indice 0 distingue i valori delle grandezze in questo istante). L'in- 
dipendenza statistica delle particelle collidenti significa che all’i- 
stante tą la funzione di distribuzione delle due particelle si scinde nel 
prodotto delle due funzioni f{®. Perciò l'integrazione dell'equazione 
(16,10) da tọ a ż¿ dà 


J? (t, Ti Ta) = f® (to: Tao) J® (fos Tao) (16,14) 


Qui Tio = (Tio Pro) € T20 = (Fz0» P20) devono essere intesi come i va- 
lori delle coordinate e delle quantità di moto che devono avere le 
particelle all'istante tọ per ottenere all'istante ż i valori richiesti 
1, = (ri pi) € Ta = (T2; Pa); in questo senso Tio» Tzo Sono funzioni di 
Ti, t, e di £ — fo (inoltre, da # — ty dipendono soltanto Tio € F29, 
mentre Pio € Pz riferendosi a particelle che si muovono liberamente 
prima dell’urto sono indipendenti da t — to). 

Torniamo all’equazione (16,7), la futura equazione cinetica. 
Il suo primo membro ha già la forma richiesta; ci interesserà ora 
l'integrale al suo secondo membro, che in fin dei conti deve tra- 
sformarsi nell’integrale degli urti dell'equazione di Boltzmann. Por- 
tando in questo integrale f® dalla (16,11) e passando in ambedue i 
membri dell'equazione dalla funzione fl) a quella f = NO, scrivia- 
mo 

ðf (t, Tı) of (t, Ta) _ 
a t ôn St f, 
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dove 


Stf= (tf (to, Tao) (tor ta} dra. (16,12) 


Nell’integrale (16,12) è importante la sola regione | r, — r, | ~ d in 
cui si produce l'urto. Ma in questa regione si può trascurare (nella 
prima approssimazione considerata!) la dipendenza della funzione f 
dalle coordinate; questa funzione varia sensibilmente soltanto a 
distanze L (dimensioni caratteristiche del problema) superiori in 
ogni caso a d. Non cambieremo perciò la forma definitiva dell’inte- 
grale degli urti se considereremo il caso di omogeneità spaziale (per 
rendere più semplici i ragionamenti e la scrittura delle formule), 
supponendo cioè che la funzione f non dipenda in generale dalle 
coordinate. Notiamo subito che in questo caso nelle funzioni f (ty, Pio)» 
f (to» P20) Scompare anche la dipendenza esplicita dal tempo (attra- 
verso rio (t) e rao(t)). 

Trasformiamo l’espressione integranda nella (16,12) tenendo con- 
to del fatto che l’espressione tra parentesi graffe è un integrale del 
moto (come tale essa è comparsa nella (16,11); indipendentemente da 
ciò, è evidente che Pi € Pao, come valori delle quantità di moto all’i- 
stante fissato £,, sono già, per definizione, integrali del moto). Te- 
nendo anche conto della suindicata assenza in essi di una dipendenza 
esplicita dal tempo t, abbiamo 


d 
Fi! (fo Pio) f (for Pao) = 
ô d ôU ô ôU. d 
z (v: Fa +y dr de de roy Tn) f (tor Pio) F (to T 


Di qui esprimiamo la derivata rispetto a p, in funzione delle deri- 
vate rispetto a r}, rs, ps e sostituiamo nella (16,12). Il termine con 
la derivata 0/0p, scompare dopo la trasformazione in integrale di 
superficie nello spazio delle quantità di moto. Dopo di ciò otteniamo 


Stilt p= | vea U lo Pio) f (fo Pa} 2 dp, (16,14) 


dove si è introdotta la velocità relativa delle particelle vre = vi — 
— vg e si è tenuto conto che pjo e pao (e anche tutta l’espressione tra 
parentesi graffe) dipendono da r; e r, soltanto in funzione della diffe- 
renza r = r; — r}. Introducendo al posto di r = (z, y, z) le coordi- 
nate cilindriche z, p, p con l’asse z diretto lungo Yre}, osservando che 
Vre1ð/ðr = vre;d/0z e integrando rispetto a dz, riscriviamo l’espres- 


sione (16,14) nella forma 1) 
e 


St f(t, Pa) = ) {f (tor Pao) f (tor P20)}[_° vrep dod@-d*p,. (16,45) 


. I limiti z = + œ vanno intesi come distanze grandi rispetto a d, ma 
piccole rispetto alla lunghezza del cammino libero / (se i limiti fossero letteral- 
mente infiniti tutta l'espressione si annullerebbe, poiché f = 0 all’esterno del 
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Ricordiamo ora che pio € pso Sono gli impulsi iniziali (all'istante 
to) delle particelle, che all'istante finale ¿ hanno impulsi p, e pə. 
Se all'istante finale z = Z, — 23 = — œ, allora è chiaro che all'i- 
stante iniziale le particelle si sono trovate « ancora più lontane » 
T'una dall'altra, vale a dire che in generale non si è verificato alcun 
urto; in altre parole, in questo caso gli impulsi iniziali e finali coin- 
cidono: 


Pio = Pi Po = Pa PET z= — o. 


Se, invece, z = + œo, allora Pio € Peo fungono da quantità di moto 
iniziali per l’urto in seguito al quale le particelle acquistano le 
quantità di moto p, € px; introduciamo per questo caso le notazioni 


Pio = Pi (p) Pso = P (p) per z= + œ. 


Questi valori sono funzioni della coordinata p, che funge da para- 
metro prova degli urti. Quanto al prodotto 


p dp dọ = do 


esso rappresenta la sezione d’urto classica. 

Infine, resta da osservare che la dipendenza esplicita da #, delle 
funzioni f (te Pio) e f (fos Ps0) Si può sostituire nell’approssimazione 
considerata con la stessa dipendenza da t. Infatti, la validità dell’af- 
fermazione (16,11) richiede che sia soddisfatta la sola disuguaglianza 
t — tẹ > div: all'istante tọ la distanza tra le particelle deve essere 
grande rispetto al raggio d'azione delle forze d. Ma la differenza 
t — tẹ può essere presa tale che sia soddisfatta anche la condizione 
t — tr « liv, dove l è la lunghezza del cammino libero; il rapporto 
Lv, cioè il tempo del cammino libero, è proprio la grandezza Carat- 
teristica che determina i periodi della possibile variazione nel tempo 
della funzione di distribuzione. In questo caso la variazione della 
funzione di distribuzione durante il tempo t — tọ sarà relativamente 
piccola, così da poterla trascurare. i 

Dopo quanto detto sopra, otteniamo infine l’espressione per l’in- 
tegrale (16,15) 


St f (t, p)={{f (t, pi) f(t, pi) —f(t, pa) f(t Pa)} Vrei do dapo» 
(16,16) 


coincidente con l'integrale degli urti di Boltzmann (3,9). 
volume occupato dal gas). Questa situazione è dovuta al fatto che, passando 


“dalla (16,12) alla (16,14), è stata usata l'equazione (16,13) valida finché le 
particelle in esame non sono soggette a urti successivi. 
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$ 17. Equazione cinetica tenuto conto degli urti tripli 


Per trovare i primi termini correttivi all’equazione di Boltz- 
mann, bisogna tornare ai calcoli effettuati al $ 16, in cui sono state 
trascurate alcune grandezze ed elevare di un ordine la precisione 
dei calcoli (rispetto al parametro di gassosità). Ciò si riferisce soprat- 
tutto all’'equazione (16,9) in cui abbiamo omesso i termini contenenti 
la correlazione tripla f e, quindi, abbiamo escluso dall’analisi gli 
urti tripli tra gli atomi. Inoltre, trasformando l'integrale degli urti 
(16,12) nella forma finale (16,16) abbiamo trascurato la variazione 
della funzione di distribuzione a distanze —d e durante un tempo 
~d/v; in tal modo, gli urti doppi sono stati considerati come « loca- 
li », verificantisi cioè in un punto. Ora, dobbiamo tener conto di 
queste due fonti di correzioni, ossia gli urti tripli e la « non loca- 
lizzazione » degli urti a coppie. 

In prima approssimazione la catena di equazioni è stata inter- 
rotta alla seconda equazione che lega f(2) a f), In seconda appros- 
simazione bisogna arrivare alla terza equazione che lega f9 a f(@, 
dove i termini con f si possono omettere (così come abbiamo 
omesso nella (16,9) i termini con f‘®)). Dopo di che l'equazione 
diventa 


£ fo (t, Tis Ta t3)=0, (17,4) 


analoga all’'equazione precedente (16,10) per f®; le variabili q}, To, 
T nella (17,1) sono supposte variabili con il tempo secondo le equa- 
zioni del moto del problema dei tre corpi (come prima, l'interazione 
tra le particelle è supposta a coppie *)). Tenendo conto dell’indipen- 
denza statistica delle particelle prima dell’urto la soluzione dell'e- 
quazione (17,1) è 


f® (t, Tu ta, T3) = {P (tor Tao) F® (tos Tao) FP (tos Tao). (17,2) 


Le grandezze f e Tao(a = 4, 2, 3) hanno lo stesso significato che 
nella formula (16,14); tao = Tao (É, tos Tis Ta, T3) esprime i valori 
delle coordinate e delle quantità di moto che le particelle devono 
avere all'istante tọ per trovarsi all'istante £ nei punti considerati 
Tı Ta, Ta dello spazio delle fasi. L'unica differenza dalla formula 
(16, 14) è che ora tao = (Fao Pao) rappresentano i valori iniziali per 
le coordinate e le quantità di moto del problema dei tre (e non più 
dei due) corpi, che supporremo, in principio, risolto ?). 


1) Contrariamente alla prima approssimazione (si veda la nota a pag. 90), 
ora questa ipotesi limita un po’ la generalità dell'esame in quanto per urti 
tripli potrebbero verificarsi anche interazioni triple (cioè termini della forma 
U (rg — Tı, fs — rı) nell'hamiltoniana) che non si riducono a quelle a coppie, 

) Di fatto, la soluzione analitica del problema dei tre corpi può essere 
realizzata, ovviamente, in rarissimi casi {per sferette solide, ad esempio). 
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Per la scrittura e la trasformazione delle ulteriori formule è op- 


portuno introdurre l'operatore $,33, la cui azione su una funzione 
delle variabili t,, Tọ, T3 (che si riferiscono a tre particelle del pro- 
blema dei tre corpi) si riduce alla sostituzione di queste variabili 
come segue: 


ra >ra = Fao + Pas (t— to) 


(17,3) 


Pa > Po = Pao- 


Analogamente, l'operatore S}, eseguirà la stessa sostituzione nelle 
funzioni delle variabili t,, t, che si riferiscono a due particelle nel 
problema dei due corpi. La proprietà importante della trasformazione 
(17,3) è che per tempi t — t, > d/v essa cessa di dipendere dal tempo. 
Infatti, per tali t — tọ le particelle si trovano lontane luna dall’al- 
tra e si muovono liberamente con le velocità costanti va, = Pao/M; 
inoltre i valori ra, dipendono dal tempo come costante — va, (t — to) 
e la dipendenza temporale nella (17,3) scompare. Osserviamo anche 
che se le particelle in generale non avessero interazione la trasforma- 
zione (17,3) si ridurrebbe a un'identità: per il moto libero (durante 
tutto il tempo) i secondi membri delle trasformazioni (17,3) coinci- 
dono identicamente con i primi membri. Per la stessa ragione se una 
delle particelle, ad esempio la particella 7, non interagisce con le 


particelle 2 e 3, allora Sosa = Soa gli operatori Sa e Sia in queste 
condizioni si riducono all'unità. In virtù di queste proprietà è evi- 
dente che l'operatore 

Gies = S123 — Sia — Sis — Sos + 2 (47,4) 


si annulla se almeno una delle tre particelle non interagisce con le 
altre due. In altre parole, questo operatore separa dalle funzioni 
uella parte che è legata all'interazione di tutte e tre le particelle 
mentre nel problema dei tre corpi figurano, come casi particolari, 
anche urti a coppie con moto libero della terza particella). 


L'operatore Sa consente di scrivere la formula (17,2) come segue: 
{8 (t, T Tas Ta) = iaJ (t, tos T1) FO (t tor T2) 7A (t tos Ta), (47,5) 
dove 

70 (t, to )=/® (tn r— È (t—t), p) (17,6) 
(la traslazione dell’ argomento r nella f® è stata introdotta per com- 


pensare la traslazione eseguita dall'operatore 5,3). 
La distribuzione di due particelle f® si ottiene integrando la 
funzione f®) rispetto alle variabili t3, mentre l'integrazione rispetto 
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alle variabili t, e t, dà la funzione di distribuzione f® 
FO (t, Ta Ta) = | JO (b, Ti Tas Ta) dis (17,7) 
19 (t, m) = | © (t, Ta Ta Ta) de dra. (17,8) 
Lo scopo del calcolo ulteriore è di esprimere con la necessaria pre- 


cisione f in funzione di f) partendo da queste due uguaglianze 


(con f®) ottenuta dalla (17,5)) mediante l'esclusione di /(. Ponendo 
in seguito l’espressione così ottenuta nell'equazione (16,7) (di per sé 
esatta), otterremo l'equazione cinetica cercata. 

Per realizzare questo scopo, trasformiamo prima di tutto l'in- 


tegrale (17,8), esprimendo nella (17,5) l'operatore da in funzione 


di G,33 in base alla (17,4). Tenendo conto delle uguaglianze evidenti 
(in virtù della conservazione del numero totale di molecole) 


{jo (t, to 11) da= | 9 (to T)dīt=1, 
| SaO (t, to PO (t, to Ta) dr di =. 
otteniamo 
PO (t, m) = 
= fw (t, too Tt) +2 KO) ja (t, to ty) f” (t> tor Ta)} dta + 
+ (Gs s to TO E, tor Ta) JO (t, tor tira dra. (47,9) 


Questa equazione si può risolvere rispetto a f® con il metodo delle 
approssimazioni successive, tenendo conto che (S,, — 1) è un infi- 


nitesimo del primo ordine e Gui del secondo ordine (si veda la stima 
del secondo membro della (16,9)). Nell’approssimazione di ordine zero 


abbiamo fÙ (t, to t1) = f® (t, tı). Nelle due approssimazioni succes- 
sive avremo 


fw (t, to ta) = 
= 10 (t, t) —2 fnt, Ot dr 
— { {Gra 4 (Sia — 1) (Sis + Sn PO (6 PO, Ta) FO (t, tx 
X dt, dtz. 


Ora resta da sostituire questa espressione nella (17,5) e dopo nella 
(17,7), conservando in questo caso i soli infinitesimi di ordine non 
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superiore al secondo (i termini ~ ($,,— 1} e ~ Gul Come risul- 
tato otteniamo infine 


FD (6, To ta) = Saf (6 O(t, 1) + 

+ (O (t, T) FD (t, Ta) fP (E, t3)} dts, (17,10) 
dove 

Rizs = S123 — Siasi — S19523 + Sio. (47,41) 
Sottolineiamo che l’ordine in cui si scrivono gli operatori S nei 
prodotti è importante. L'operatore Sig ad esempio, sostituisce 
dapprima le variabili t,, Tg, t3-> T1, T (Ta, Ta)», Ta (Tos T3), dove le 


funzioni T3 3 (T3, T3) sono definite dalle equazioni del moto delle 
particelle interagenti 2 e 3, e in seguito le variabili t,, Ta, T3 vanno 


soggette alla trasformazione Ti, Ta, Ta > Ti (Tis Ta) Ta (Tis To), tn 


dove ora le funzioni T; a (Ti, T2) sono definite dal problema del moto 
della coppia di particelle interagenti Z e 2. 

Portando ora la (17,10) nella (16,7) e passando ovunque dalle 
funzioni {®© alle funzioni f = f°f!®, troviamo l'equazione cinetica 
nella forma 1) 


afl, dj (t, z 
Hit Lv, Sol) s:®/+ st f, (17,12) 
dove 
Sta ={(20n 28 d 7,4 
t® f (t, t)= | dr: dp, | sf (t, T4) f (t, t2)} dv, (17,13) 


SOF, 7 S Raf FE Ta) f(E, T) dTa dro. 


dp 
(47,14) 


Il primo di questi integrali è quello degli urti doppi e il secondo degli 
urti tripli. Consideriamone la struttura in modo più particolareg- 
giato. 

In ambedue gli integrali nelle espressioni integrande figurano le 
funzioni f considerate in differenti punti dello spazio. Nell’ integrale 
degli urti doppi si deve esprimere l’effetto di questa « non localizza- 
zione » sotto forma di correzione all’integrale ordinario (di Boltz- 
mann). A tal fine sviluppiamo in esso le funzioni f lentamente va- 
riabili (a distanze ~ d) in potenze della differenza r, — rx. 


1) La via per la deduzione delle correzioni all’equazione di Boltzmann è 
stata indicata da N.N. Bogoljubov (1946). La riduzione dei termini correttivi 
alla forma définitiva è stata realizzata originariamente da M.S. Green (1956). 
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Poiché queste funzioni si trovano nell'espressione integranda 
sotto il segno dell'operatore $,,, consideriamo dapprima le grandezze 


Siar, € Sor», nelle quali questo operatore trasforma le variabili r, € 
r,. Il centro d'inerzia delle due particelle (r, + r,)/2 si muove uni- 
formemente (nel problema dei due corpi); perciò l'operatore Sig 
non cambia questa somma. Tenendo conto di questa circostanza 
scriviamo 


La) è ri tr rr rar s E- 
Sari = Sa ( 13 bet =) 2) ant D) --5 Sia(reri), 


A af: 412 

Sir =T, + Si, È +5 Sia (r2 — 1). 
Sviluppando ora le funzioni 

Sif (t, r,, P) = f (t, Sii Pro) 


Saaf (t, ro Pa) = F (t, Siaa Poo) 
in r — r; a meno dei termini del primo ordine otteniamo 


Stf = Stf + St i (17,15) 
dove i . 
ðU ô f 
St f (f; rm, p) = “Gr p (b Ta Pao) f(b, Yas P2o)} dta, (17,16) 
: 1 C 3U ð ə 
St;°f (tr, p= f “a {02— r) Fri Í (É Tir Pao) f (b; Tas Pao) + 


+ [7 (t, ris Pio) dI Ti Pao) — f (Ë, ris Pao) X 
XxX = f (t, Ty Pio) | S (re-r;)} dt, (17,17) 


(la derivazione rispetto a r} si effettua per Pio 0 Ps costante). 

L'integrale (17,16) coincide con l'integrale (16,12) !); al $ 16 
è stato mostrato in che modo (mediante una delle tre integrazioni. 
rispetto alle coordinate spaziali) questo integrale acquista la forma: 
ordinaria di Boltzmann. 

Consideriamo l'integrale degli urti tripli (17,14). Se si tenesse 
conto della « non localizzazione » in questo integrale bisognerebbe 
aumentare la precisione qui accettata in quanto l'integrale stesso è 
una piccola correzione. Perciò negli argomenti delle tre funzioni f 
che figurano nell’integrale bisogna porre uguali tutti i raggi vettori 


1) L'espressione (17,16) differisce dalla (16,12) per la sostituzione di tọ. 
con è negli argomenti delle funzioni f. Dopo tale sostituzione, tuttavia, l’ugua- 
glianza estra nella (16,13) è sempre valida, poiché le dipendenze da r;, r3, Pi, P2: 
compaiono soltanto in funzione di Po € Pso, che sono integrali del moto. 
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Tı, Ta r (coincidenti con r;) e, per di più, supporre che l'operatore 


Riss in generale non agisca su queste variabili 1), cioè che 
St® F(t, r p) = 


41 dU d S 
(ene 2 Êf (f, To pf (E, To Pa) f(t ro Pa)) drz drs. 


(17,18) 
Consideriamo in modo più de‘tagliato la struttura dell'operatore 


Ri per precisare il carattere degli urti, di cui tiene conto Tinte- 
grale (47,18). 


Prima di tutto, l'operatore 33 (così come l'operatore Gas (17,4) 
si annulla se almeno una delle tre particelle non interagisce con le 


) i 1 2 3 
1 23 XK 
a) 5) 


Fig. 5 


1 


altre. Ai processi in cui 333 = 0 appartengono tuttavia non soltanto 
gli urti tripli (nel senso letterale della parola), ma anche insiemi di 
alcuni urti doppi. 

Durante gli urti tripli propri le tre particelle entrano contempo- 
raneamente nella « sfera d’interazione », come è mostrato schemati- 


camente nella fig. 5, a. Ma l'operatore Ris è non nullo anche nei 
processi di « interazioni triple », che si riducono a tre urti doppi 
consecutivi, in cui una delle coppie di particelle collide due volte; 
questo processo è rappresentato schematicamente nella fig. 5, b (qui 


$ = 1 in modo che l'operatore Rias diventa Sia SaS) 2). 


1) A scanso di equivoci sottolineiamo che queste semplificazioni non signi- 
ficano affatto che l'espressione integranda cessi di dipendere in generale da 
r, e rs; la dipendenza da queste variabili si verifica mediante gli operatori S 


che trasformano gli impulsi p, nelle funzioni Pa (Fis Tar P3, Pis Po» Ps)- 


2) Al tempo stesso l’operatore Rias (contrariamente all'operatore Gg!) si 
annulla per una successione di soli due urti. Così, per un processo composto dei 


due urti 2-3 e 1-2 si avrebbe Sa = Stats e Šis = í in modo che Riss = 0. 
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Inoltre, l'operatore R; tiene conto anche dei casi in cui uno (o più) 
dei tre urti è « immaginario » verificantesi cioè se si trascura l’in- 
flusso di uno degli urti reali sulla traiettoria delle particelle. Un 
esempio di questo processo è dato nella fig. 5, c: l'urto /-3 avrebbe 
luogo soltanto se l'urto della particella 8 con la particella 2 non ne 


alterasse la traiettoria !) (per questo processo S123 = 519533, ma 


Si 344 in modo che R,3 si riduce a —S13513 + $12). 

Analogamente a come si è trasformato l'integrale Sti? al $ 16, 
può essere effettuata una delle sei integrazioni rispetto alle coordi- 
nate nell'integrale degli urti tripli; il potenziale d’interazione VU 
in forma esplicita scompare dalle formule ?). 


$ 18. Sviluppo viriale dei coefficienti cinetici 


È stato mostrato ai $$ 7, 8 che l'indipendenza dei coefficienti di 
conducibilità termica e di viscosità dalla densità (o dalla pressione) 
del gas segue dal fatto che si tiene conto dei soli urti a coppie di mo- 
lecole. Per questi urti la frequenza (cioè il numero di urti compiuti in 
un secondo dalla molecola considerata) è proporzionale alla densità 
N, la lunghezza del cammino libero l œ 1/N, e poiché n e x sono 
proporzionali a N, essi non dipendono da N. I valori così ottenuti 
(indichiamoli con n e xo) non rappresentano altro che i primi termini 
dello sviluppo di queste grandezze in potenze della densità (questi 
sviluppi si dicono viriali). Già nell’approssimazione successiva com- 
pare una dipendenza dalla densità della forma 


x = xo (1 + aNd’), n= no (1 + BNG’), (18,1) 


dove d è il parametro dell'ordine di grandezza delle dimensioni mo- 
lecolari, e a, B sono costanti adimensionali. Queste prime correzioni 
hanno un’origine duplice, riflessa nei termini correttivi St) e Sti” 
dell'equazione cinetica. Gli urti tripli (la cui frequenza è proporzio- 
nale a N?) implicano una diminuzione della lunghezza del cammino 
libero. La non localizzazione degli urti a coppie conduce alla possi» 
bilità di trasmissione della quantità di moto e dell'energia attraver- 
so una superficie senza che essa sia intersecata dalle particelle colli- 
denti. Le particelle si avvicinano a una distanza ~ d e in seguito si 
allontanano restando ai lati opposti della superficie; questo effetto 
implica l'aumento dei flussi della quantità di moto e dell’energia. 

La soluzione del problema della conducibilità termica o della 
viscosità con l'equazione cinetica esatta (17,12) deve essere costruita 
in base allo stesso schema descritto ai $$ 6-8. Cerchiamo la funzione 


1) Ricordiamo che, per il significato dell’azione degli operatori S, si 
devono seguire le traiettorie delle particelle indietro nel tempol 

2) Per la realizzazione di questa trasformazione si veda M. S. Green, Phys, 
Rev. 1964, v. 136A, pag. 905. 
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di distribuzione nella forma f = fẹ (1 + y/7), dove fọ è la funzione 
di equilibrio locale e y/T ~ L/L una piccola correzione. L’integrale 
degli urti tripli St), così come Sti”, è ridotto a zero dalla funzione 
fo. Perciò si deve mantenere in esso il termine con y, e l'integrale 
St) risulta essere una correzione dell’ordine relativo —(d/r)? allin- 
tegrale di Boltzmann St‘. Quanto all’integrale St{”, contenente de- 
rivate spaziali della funzione di distribuzione, è sufficiente porre in 
esso f = fo; in questo senso il termine Sti? deve essere riferito al 
primo membro dell'equazione, dove fornirà una correzione dello stesso 
ordine relativo —(d/r)8. In tal modo, i due termini aggiuntivi St®) 
e St? nell'equazione cinetica danno contributi del medesimo ordi- 
ne 1). 

Diamo qui, a titolo di informazione, i risultati della soluzione 
dell’equazione cinetica esatta per la conducibilità termica e la vi- 
scosità nel modello di sferette solide (di diametro d) 


x = xo (1 + 1,2N0), n =n (1 + 0,354), (18,2) 


dove x, e ny sono i valori ottenuti nel problema 3 del $ 10(J. V. Sen- 
gers, 1966) ?). 

Introducendo le ulteriori correzioni nell'equazione cinetica (do- 
‘vute agli urti quadrupli e via di seguito) si potrebbero, in teoria, 
definire anche i termini successivi dello sviluppo viriale dei coeffi- 
cienti cinetici. È fondamentale, tuttavia, che questi termini non 
saranno più semplicemente potenze intere di N; le funzioni x (N) e 
n (N) non sono analitiche nel punto N = 0. Per precisare l'origine 
di questa non analiticità, studieremo la convergenza degli integrali 
che figurano nella teoria esposta (E.G.D. Cohen, J. R. Dorfman, 
J. Weinstock, 1963). 

Consideriamo l'integrale nella (17,10) che determina il contri- 
buto degli urti tripli nella funzione di distribuzione di due parti- 
celle. Il carattere della convergenza dell’integrale risulta essere di- 


verso per i diversi tipi degli urti, di cui tiene conto l'operatore R,,3. 
Per esempio, consideriamo il processo rappresentato nella fig. 5, b. 

L’integrazione è estesa al volume dello spazio delle fasi dt}, es- 
sendo dati i punti fase t, e t,. Come variabile, rispetto alla quale si 
effettua l’ultima integrazione, lasciamo la distanza r, della parti- 
cella 3 (all'istante t) dal punto in cui ha avuto luogo l'urto 2-3. Prima 
di quest’ultima integrazione l’espressione integranda contiene i 


1) Queste considerazioni eliminano l'equivoco che potrebbe nascere per il 
fatto che l'integrale St{® contiene le derivate ôf/ðr ~ f/L assenti nell’integrale 
St; sembrerebbe perciò che questi due termini rappresentino correzioni di 
ordini di grandezza diversi. 

2) Peri calcoli corrispondenti assai complicati si veda l'articolo di J. V. Sen- 
gers nel libro: Lectures in theoretical physics, vol. IX C, Kinetic Theory (edited 
by W. Brittin); Gordon and Breach, N.Y., 1967. 
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seguenti fattori: 1) l'elemento di volume nella variabile rg: r3dr3; 
2) se si segue il moto della particella 3 indietro nel tempo è chiaro 
che la direzione del suo impulso p deve trovarsi in un determinato 
angolo solido, affinché possa verificarsi l'urto 3-2, cioè l'angolo sotto 
il quale si vede la regione di urti reciproci alla distanza r3; di qui 
compare il fattore d?/r3; 3) un altro fattore di questo tipo deriva dalla 
limitazione ulteriore delle direzioni possibili dell impulso p richie- 
sta dalla condizione che la particella 

« staccata » 2 debba entrare nella sfera 

d'urto della particella Z. In tal modo 4 
si ottiene un integrale della forma 


{drglrì che deve essere esteso da ra~ d 


a 00; si vede che questo integrale è 
convergente. Si può dimostrare analo- ( 
gamente la convergenza dell’integrale 

per urti di altro tipo. 

Il contributo degli urti quadrupli 
sarebbe espresso nella (17,10) da un 
integrale di forma analoga esteso allo 
spazio delle fasi delle particelle 3 e 
4 (sempre per T, e T, dati). 

Consideriamo l'urto quadruplo Fig. 6 
rappresentato nella fig. 6. Lasciamo 
di nuovo come ultima variabile di integrazione la distanza rs. 
La differenza dalla stima precedente è dovuta alla presenza nell’in- 
tegranda dell’integrale rispetto a dt, È chiaro che questa integra- 
zione dà un contributo proporzionale all'area di una regione d'urto 
1-4, cioè ~d? (il secondo urto /-2 può essere garantito dalla limita- 
zione di una regione d'integrazione rispetto alle direzioni p). Per- 
ciò già da considerazioni dimensionali è chiaro che l'integrale rispetto 
a dt, dà un contributo supplementare —p*r3d?. Come risultato l'in- 


tegrale rispetto a dr avrà la forma |dr3/r3, cioè divergerà logarit- 
micamente nell'estremo superiore. Tagliando l'integrale a una certa 


distanza A ~ |t— to |-v, avremo un contributo nella funzione f®, 
contenente il logaritmo grande ln (A/d). Questo logaritmo figurerà 
anche nella corrispondente correzione ai coefficienti cinetici, che 
sarà proporzionale a (Nd?¥ In (A/d) anziché a (/Vd?)?. 

La comparsa di termini divergenti significa che gli urti quadrupli 
non si possono considerare separatamente dagli urti di tutti gli 
ordini superiori (quintupli ecc.). Infatti, la divergenza mostra che 
sono importanti gli r, grandi. Ma già per r ~ L la particella 3 può 
urtare contro una particella 5 e via di seguito. Risulta chiaro allora 
come si possa eliminare la divergenza: nell'espressione per la fun- 
zione f(® (t, t,, T2) si deve tener conto dei termini con gli urti di tutti 
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gli ordini, lasciando in ogni ordine gli integrali che divergono più 
rapidamente. Questa sommatoria è realizzabile e dà il risultato che 
ci si può attendere: il grande parametro arbitrario A sotto il segno 
di logaritmo va sostituito con una grandezza dell’ordine del cam- 
mino libero Z ~ 1/Nd? 1). 

Quindi, lo sviluppo dei coefficienti cinetici ha la forma 


x=% | 1+0,Nd®+0, (Nd)? In TE +-+] (18,3) 


(e analogamente per n). 


$ 19. Fluttuazioni della funzione di distribuzione 
in un gas in equilibrio 


La funzione di distribuzione definita dall’equazione cinetica 
(che indicheremo qui e al paragrafo seguente con f) dà i numeri medi 
di molecole che si trovano negli elementi di volume dello spazio delle 
fasi d*z dl; per un gas statisticamente in equilibrio, la funzione 
f (T) è la funzione di distribuzione di Boltzmann fo (6,7), indipen- 
dente dal tempo e (se non esiste campo esterno) dalle coordinate r. 
Sorge naturale il problema delle fluttuazioni cui è soggetta la fun- 
zione di distribuzione microscopica esatta f (t, r, T) nel corso della 
sua variazione nel tempo, per il moto delle particelle del gas secondo 
le equazioni del moto esatte ?). 

Introduciamo la funzione di correlazione delle fluttuazioni (0, come 
si dice brevemente, il correlatore) 


(ôf (tis ri, Ta) ÔF (tz; ra, Ta)), (19,1) 
dove ôf = f— f. In un gas in equilibrio questa funzione dipende 
dalla sola differenza dei tempi t = t, — t,; la media si calcola 


rispetto a uno degli istanti t, 0 t}, essendone assegnata la differenza. 
Poiché il gas è omogeneo, nel correlatore figurano nella forma della 
differenza r = r, — r, anche le coordinate dei punti r} e r,. Perciò 
si può convenzionalmente porre i, e r, uguali a zero e rappresentare 
il correlatore nella forma 


(ôf (t, r, T3) ôf (0, 0, T3). (19,2) — 


Per l’isotropia del gas la dipendenza di questa funzione da r si riduce 
di fatto alla dipendenza dal modulo r. 

Se la funzione (19,2) è nota, allora la sua integrazione consente 
anche di trovare il correlatore della densità del numero di particelle 


(SN (t, r) SN (0, 0))= f (81 (t, r, Ta) f (0, 0, Ta)) dl dla. (19,3) 


1) Si veda K. Kawasaki, I. Oppenheim, Phys. Rev. 1965, vol. 139A, 


ag. 1763. 
sita 2) Il primo a studiare questo problema è stato B.B. Kadomtsev (1957). 
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Per distanze r grandi rispetto alla lunghezza del cammino libero Z 
il correlatore della densità si può calcolare mediante la teoria idro- 
dinamica delle fluttuazioni (si veda IX, $ 88). A distanze <z occorre 
uno studio cinetico. 

Dalla definizione (19,1) risulta immediatamente che 


(ôf (t, T, Ti) ôf (0, 0, Tr) ui (ôf (—t, —T, Ta) ôf (0, 0, T). (19,4) 


La funzione di correlazione gode di una simmetria più profonda, che 
esprime la simmetria dello stato di equilibrio del sistema rispetto 
all’inversione del tempo. L'inversione del tempo sostituisce l'istante 
più remoto t con l'istante più recente —t, e cambia i valori delle 
grandezze T in quelli inversi IT. La suddetta simmetria è espressa 
perciò dall’uguaglianza 

(ôf (t, r, T) ôf (0, 0, T2)) = (ôf (—t, r, TT) ôf (0, 0, D7)). (19,5) 


Per t = 0 la funzione (19,2) lega le fluttuazioni nei diversi punti 
dello spazio delle fasi nello stesso unico istante di tempo. Ma le 
correlazioni tra fluttuazioni contemporanee si estendono soltanto a 
distanze dell'ordine di grandezza del raggio d'azione delle forze 
molecolari. Fra l’altro, nella teoria considerata queste distanze sono 
supposte nulle e, quindi, ilcorrelatore simultaneo si annulla. Sotto- 
lineiamo che questa circostanza è dovuta all’equilibrio dello stato 
rispetto al quale si considerano le fluttuazioni. Nel caso di non equi- 
librio, come vedremo al prossimo paragrafo, le fluttuazioni contem- 
poranee sono anch'esse correlate. 

In assenza di correlazione a distanze non nulle il correlatore si- 
multaneo si riduce a funzioni delta, il cui coefficiente determina il 
quadrato medio della fluttuazione in un punto dello spazio delle fasi 
(si veda IX, $ 88). In un gas perfetto in equilibrio il quadrato medio 
della fluttuazione della funzione di distribuzione coincide con il 
valore medio della funzione stessa (si veda V, $ 113) e, quindi, 


(ôf (0, r, T,) ôf (0, 0, Fa) = F (T3) ô (r) ô (T, — Pa). (19,6) 


Quanto alla correlazione non simultanea tra le fluttuazioni in 
punti diversi, essa esiste già nella teoria che trascura le dimensioni 
molecolari. La necessità della comparsa di questa correlazione risulta 
con evidenza dal fatto che le particelle che prendono parte ad un dato 
istante alla fluttuazione in un punto dello spazio delle fasi verranno 
a trovarsi, agli istanti successivi, in altri punti. 

Il problema del calcolo del correlatore per t 4 0 non può essere 
risolto in forma generale, ma è possibile ridurlo alla soluzione di 
alcune equazioni. A tale scopo bisogna ricordare la seguente affer- 
mazione della teoria generale delle fluttuazioni quasi-stazionarie (si 
veda V, $$ 118, 119). 

Le x, (t) siano grandezze fluttuanti (con valori medi nulli). Si 
suppone che, se il sistema si trova in uno stato di non equilibrio, con 
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i valori delle x, che superano i limiti delle fluttuazioni medie (ma 
sempre piccoli), il processo di rilassamento del sistema verso l’equili- 
brio sia descritto da « equazioni del moto » lineari, aventi la forma 


a= — Dart (19,7) 
b 


con coefficienti costanti àp. Allora si può affermare che i correlatori 
delle grandezze x, verificano le stesse equazioni 


(ta (0) ze (0)) = — DI Aav (2o (t) £e (0), t>0 (49,8) 


b 


(l'indice c è libero in questo sistema di equazioni). Risolvendo queste 
equazioni per t œQ, troviamo poi i valori delle funzioni per t < 0, 
in base alla proprietà di simmetria 


(La (t) Th (0)) = (£, (—t) La (0)), (19,9) 


che è conseguenza della definizione dei correlatori. 

Nel caso in esame il ruolo delle equazioni del moto (19,7) è svolto 
dall’equazione linearizzata di Boltzmann per la piccola aggiunta ôf 
alla funzione di distribuzione di equilibrio f. Quindi, il correlatore 
della funzione di distribuzione deve verificare l'equazione integro- 
differenziale 


(+v Fi.) r T) 6/(0, 0, Ta) =0 per #>0, (19,10) 


dove /, è l’operatore integrale lineare agente sulle variabili T, 
nella funzione che lo segue secondo la definizione 


fe) = fw, Fi Fi, T) +8 — fuer — fe) dl ali dl. 
(49,14) 


Le variabili T, nell'equazione (19,10) sono, invece, libere. La condi- 
zione iniziale dell'equazione è il valore (19,6) del correlatore per 
t = 0, mentre il correlatore per t < 0 è definito in seguito dall’ ugua- 
glianza (19,4) (quanto alla condizione (19,5), essa viene soddisfatta 
automaticamente). Le formule (19,10), (19, 11), (19,4) danno l'insieme 
delle equazioni che, in teoria, sono sufficienti per la definizione com- 
pleta del correlatore. 

In genere presenta interesse non tanto il correlatore stesso quanto 
la sua trasformata di Fourier nelle coordinate e nel tempo, che indi- 
chiamo con il simbolo (ôf, 6fs)ok, dove gli indici 1 e 2 si riferiscono 
agli argomenti T, e T, 


(fifa = | de {K6f@, r. T) 8/(0, 0, P))e-tk-00 dz (19,12) 
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(funzione spettrale delle fluttuazioni o correlatore spettrale). Se svilup- 
piamo la funzione fluttuante nell’integrale di Fourier rispetto al tem- 
po e alle coordinate, il valore medio dei prodotti delle sue componen- 
ti di Fourier è legato al correlatore spettrale dalla formula 

(fox (L4) Sfere (T2)) = (21) è (0 + 0°) ô (k + k’) (f1 6f2)ok 

(19,43) 
(si veda V, $ 122). 

È facile scrivere un’equazione che consentirà di definire, in prin- 
cipio, la funzione spettrale delle fluttuazioni senza il calcolo preli- 
minare del correlatore spazio-temporale. 

Dividendo la regione di integrazione rispetto a ¢ nella (19,12) in 
due parti (da —oo a 0 e da 0 a +00) e utilizzando la (19,4) otteniamo 


(6f, 6fa)ok = (ôfı Ôf2)ok + (ôf ôf, toe (19,14) 


dove 


(6f,6fa)iîa= | di ( <8f(% r, Ty) 8f(0, 0, P2)}e-iWe-eb dz. (19,15) 
0 


Applichiamo all’equazione (19,10) la trasformazione unilaterale di 
Fourier (19,15). Inoltre integriamo per parti tutti i termini con deri- 
vate rispetto a £ e rispetto a r, tenendo presente che il correlatore deve 
tendere a zero per r + co e per # + co, mentre per £ = 0 esso deve 
essere dato dalla formula (19,6). Come risultato otteniamo l’equazio- 
ne cercata nella forma 


li (kv, — ©) — Z,l (ôf ôfd = F (T) ô T, — Ta). (19,16) 


Se si è interessati non alle fluttuazioni della funzione di distri- 
buzione stessa, bensì alle sole fluttuazioni della densità del gas, è 
opportuno integrare l'equazione (19,16) rispetto a dl’, 


Li (kv — œ) — ÎI (êf T) SM) = f (D). (19,17) 


La funzione spettrale cercata (ôN?)ex si ricava, invece, dalla solu- 
zione di questa equazione con un'integrazione semplice (e non doppia 
come nella (19,3)). 

Un altro metodo di ricerca di (SN?) x è basato sul legame esisten- 
te tra il correlatore di densità e la suscettività generalizzata rispetto 
a un campo esterno debole della forma 


U (t, r) = Ugoy" -e (19,18) 


(si veda IX, § 86) 1). Se sotto l'influsso di questo campo la densità 
varia 


ôN ok = (0, k) Uol (19,19) 


1) Sottolineiamo che questo legame esiste nel solo caso di equilibrio. 
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allora (in accordo con la formula (86,20), IX) il correlatore spettrale 
della densità nel limite classico è 


(N°) = Ima(o, k). (19,20) 


Supponiamo che ôf (t, r) sia la variazione della funzione di distribu- 
zione sotto l’azione di questo campo. Essa verifica l'equazione cine- 
tica 
ô ôf að ôU dî _} 
ôt AN ôr èr av = 16f. 


Scriviamo le componenti di Fourier della funzione ôf (t, r, T) nella 


forma 
fok (1) = Xok (r) U ok, 


separando in esse il campo esterno. Allora per Xok abbiamo l’equa- 
zione 
; P a óf 
li (kv—a)— Î] xor (T) = ik, (19,24) 
In base alla soluzione di questa equazione si trova il correlatore 
spettrale cercato con un’integrazione semplice 


(N°) = Z Im | Xok (T) dr. (19,22) 


PROBLEMI 


í. Determinare il correlatore della densità in un gas monoatomico in 
equilibrio trascurando gli urti. 
Soluzione. Per un gas monoatomico come grandezza T servono le tre com- 


ponenti della quantità di moto p. La soluzione dell'equazione (19,10) per Î 1=0 è 
(ôf (t, r, p) ôf (0, 0, Pa)) = f (pı) ô (r — vt) 6 (Pı — Pa). 
Le sue componenti di Fourier si scrivono 
(5/15f2)0k = 2rf (P1) è (Pı — P2) ô (œ — kv). 


L'integrazione di queste espressioni (con la funzione di Maxwell J) dà il correla- 
tore della densità 


(N (t, r) ôN (0, )=N (3) e(r) (1) 
ONdo (E) exp (7). 2) 


2. Risolvere il problema 1 per un integrale degli urti della forma Î,g= 
= —g/t, con il tempo costante T. f 1 
Soluzione. L'equazione (19,16) si riduce a un'equazione algebrica. Rica- 


vando da essa (8/;6f,)ck, troviamo in seguito mediante la (19,14) 


2af (p1) 


(8f18fa)ok = IF kv — oi ô (Pı— P2)- (3) 
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È da notare che l’esistenza anche di un piccolo numero di urti cambia l’anda- 
mento asintotico del correlatore spettrale della densità per grandi frequenze, 
© > kv, cioè per fluttuazioni con velocità di fase notevolmente superiore alla 
velocità termica delle molecole. Infatti, in questo limite 

Nok = 2V/109, (4) 


vale a dire che il correlatore decresce, all'aumentare della frequenza, secondo 
una potenza e non secondo la legge esponenziale della formula (2). 


$ 20. Fluttuazioni della funzione di distribuzione 
in un gas non in equilibrio 


Supponiamo che il gas si trovi in stato stazionario ma non in 
equilibrio, con una funzione di distribuzione f (r, T) soddisfacente 
l'equazione cinetica 


vL=st}. (20,1) 


La funzione f può differire fortemente dalla funzione di distribuzione 
di equilibrio f,, in modo che l’integrale degli urti St f non sia sup- 
posto linearizzato rispetto alla differenza f — fọ. Lo stato stazionario 
non in equilibrio deve essere mantenuto nel gas da influssi esterni: 
nel gas può esistere un gradiente della temperatura dovuto a sorgenti 
esterne, il gas può compiere un moto stazionario (non riducibile al 
moto come un tutt'uno), ecc. 

Consideriamo il problema del calcolo delle fluttuazioni della 
funzione di distribuzione f (t, r, T) rispetto a f (r, T). Queste flut- 
tuazioni saranno caratterizzate di nuovo dal correlatore (19,4), in 
cui la media si calcola nel modo usuale rispetto al tempo, con la 
differenza data t = t, — t, e il correlatore dipende unicamente da t. 
Poiché la distribuzione f (r, T) è disomogenea, il correlatore dipen- 
derà dalle coordinate r, e r, separatamente e non soltanto dalla loro 
differenza. La proprietà (19,4) si scrive nella forma 


(6f, (t) fa (0)) = (ôf2 (—t) ôf, (0)); (20,2) 
dove 
h (1) = Í (t, Ty, T,) f2 (0) == f (0, Ta: Pa). 


Quanto alla relazione (19,5), legata all'invarianza del tempo, nel 
caso di non equilibrio in generale non esiste. 

Il correlatore della funzione di distribuzione verifica, come 
sempre, la stessa equazione (19,10) 


(F vi a A) (0% (08% (0) =0, (20,3) 
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dove /, è l’operatore integrale lineare (19,11) agente sulle variabili 
T, 1). Quanto alla condizione iniziale per questa equazione, cioè 
alla forma del correlatore simultaneo, essa è molto più complicata 
che non nel caso di equilibrio, in cui è stata espressa semplicemente 
dalla formula (19,6). In un gas non in equilibrio il correlatore simul- 
taneo stesso è definito da un'equazione cinetica la cui forma si può 
stabilire ricorrendo al legame esistente tra la funzione di correla- 
zione e la funzione di distribuzione di due particelle f”, introdotta 
al $ 16. Nello stato stazionario la funzione fl (ri, Ti; rs, To), così 
come f (r, T), non dipende esplicitamente dal tempo. 

Per dedurre questo legame osserviamo che, essendo infinitesimo 
il volume di fase dt = dz dI, in esso non può trovarsi contempora- 
neamente più di una particella °). Perciò il numero medio f dt 
rappresenta al tempo stesso la probabilità che nell'elemento dr si 
trovi una particella (la probabilità che in esso si trovino due parti- 
celle contemporaneamente è un infinitesimo di ordine superiore). 
Ne segue che il valore medio del prodotto dei numeri di particelle 
in due elementi dt, e dt, coincide con la probabilità di trovare con- 
temporaneamente in ciascuno di essi una sola particella. Per una 
data coppia di particelle si tratta, secondo la definizione di funzione 
di distribuzione di due particelle, del prodotto ff} dt, dt,. Poiché 
una coppia di particelle si può scegliere nel numero totale (molto 
grande) di particelle con S (4° — 1) ~ S? modi, allora 


Ui dt, fa dta) = NB di, dtz. 


L’uguaglianza così ottenuta (fifa) = /°?f8 si riferisce, tuttavia, 
soltanto a punti diversi dello spazio delle fasi. Il passaggio al limite 
r,, T, + r,, Ty richiede di tener conto che se dt, e dt, coincidono, 
allora l'atomo sito in di, si trova anche in dt}. La relazione che 
esprime questa circostanza ha la forma 


(fifa) = NTR T fô (rı — rə) ô (T1 — Ta) (20,4) 


Moltiplichiamo infatti questa uguaglianza per dt, dt, e integriamo 
su un piccolo volume At. Il primo termine a secondo membro dà 
un infinitesimo del secondo ordine (-—(At)?); il termine con le fun- 


zioni delta dà f At, cioè una grandezza del primo ordine. Di conse- 
guenza, otteniamo 
2: Des, 
(({12))=78x 
Àt 


1) L’uso di questa equazione nel caso di non equilibrio è stato introdotto 
da M. Lax (1966). 3 7 y VR 
È. 2) La deduzione che si dà più avanti è una parafrasi delle considerazioni 
in V, $ 116. 
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come deve essere, tenendo presente che nel piccolo volume può tro~ 
varsi, a meno di grandezze del primo ordine, 0 o 1 particella. 

Ponendo l’espressione (20,4) nella definizione di correlatore 
simultaneo 


(ôf (0) fa (0) = (fi (0) fa (0)) — hfa 
otteniamo il legame cercato tra questo correlatore e la funzione di 
distribuzione di due particelle 


(ôf, (0) öfa (0) = NFR — fufa + fd (r, — ra) ô (T, — To). (20,5) 


In un gas perfetto in equilibrio la funzione di distribuzione di due- 


particelle si riduce al prodotto ff} = fif//®, e allora la (20,5) 


diventa la (19,6). In ogni caso ff} tende al prodotto suindicato 
all’ aumentare della distanza tra i punti Z e 2 in modo che 


(ôf, (0) 6f, (0)) > 0 per |r; — rz |—> œ. (20,6) 

La funzione di distribuzione di due particelle verifica un'equa- 
zione cinetica analoga a quella di Boltzmann. Si potrebbe dedurre 
questa equazione dalla (16,9) per f, così come l'equazione per la 
funzione di una particella è stata dedotta dalla (16,7)!). Tuttavia, 


daremo qui una deduzione dell'equazione per f®, analoga alla dedu- 
zione dell equazione di Boltzmann al $ 3, basata su considerazioni 
fisiche intuitive. 
La Consideriamo come funzione incognita non la funzione stessa 
f®, bensì la differenza 

Phro Ty; ro, Da) = Sf? — fifo (20,7) 
che si annulla per | r, — r | + co (il correlatore (20,5) senza l'ulti- 
mo termine). È una grandezza piccola nel senso ordinario della teo- 


ria delle fluttuazioni, ossia dell'ordine di 1/_/° rispetto a f,f,. 
In assenza di urti la funzione @ verifica l'equazione 


df(®) _ dọ p d9 
ded tw oo, (20,8) 


che esprime semplicemente il teorema di Liouville, ossia la costanza 
di fl© lungo la traiettoria di fase di una coppia di particelle. Quanto. 
alla variazione di ọ in seguito agli urti, essa è legata a processi di 
duplice specie. 

Gli urti delle particelle 7 e 2 con tutte le altre particelle, ma non 
l’una con l’altra, implicano la comparsa a secondo membro del- 


l'equazione (20,8) dei termini Îi + Î,9, dove Ì, e Í; sono gli opera- 


1) Al $ 17 l'equazione (16,9) è servita unicamente a uno scopo specifico,. 
ossia all'esclusione di f(® dall’equazione per f. 
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ioni oeral lineari (49,44) agenti rispettivamente sulle variabili 
1e Tz 

Gli urti reciproci tra le particelle Z e 2 giocano un ruolo parti- 
colare: essi implicano il « salto » contemporaneo di entrambe le 
particelle Z e 2 da una coppia di punti dello spazio delle fasi a un’al- 
tra. Le stesse considerazioni, che sono servite alla deduzione della 
(3,7), danno il termine della forma ô (r, — r+) St,3f a secondo 
membro della (20,8), dove 


Staf = | w Co Fa; Ti, T) Oii fifa) ddl: (20,9) 


(in questo integrale le fluttuazioni si possono trascurare); il fattore 
ô (r, — r,) esprime il fatto che agli urti sono soggette le particelle 
che si trovano in un medesimo punto dello spazio !). 

Quindi, otteniamo infine la seguente equazione: 


ô a Pn” > 
Vi Fe + Va ta — lp — lp = ô (r, — ro) Stof. (20,10) 


Risolvendola abbiamo, in accordo con la (20,5), una funzione che 

serve come condizione iniziale per l'equazione (20,3) per t = 0 ?). 
i Senza secondo termine l’equazione omogenea (20.10) ha la solu- 
zione 


P=fn Aft fo for A= PLAN t earth AV, (20,11) 


corrispondente a piccole variazioni arbitrarie del numero di par- 
ticelle, della temperatura e della velocità macroscopica nella distri- 
buzione di equilibrio fo. 

Tuttavia, questa soluzione « parassita » viene esclusa dalla con- 
dizione g + 0 per |r, — r |—> co. Perciò nel caso di equilibrio, in 
cui l'integrale St,, si annulla identicamente, dall’equazione (20,10) 
deriva g = 0, e riotteniamo la condizione iniziale (19,6). 

Quindi, il secondo membro dell'equazione (20,10), cioè gli urti 
a coppie tra particelle negli stati dati l} e T., è la fonte della corre- 
lazione simultanea delle fluttuazioni in un gas non in equilibrio. 
Implicando la variazione contemporanea dei numeri di riempimento 
dei due stati, gli urti a coppie generano una correlazione tra questi 
numeri. In stato di equilibrio, in cui vi è una compensazione esatta 
degli urti a coppie diretti e inversi, questo meccanismo è inefficace 
e le correlazioni simultanee non si verificano. 

Se la distribuzione f non dipende dalle coordinate r (come è pos- 
sibile quando la mancanza di equilibrio è dovuta a un campo ester- 


1) Integrando l'integrale (20,9) anche rispetto a dl's, si ottiene così l'ordina- 
rio integrale degli urti di Boltzmann. 

2) Questo risultato appartiene a S.V. Gantsevià, V.L. Gurevič e R. Katiljus 
(1969) e a S.M. Kogan e A. Ja. Sulman (1969). 
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no), si può porre il problema delle fluttuazioni della funzione di 
distribuzione, la cui media è calcolata su tutto il volume del gas, 
cioè delle fluttuazioni della funzione 

f(t, => (ft, r, T) ot (20,12) 


(che indichiamo con la stessa lettera f ma senza argomento r). La 
funzione di correlazione corrispondente verifica la seguente equazio- 
ne, che differisce dalla (20,3) per l'assenza del termine contenente la 
derivata rispetto alle coordinate: 


(+F, i) r e, F,) ôf (0, F.))=0 per #>0; (20,13) 
Pi 


al primo membro si è aggiunto il termine legato alla forza F, che 
agisce sulle particelle nel campo esterno. Il correlatore simultaneo 


(ôf (0, T,) ôf (0, T.)) = 
=SF® Ta TAF) f €) + sr, rm) 


=(P T) T, r) (20,14) 


verifica, invece, l'equazione 
’ 


ô G è è VU . 
[Foa tag (+ oCo T =Stao To T). (20,15) 


Se il gas si trova in un recipiente chiuso, questa equazione va risolta 
con una condizione supplementare, che esprime l'assegnazione (cioè 
l'assenza di fluttuazioni) del numero totale di particelle nel gas: 


{6610, 1650, ry)ar,= f (80, T9 f(O, Ta) dry =0. (20,16) 


Questa condizione deve essere soddisfatta anche nel caso di equi- 
librio. Fra l’altro, non la verifica l’espressione Î (FT) 8 (Ty — DVX. 
corrispondente al correlatore (19,6). Si può ottenere l’espressione 
corretta tenendo conto dell’arbitrarietà della (20,11); scegliendo in 
modo appropriato il parametro A f° abbiamo 


(67 (0, T90, T= F (1) 6 (111) — 


-F7 T). (20,17) 


È da notare che questo correlatore contiene anche un termine che non 
è una funzione ô. 


Capitolo II 


APPROSSIMAZIONE DIFFUSIONALE 


$ 21. Equazione di Fokker-Planck 


Formano una categoria notevole di fenomeni cinetici i processi, 
in cui le variazioni medie delle grandezze (dalle quali dipende la 
funzione di distribuzione) sono piccole in ogni atto elementare rispet- 
to ai loro valori caratteristici. I tempi di rilassamento di questi 
processi sono grandi rispetto a quelli degli atti elementari che ne 
costituiscono il meccanismo microscopico; in questo senso i suddetti 
processi si possono chiamare lenti. 

Un esempio tipico di questo genere è fornito dal problema del 
rilassamento nelle quantità di moto di una piccola mistura di gas 
pesante in uno leggero (che è supposto in stato di equilibrio). Essendo 
piccola la concentrazione di particelle pesanti, i loro urti reciproci 
si possono trascurare e considerare gli urti con le particelle del gas 
fondamentale (leggero). Ma in seguito all’urto di una particella 
pesante con quelle leggere la quantità di moto della prima è soggetta 
soltanto a una variazione relativamente piccola. 

Per fissare le idee, tratteremo questo esempio e dedurremo 
un'equazione cinetica soddisfatta in questo caso dalla funzione di 
ene agi delle quantità di moto delle particelle dell’impurità, 
Í (t, p). 

Indichiamo con w (p, q) dêg la probabilità di variazione (riferita 
all’unità di tempo) della quantità di moto p —> p — q di una par- 
ticella pesante nell'atto elementare, ossia nell’urto con una parti- 
cella leggera. Allora l’equazione cinetica per la funzione f (t, p) 
si scrive nella forma 


UO f fw(p+a fl pHa—w adil, pda (24,1) 
dove a secondo membro figura la differenza tra il numero di parti- 
celle che entrano (in un secondo) in un dato elemento dello spazio 
dei vettori quantità di moto d*p e il numero di particelle che ne 
escono, sempre in un secondo. La funzione w (p, q), per le ipotesi 
fatte, decresce rapidamente all'aumentare di q, in modo che nel- 
l'integrale sono fondamentali i valori q piccoli rispetto alla quantità 
di moto media delle particelle. Questa circostanza consente di svilup- 
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pare l’espressione integranda 
w(p+a, q) f(t, p+a) ~w (p, q) f (è, p) +az o(p, of (t, p) + 


1 Chi 
+5 dale apaapa Y O F(t, p). 


Come risultato l'equazione cinetica diventa 


di ô f7 ô i 
Sr = ay (del +35 (Baaf)}, (24,2) 


dove 
ni 1 
Âa = | qaw (p, q)d9, Bas=+ | quasto (P, a) dg. (21,3) 


In tal modo, l’equazione cinetica da integro-differenziale si tra- 


sforma in differenziale. Le grandezze A, e Bag Si possono scrivere 
nella seguente forma simbolica che esprime in modo più chiaro il 
loro significato: 


x 2,9 datg 
dB, Bas= fato, (21,4) 


dove il segno J} indica la sommatoria sul numero (grande) di urti 
avvenuti nel tempo ôt. 

L'espressione a secondo membro della (21,2) ha la forma della 
divergenza nello spazio dei vettori quantità di moto, —dsal0Par 
del vettore 

si $ A ~  0Bag 
ta = — dal— Gp (Basf) = —Aaf— Bas gir dada + 
(21,5) 


In altre parole, la (21,2), come ci si doveva aspettare, ha la forma 
di un’equazione di continuità nello spazio dei vettori quantità di 
moto; quindi, il numero di particelle che partecipano al processo si 
conserva automaticamente. Il vettore s, invece, rappresenta la 
densità del flusso di particelle nello spazio dei vettori quantità di 
moto. 

Secondo le formule (21,4) i coefficienti nell'equazione cinetica 
si esprimono attraverso le caratteristiche medie degli urti, e in 
questo senso il loro calcolo rappresenta un problema meccanico. In 
Pratica tuttavia non c’è bisogno del calcolo separato dei coefficienti 
Aa e Bag; essi possono essere espressi l'uno in funzione dell'altro 
dalla condizione di annullamento del flusso in equilibrio statistico. 
Nel caso considerato la funzione di distribuzione di equilibrio è 


f = costante. e=P?/2M7, 


dove M è la massa delle particelle del gas pesante e T la temperatura 
del gas fondamentale (leggero). La sostituzione di questa espressione 
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nell'equazione s = 0 dà 


MTA = BaPp- (21,6) 
In tal modo l’equazione cinetica assume la forma 
df (t, p) __d PR ôf 
dt = Ipa | Bas ( MT j+ a PE ) | (21,7) 


Notiamo che i coefficienti nei due primi termini dello sviluppo 
dell’integrale degli urti sono dello stesso ordine di grandezza; ciò è 
dovuto al fatto che la media delle potenze prime delle grandezze a 
segno alternato q, nella (21,4) è legataa uno smorzamento più grande 
che nel calcolo della media delle espressioni quadratiche. I termini 
ulteriori dello sviluppo saranno tutti piccoli rispetto ai primi due. 

L'unico vettore dal quale possono dipendere i coefficienti Bag 
è la quantità di moto p delle particelle pesanti. Ma se le velocità di 
queste particelle, p/M, sono in media piccole rispetto alle velocità 
delle particelle leggere, allora le particelle pesanti si possono supporre 
fisse negli urti; in questa approssimazione le grandezze Bag saranno 
indipendenti da p. In altre parole, il tensore Bag si semplifica 
nello scalare costante B, 


41 
Bap=B8ao, B= | 00, 9) dg, (21,8) 
e l'equazione (21,7) diventa 
ôf _ ô p ôf | 
a 7B dp (5 f+ a (21,9) 


Notiamo la somiglianza formale dell'equazione (21,7) con l'equa- 
zione di diffusione in un campo esterno, il che è più evidente nella 
formula (21,9). Ricordiamo che l'equazione di diffusione ha la forma 


de = div(DVe—beF), 


dove c è la concentrazione dell’impurità, F è la forza agente su una 
particella di essa da parte del campo esterno, D il coefficiente di 
diffusione, b la mobilità. I processi descritti dall’ equazione (21,9) si 
possono chiamare diffusione nello spazio dei vettori quantità di 
moto, in cui B è il coefficiente di diffusione; il legame tra i coeffi- 
cienti nei due termini a secondo membro della (21,9) è analogo alla 
nota relazione di Einstein tra il coefficiente di diffusione e la mobi- 
lità: D = bT (si veda VI, § 59). 

L'equazione cinetica della forma (21,2), nella quale i coefficienti 
sono definiti in funzione delle caratteristiche medie degli atti ele- 
mentari in base alla formula (21,4), si chiama equazione di Fokker- 
Planck (A.D. Fokker, 1944; M. Planck, 1917). Le proprietà specifiche 
delle variabili pą come quantità di moto delle particelle non hanno 
avuto alcun ruolo nella deduzione. È chiaro perciò che un'equazione 
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dello stesso tipo sarà valida anche per le funzioni di distribuzione Í 
di altre variabili, a condizione che siano soddisfatte le ipotesi sulle 
quali è basata la deduzione: variazione relativamente piccola delle 
grandezze negli atti elementari e linearità rispetto a f dell'operatore 
integrale che esprime la variazione della funzione in seguito a questi 
atti. 

Ricordiamo a titolo di esempio un altro caso: quando un gas 
leggero costituisce una piccola impurità in un gas pesante. Per urti 
con le particelle pesanti la quantità di moto di una particella leggera 
varia fortemente in direzione e poco in valore assoluto. Sebbene 
l'equazione (21,7) a queste condizioni sia ‘già inapplicabile alla 
funzione di distribuzione del vettore quantità di moto delle parti- 
celle p del gas leggero, un'equazione analoga si può stabilire per la 
distribuzione del solo valore assoluto p. Se la funzione di distribu- 
zione è riferita sempre all'elemento dello spazio d*p (in modo che 
il numero di particelle con grandezza p nell’intervallo dp è 
f (t, p)-4np® dp), l'equazione di Fokker-Planck sarà valida per la 
funzione 4np?f riferita all'elemento dp 


dfp? _ ð ô 
=a p {fp°A +8 >» ip} . 


ossia 
ô 1 d B 0 
dip {Mt P) (24,10) 
dove . 
1 X (êp? i 
B=+ E7 ù (21,11) 


L'espressione tra parentesi graffe rappresenta il flusso radiale s 
nello spazio dei vettori quantità di moto, che deve annullarsi con 
la distribuzione di equilibrio 


f = costante -e-2°/2mT 
(dove m è la massa della particella leggera e T la temperatura del 


gas pesante fondamentale). Questa condizione lega le grandezze A 
e B, per cui l'equazione cinetica (21,10) assume la forma 


ô 1 ôp? 9 
UL e s(Ari+ir). CD 


PROBLEMI 


1. Determinare il coefficiente di diffusione nello spazio dei vettori quantità 
di moto (2 nell'equazione (21,9)) in seguito all’aggiunta di gas pesante in un 
gas leggero, supponendo le velocità delle particelle pesanti piccole rispetto 
a quelle delle particelle leggere. 

Soluzione. Come si dice nel testo, per queste ipotesi nel calcolo della tra- 
smissione della quantità di moto si può supporre fissa la particella pesante e 
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trascurare la variazione della sua energia per l'urto. La variazione per la parti- 
cella pesante si calcola in questo caso come variazione della quantità di moto 
(coincidente con essa) della particella leggera: (Ap)? = 2p’? (1 — cos a), dove p’ 
è il valore relativo alla particella leggera e œ l'angolo di rotazione per diffu- 
sione. Di qui abbiamo 


DI (Ap) = di f 2p'2 (1— cos a) Nv’ do 


(dove N è la densità del numero di particelle del gas leggero) e infine 


N 
= —— ‘13 
B 3m {p'301), 


dove o; = f (1 — cos a) do è la sezione di trasporto e la media si calcola ri- 


spetto alla distribuzione delle particelle del gas leggero. 

2. Determinare la mobilità di una particella pesante in un gas leggero 
mediante l'equazione di Fokker-Planck. 

Soluzione. In presenza di un campo esterno, a primo membro dell’equazione 
(21,9) si aggiunge il termine F ôf/ôp, dove F è la forza agente sulla particella, 
Supponendo piccola questa forza, cerchiamo la soluzione stazionaria dell’equa- 
zione nella forma f = fo -+ ôf, dove fa è la distribuzione di Maxwell e ôf < fi. 
Per ôf troviamo l'equazione 

d ô ôf p p fo 
ci 5 ( dp | MT 55)= ap 
Di qui 
ô ôf p = 
B (S HHT d)=Ffo 
e in seguito ôf = fọFp/B. La mobilità b è il coefficiente nell’uguaglianza 
v= I 6f-v d3p=bF. 


Il calcolo dell’integrale dà 
pZ mT 


BU Nop?) 
in accordo con la formula (12,4). 


$ 22. Gas debolmente ionizzato in un campo elettricu 


Consideriamo un gas ionizzato che si trova in un campo elettrico 
omogeneo E. Il campo viola la distribuzione d’equilibrio degli elettro- 
ni liberi nel gas e crea in esso una corrente elettrica. Deduciamo 
l'equazione cinetica che definisce la distribuzione di elettroni 1). 

lonizzazione debole significa che la concentrazione di elettroni 
(e di ioni) nel gas è piccola. Perciò a giocare il ruolo principale sono 
gli urti degli elettroni con le sole molecole neutre; gli urti reciproci 


1) La teoria esposta in questo paragrafo appartiene a B.I. Davydov (1936). 
La formula limite (22,18) è stata dedotta ancora prima da M.e J. Druyvesteyn 
(1930). 
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tra gli elettroni (e con gli ioni) si possono trascurare. Supporremo, 
inoltre, che l'energia media acquistata dagli elettroni nel campo 
elettrico (anche se il campo è forte; si veda più avanti) sia insuffi- 
ciente per eccitare o ionizzare le molecole; in questo caso gli urti tra 
elettroni e molecole si possono supporre elastici. 

Poiché la differenza tra le masse elettroniche m e le masse mole- 
colari M è grande, la velocità media degli elettroni è superiore alla 
velocità media delle molecole. Per la stessa ragione la quantità di mo- 
to dell'elettrone in seguito a un urto varia molto in direzione e poco 
in valore assoluto. Per queste ipotesi l'integrale degli urti nell’equa- 
zione cinetica si divide nella somma di due termini, che rappresen- 
tano le variazioni del numero di particelle in un elemento dello 
spazio dei vettori quantità di moto dovute rispettivamente alla 
variazione del modulo e della direzione; il primo di questi termini 
può essere rappresentato nella forma differenziale di Fokker-Planck. 

In forza della simmetria attorno alla direzione del campo, la 
funzione di distribuzione dipende (oltre che dal tempo) da due sole 
variabili: dal valore assoluto della quantità di moto p e dall'angolo 
0 tra p = mv e la direzione di E (presa come asse 2). L'equazione 
cinetica per la funzione f (t, p, 9) ha la forma !) 


ô d 1 ð 
dope dip 


+Nv È if (t, p, 0)—f(t, p, 0)1do, (22,1) 
dove 


v af DI (Ap)? 
Bla) E 
Il primo termine a secondo membro della (22,1) corrisponde al secon- 
do membro dell'equazione di Fokker-Planck (21,12). Il secondo ter- 
mine, invece, è l'integrale degli urti rispetto alla variazione della 
direzione della quantità di moto. In questo integrale le molecole si 
possono supporre fisse (N è la densità del loro numero); allora il 
numero di urti, cui è soggetto l’elettrone nell'unità di tempo e che 
cambiano la direzione della quantità di moto da 0 a 0’ (o da 0' a 9), 
è Nv do, dove do è la sezione di diffusione dell'elettrone sulla mole- 
cola fissa, dipendente da p e dall’angolo œ formato da p e p' (si sup- 
pone che la media della sezione sia già calcolata rispetto alle orien- 
tazioni della molecola). 
Considereremo più avanti lo stato stazionario con funzione di 
distribuzione indipendente dal tempo, per cui il termine df/dt nel- 
l'equazione (22,1) sarà omesso. 


1) In questo libro e esprime ovunque una grandezza positiva, cioè il valore 
assoluto della carica elementare. La carica dell'elettrone è, quindi, —e. 
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Per calcolare la grandezza B ricorriamo all’ uguaglianza 
(v= V} = (v — VP, 


che esprime la costanza del modulo della velocità relativa di due 
particelle per urto elastico (v, V e v’, V’ sono le velocità iniziali e 
finali dell’elettrone e della molecola). La variazione della velocità 
della molecola è piccola rispetto a quella dell’elettrone: AV = 
= —m Av/M; perciò dopo aver sviluppato l'uguaglianza scritta 
si può porre V = V’. Allora 


2V(v_-vw)=w—- v? x w Av, 


dove Av == v —v' è una grandezza piccola. Quindi, 


2 
(Ap)? = m? (Av)? = 22 [(V v) + (Vv’)?— 2 (Vv) (Vv’)]. 
La media di questa espressione si calcola in due tappe. Prima di tutto, 
calcoliamo la media rispetto alla distribuzione (di Maxwell) delle 
velocità molecolari V. Essendo questa distribuzione isotropa, abbia- 
mo (VaVg) = ĉap (V?)/3, e il quadrato medio è (V?) = 3T/M. 
Perciò otteniamo 

2 


(Ap) =- 


Ora si deve calcolare la media rispetto agli urti cui è soggetto l’elet- 
trone nell’unità di tempo; ciò si realizza integrando rispetto a Nv do: 


A (+v? — 2vv') æ% Cai (1— cosg). (22,2) 


N m?vo;T T 
B= = D 3 (22,3) 
dove 0; = |(1 — cos a) do è la sezione di trasporto e / la lunghezza 
del cammino libero medio, definito come 
= 1/No; (22,4) 


(nel caso generale l è una funzione di p). Quindi, il flusso che figura 
nella (22,1) vale 
= r (+T). (22,5) 
Notiamo che secondo la (22,2) la variazione di energia dell’elet- 
trone per un urto è Ae ~v Ap~ T (m/M)! ~ e (m/M)!2. Perciò 
una variazione sensibile di questa energia si verifica soltanto in 
seguito a ~M/m urti, mentre la direzione della quantità di moto 
cambia notevolmente già per un solo urto. In altre parole, il tempo 
di rilassamento rispetto alle energie degli elettroni è Te ~ t/m, 
dove tp ~ l/v è il tempo di rilassamento rispetto alle direzioni delle 
quantità di moto. 
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Si deve trasformare nelle variabili peo anche il primo membro 
dell'equazione (22,1): 


ôf Le ôf e ôf sen? 8 ôf \ 
ES =eE Gp = E | cos 0 -5 +00 36050 |° (22,6) 


La soluzione dell’equazione cinetica così costruita si può cercare 
sotto forma di sviluppo in polinomi di Legendre: 


f (Pa 0)= $) fn (P) Py (cos@). (22,7) 


Vedremo più avanti che i termini successivi di questo sviluppo de- 
crescono rapidamente come ordine di grandezza. Perciò è sufficiente 
limitarsi ai due primi termini dello sviluppo 


Í (p, 8) = fo (p) + f (p) cos 8. (22,8) 
Con la sostituzione della (22,8), l'integrale nella (22,1) dà 


f [f (p, 9) —f (p, 0)] do = — f,0; cos 0 


‘(si veda la trasformazione dello stesso integrale nella (11,1)), dopo 
di che l’equazione cinetica assume la forma 

— eE [Ki cos8.+ fi cos? 0 +É- sen? 8 ] + È (Sop?) +7 h cos0=0, 
dove l'apice significa la derivazione rispetto a P; qui è omesso il 
termine p-? (s,p*)' cos 8 che è piccolo automaticamente (nel rapporto 
~m/M) rispetto al termine (v/,/1) cos 0 (le So € $, sono l’espressione 
(22,5) con fo 0 fi al posto di f). Moltiplicando questa equazione per 
Pa = í o P, = così ed integrandola rispetto a d cos 0, otteniamo 
due equazioni: 


TPS =, S= ir (+ mpTf)—<E i, (22,9) 


h= pi, (22,10) 


L'espressione S rappresenta la densità del flusso di particelle 
nello spazio dei vettori quantità di moto, modificato dal campo 
elettrico. Dalla (22,9) segue che S = costante/p*. Ma il flusso S 
deve essere finito per tutti i valori P; perciò costante = 0. Sosti- 
tuendo ora f, dalla (22,10) nell'equazione S = 0, troviamo l’equazio- 
ne che definisce la funzione f, (p): 


È...) E)? M ` ; 3 
> [pT -+ £ Da J&+ È fy=0. (22,11) 


Finora non abbiamo avanzato nessuna ipotesi sulla forma della 
funzione / (p), e l'integrale dell'equazione del primo ordine (22,11) 
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può essere scritto con una funzione /(p) arbitraria. Per ottenere 
risultati più concreti supponiamo l = costante, il che equivale al- 


l'ipotesi che la sezione 0; sia indipendente dalla quantità di moto 1). 
Allora l'integrazione dell’equazione (22,11) dà 


fo(p)= costante. (+5) e-HI, (22,12) 


dove 


El M 
TV sai 


Per la funzione f, (p) dalle (22,10) e (22,12) abbiamo 


na m ye/T 
f= — fo M e/T+-y2/6 * (22,14) 
La grandezza y è un parametro che caratterizza il grado di influs- 
so del campo sulla distribuzione degli elettroni. Il caso limite di 
campi deboli corrisponde alla disuguaglianza y & 1. In prima ap- 
prossimazione fo (p) si riduce in questo caso alla distribuzione imper- 


turbata di Maxwell (fo œ eT, e = 37/2), e 
= fo K1. (22,15) 


La corrente elettrica generata nel gas è definita dalla mobilità 
elettronica 


- 


z 1 1 ; 
= =EN f v cos 8- f dp = — BEN; f vfi dè p (22,16) 


(N. è la densità del numero di elettroni) 2), Un semplice calcolo, con 
fı ottenuta dalla (22,15), dà per la mobilità in un campo debole 


23/21 


bo = 307 (my2 


(22,17) 
Come ci si doveva aspettare, questa espressione verifica la relazione 
di Einstein D = bT, dove D è il coefficiente di diffusione (11,10). 

Il significato della disuguaglianza y & 1, quale criterio di debo- 
lezza del campo diventa chiaro dalle considerazioni semplici seguenti. 
È evidente che l'influenza del campo sulla distribuzione degli elet- 
troni sarà debole finché l'energia acquisita dall’elettrone durante 


1) In ogni caso ciò è valido per temperature degli elettroni sufficientemente 
basse, poiché per particelle lente la sezione tende a un limite indipendente dal- 
l'energia (si veda III, $ 132). 

2) Notiamo che per l’ortogonalità di due diversi polinomi di Legendre, fra 
tutti i termini dello sviluppo (22,7) un contributo all'integrale di normalizza- 
zione p dà il solo termine fọ, e un contributo a v, è fornito dal solo termine 
fı cos 0. 
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il suo cammino libero è piccola rispetto all'energia da esso ceduta 
a un atomo in seguito a un urto. La prima di queste energie è eEl, 
e la seconda 


ôe ~ VôP ~ Vp~ y TVTu 


{P e V sono la quantità di moto e la velocità dell’atomo; la variazione 

ôP è dell'ordine di grandezza della quantità di moto dell'elettrone). 

Il confronto di ambedue le espressioni fornisce il criterio cercato. 
Nel caso contrario di campi forti (y > 1) troviamo 1) 


3e2 BAN 
fo (p)=Aexp(--S7r) > A=- Tm (22,18) 
f,=-6V AI (22,19) 
L'energia media degli elettroni è 
= 2 2M 5 M 
eV S (T) eE y E, (22,20) 


e la loro mobilità 
= 4T (5/4) 11/2 
b= 33/#72/2 (mM) (eE)1/% (22,21) 
Resta da precisare il criterio di convergenza dello sviluppo 
(22,7). A tal fine osserviamo che i termini successivi sono legati, 
come ordine di grandezza, dalla relazione 


E , 
cola Tin (22,22) 


(dopo la sostituzione della (22,7), la moltiplicazione per P, (cos 0) 
e l'integrazione rispetto a d cos 0, a primo membro dell’equazione 
cinetica resta il termine con fn -1 e nell’integrale degli urti soltanto 
quello con fn). Per y & 1 l'energia media dell'elettrone vale e~ T 
e dalla (22,22) ricaviamo 


f eEl m \1/2 
"Sigla. <a) <1. 


Nel caso di campi forti, quando y> 1, l'energia media vale e ~ 
~ eEl (M/m)? in modo che riotteniamo 


fnlin- vai (m/M)/ Ki. 


1) È più semplice ottenere la formula (22,18) risolvendo di nuovo l’equa- 
zione (22,11) (ponendo 7 = 0) anziché mediante un passaggio al limite nella 
2,12). 
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Quindi, la convergenza dello sviluppo è garantita dalla piccolezza 
del rapporto m/M *). 


$ 23. Fluttuazioni in un gas debolmente ionizzato 
non in equilibrio 


Consideriamo qui le fluttuazioni della funzione di distribuzione 
degli elettroni in uno stato stazionario di non equilibrio di un gas 
debolmente ionizzato; il gas è spazialmente omogeneo e si trova nel 
campo elettrico omogeneo costante E. 

Ci interesseremo alla sola correlazione temporale e non spaziale 
delle fluttuazioni. Allora ha senso introdurre al posto della funzione 
esatta (fluttuante) dipendente dalle coordinate, la funzione 


a p= | i0 dz (3,1) 


la cui media si calcola su tutto il volume del gas (in questo paragrafo 
la indicheremo con f, senza l'argomento r); questa funzione fluttua 


unicamente con il tempo. La funzione f (p), invece, rispetto alla quale 
fluttua f, rappresenta la distribuzione (22,8) trovata al paragrafo 
precedente. 

Per il sistema considerato presentano interesse particolare non 
tanto le fluttuazioni della funzione di distribuzione in se stessa, 
quanto le fluttuazioni della densità di corrente elettrica j legate ad 
esse. I correlatori di queste grandezze sono interconnessi dalla for- 
mula evidente 


(Öja (1) Sje (0) = e? | (F (t, p) 6 (0, P) vavi pap, (23,2) 


dove ovviamente dj rappresenta la fluttuazione media della densità 
di corrente, calcolata su tutto il volume del gas °). 

La soluzione del problema per un gas non in equilibrio è basata 
sul metodo generale dato al $ 20 3). 

Secondo questo metodo, il correlatore (ôf (t, p) ôf (0, p')) soddisfa 
(rispetto alle variabili t e p) l'equazione cinetica (22,1) che, quindi, 
svolge il ruolo della (20,13) del metodo generale. Oltre a questo corre- 


1) Notiamo, tuttavia, che le correzioni f,, f3, . . . non si potrebbero definire 
mediante l'equazione (22,1), poiché in quest'ultima è stata usata l’approssima- 
zione di Fokker-Planck, in cui le grandezze di potenza più elevata in m/M sono 
state già trascurate. 

2) Questa media corrisponde all’impostazione dell’esperimento in cui si . 
misurano le fluttuazioni della corrente totale nel gas: la fluttuazione della cor- 
rente totale è uguale alla fluttuazione della densità media di corrente in una data 
direzione, moltiplicata per la sezione del campione. 

3) Lo studio di questo problema da parte di P.J. Price (1959) fu il primo 
esempio di calcolo delle fluttuazioni in un sistema non in equilibrio. Diamo qui 
il metodo proposto da V.L. Gurevié e R. Katiljus (1965). 
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latore, la stessa equazione è verificata anche dalla funzione 
g (t, p)= | (61(%, p) f (0, p) v dp, (23,3) 


mediante la quale si esprime, a sua volta, il correlatore della corrente 
cercato: 


(ja (t) Sja (0)) =€? {go (t, P) va dp. (23,4) 
Abbiamo così l'equazione 
ôg Sig A Dea 
ae (Ea) ea 1P8(78+)] 
—Nv {{g(, p, 0)—g(t, p, 8)]do (23,5) 


con B ottenuto dalla (22,3). 

L'equazione cinetica (22,4) tiene conto degli urti tra elettroni e 
molecole, ma non tra i soli elettroni. Perciò qui non esiste un mec- 
canismo che stabilisca la correlazione simultanea tra elettroni con 
quantità di moto diverse, e la condizione « iniziale » per la funzione 
g (t, p) sarà la stessa che in stato di equilibrio. Poiché trattiamo la 
fluttuazione della funzione di distribuzione, la cui media è calcolata 
su tutto il volume del gas, dobbiamo tener conto della costanza del 
numero di particelle (elettroni) !). Per questa ipotesi in accordo con 
la (20,17) abbiamo 


(85 (0, p) 55 (0, p)=[7M8(p-)---70)70)] 


(Ne è la densità di elettroni), da cui per la funzione iniziale rica- 
viamo 


g(0, p=-57f (p) (v— Y), (23,6) 


dove V è la velocità media degli elettroni nello stato con distribu- 


zione f (p). La velocità V è diretta, ovviamente, lungo il campo E; 
scriviamola nella forma 


= —ebE, (23,7) 


1) Interessandoci la sola influenza sulle fluttuazioni dello stato di non equi- 
librio, legato alla presenza di un campo, trascuriamo le fluttuazioni del numero 
totale di elettroni, dovute a processi di ionizzazione e di ricombinazione. A rigo- 
re, queste fluttuazioni possono non esistere nel caso in cui tutti gli elettroni 
siano formati da impurità con piccolo potenziale di ionizzazione; allora il nume- 
ro totale di elettroni coincide semplicemente con il numero totale di atomi delle 
impurità. Si trascurano anche le fluttuazioni della concentrazione di molecole 
neutre. La fluttuazione relativa di questa concentrazione è piccola a priori 
rispetto a quella per gli elettroni, poiché la concentrazione di elettroni è notevol- 
mente inferiore alla concentrazione di molecole. 
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dove b è la mobilità. La costanza del numero totale di elettroni 
significa anche che fo d'p = 0 e perciò 


| gë, pdp=0. (23,8) 


Seguendo il metodo descritto al $ 19, applichiamo all’equazione 
(23,5) la trasformazione unilaterale di Fourier, cioè la moltipli- 
chiamo per ®t e la integriamo rispetto a # nell’intervallo da 0 a co. 
Inoltre il termine et®t dg/dt si trasforma per parti tenendo conto 
della condizione iniziale (23,6) e della condizione g (00, p)= 0. 
Come risultato otteniamo l’equazione 


š d 1 ô mT p3 v dg(+) 
niogt e (E g) et (et) J+ 
+e | ig” Mg P) do= r F vV) (23,9) 
dove i 
g™ (o, pj= | eivig (t, p) dt. (23,10) 
0 


In virtù della (23,8) questa equazione deve essere risolta per la 
condizione supplementare 


| e (0, p)d’p=0. (23,11) 


Trovata la soluzione dell equazione (23,9), lo sviluppo spettrale 
cercato del correlatore delle correnti si può trovare mediante una 
semplice integrazione. Scriviamo infatti 


Gialolo= | di | et (8f (t, p) ôf (0, pP) vavi dp dp' 


e, agendo in seguito analogamente alla deduzione della (19,14), ot- 
teniamo 


Gajdo =e | (E8? (0, p) va +82 (—0, pv} dp. (23,12) 


Per rendere più concreto il ragionamento, supporremo più avanti 
la lunghezza del cammino libero / costante. In stato di equilibrio, 
quando non esiste campo elettrico, la funzione f è la distribuzione 
di equilibrio di Maxwell f, (p). Allora la soluzione dell’equazione 
(23,9) si scrive 


__P fold) 1 
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il che è facile capire osservando che 
| p-p) do =op. - (28,14) 


Se tp K 1 (dove tp ~ l/vr è il tempo di rilassamento nelle dire- 
zioni della quantità di moto), allora nella (23,13) si può trascurare 
il termine —iol/v al denominatore. Il calcolo dell’integrale (23,12) dà 


ai T 
(Jajalo =" Sap (23,15) 


dove o = e°N.b, è la conduttività del gas in un campo debole, bo 
la mobilità in un campo debole data dalla formula (22,17). Il risul- 
tato (23,15) corrisponde, ovviamente, alla formula generale di 
Nyquist per le fluttuazioni d’equilibrio di una corrente (si veda IX, 
$ 78). Consideriamo infatti un volume cilindrico di gas lungo l’asse z. 
Poiché la densità media di corrente è stata già calcolata su tutto il 
volume, la corrente totale è J = j,S, dove S è l’area della sezione 
del cilindro. Allora dalla (23,15) ricaviamo 


2T0S2 2T0S 2T 
(P=Fo=17-=, (23,16) 


dove L = 7°/S è la lunghezza del campione e R = Z/oS la sua 
resistenza 1). 

Per E# 0 l'equazione (23,9) si risolve con il metodo delle ap- 
prossimazioni successive, analogamente alla soluzione dell’ equazione 
(22,6). Ma mentre l’equazione (22,6) definiva una funzione scalare, 
l'equazione (23,9) è scritta per una funzione vettoriale. I primi 
termini dello sviluppo di questa funzione (dipendente da due vettori, 
ossia dalla costante E e dalla variabile p) li scriviamo nella forma 


8 (0, p) = (0, P)n +e {£o (0, p) + neg, (0, P)}, (23,17) 
dove g, < go (qui n= p/p, e = E/E). La funzione f (p), invece, vale 
F (P) = Jo (p) + nef,(p) (23,18) 


con fo e fi = eElfo/v calcolate al paragrafo precedente. 

Poniamo le (23,17-18) nell'equazione (23,9) e separiamo in essa 
i termini pari e dispari rispetto a p. Ponendo di nuovo @tp < 1, 
otteniamo riunendo i termini dispari 


F Ign 
+ {fn + ge (ne)}—e (e) eE = 19; 


1) Confrontando con la formula (78,1) in IX, si deve tener conto che žo €< 
< T eche in virtù della condizione tp < 1 non esiste dispersione della condut- 
tività, cosicché Z = R. 
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qui abbiamo omesso i termini piccoli a priori (nel rapporto m/M) 
rispetto a quelli scritti. Di qui 


h (P) =- fo (P) g (o, pmt dl. (23,49) 

Quanto ai termini pari rispetto a p, essi devono verificare l’equa- 

zione (23,9) soltanto dopo il calcolo della media lungo le direzioni P, 

in quanto l'espressione (23,17) fornisce unicamente i primi termini 

dello sviluppo della funzione cercata. Dopo un calcolo semplice (uti- 

lizzando le espressioni (23,19)) otteniamo la seguente equazione per 
la funzione g, (©, p): 


; 1 ð 1 2eEl 
—iogo t-r gp (PS) = {eEbfo t E 2 pfo}, (23,20) 


dove 


go ) eE?lm ôg 


4 
S= —  (P°g0+mpT dp 3p  ôp 


Questa. equazione va risolta per la condizione supplementare 
f 80(0, p) dp=0, (23,24) 


alla quale si riduce la (23,11) sostituendovi la (23,17). 

In base alla funzione nota g‘* il correlatore della corrente cer- 
cato è definito dalla formula (23,12). Sostituendovi lo sviluppo 
(23,17) e con una semplice trasformazione mediante la (23,19) si 
ottiene 


eri Ze? 
(jaiplo = bas 377 { vfo p= 
2le? d3 
—EEs Sr | [Zo (0 P) +g (— 0 pile. (23,22) 


Il termine —iog, nell'equazione (23,20) diventa essenziale per 
© ~ mu/MÌ, cioè per ot: ~ 1, dove Te è il tempo di rilassamento 
rispetto alle energie degli elettroni. Quindi, a partire da queste 
frequenze inizia la dispersione delle fluttuazioni della corrente. 

Nel caso generale l'equazione (23,20) è molto complicata. Per 
illustrarla limitiamoci al caso di frequenze piccole, OTe L 1, e di 
campi forti, soddisfacenti la condizione y > 1, dove y è il parametro 
(22,13). In virtù dell’ultima condizione la funzione fo (p) è definita 
dall'espressione (22,18). Il calcolo dell’integrale del primo termine 
nella (23,22) dà 

23/2 Nee?l eEl \4/2 { M \1}h 
Sag 3554F (3/4) 7° (SF) (+) x 
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Nel secondo termine della (23,22) limitiamoci a una stima letterale. 
Dall’equazione (23,20) (senza il termine —iogo) ricaviamo ‘la stima 


eEl?M 
Eo ~ goa fo 


In seguito si trova la seguente stima dell’integrale: ni 


p P Ta 


Come risultato otteniamo per il correlatore della corrente l'espres- 
sione 


aio = 55 (E) (4)! [0,68,,-BSE2], (23,23) 


m 


dove p ~ 1 è una costante numerica. 


$ 24. Ricombinazione e ionizzazione 


Per stabilire il grado di equilibrio della ionizzazione in un gas 
parzialmente ionizzato si ricorre ai vari atti elementari di ionizza- 
zione da urto e di ricombinazione inversa delle particelle cariche 
collidenti. Nel caso più semplice, in cui nel gas (oltre agli elettroni) 
esiste una sola specie di ioni, il processo con cui si stabilisce l'equi- 
librio di ionizzazione è descritto da un'equazione della forma 


-u =B aN, N, (24,1) 


Qui B è il numero di elettroni che si formano in 1 s in 1 cm? (per 
urti tra atomi neutri o per ionizzazione di atomi causata da fotoni); 
questo numero non dipende dalle densità esistenti di elettroni N e 
e di ioni N;. Il secondo termine dà la diminuzione del numero di 
elettroni dovuta alla loro ricombinazione con gli ioni; la grandezza a 
si chiama coefficiente di ricombinazione. f 

Il processo di ricombinazione, di solito, è assai lento rispetto agli 
altri processi, con i quali si stabilisce l'equilibrio nel plasma. Il 
fatto è che la formazione di un atomo neutro per l'urto tra uno ione 
e un elettrone richiede che l'energia liberata (l’energia di legame 
dell’elettrone nell’atomo) sia trasportata via. Questa energia può 
essere irradiata sotto forma di fotone (ricombinazione radiante); 
in questo caso la lentezza del processo è dovuta al fatto che la pro- 
babilità quantoelettromeccanica di irraggiamento è esigua. L'energia 
liberata può anche essere trasmessa a una terza particella, cioè a 
un atomo neutro; in questo caso la lentezza del processo è dovuta 
alla piccola probabilità di urti tripli. Tutto ciò rende opportuno 
studiare la ricombinazione nelle condizioni in cui la distribuzione 
di tutte le particelle può essere considerata del tipo di Maxwell. 
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In stato di equilibrio la derivata dN./di si annulla. Ne segue che 
le grandezze a e f nella (24,1) sono legate mutuamente dalla rela- 
zione 


B = aNoeNon (24,2) 


dove Noe e Noi sono le densità di equilibrio di elettroni e di ioni, 
dele dalle formule termodinamiche corrispondenti (si veda V, 
$ 104) 1). 

Il coefficiente di ricombinazione radiante si calcola direttamente 
rispetto alla sezione di ricombinazione Orie per l’urto di un elettrone 
con uno ione fisso (si può trascurare la velocità dello ione rispetto 
a quella dell'elettrone), 


a = (Vertice) (24,3) 


dove la media si calcola rispetto alla distribuzione di Maxwell delle 
velocità dell'elettrone ve (si veda il problema 1). 

La ricombinazione radiante è importante, tuttavia, soltanto in 
un gas sufficientemente rarefatto, quando gli urti tripli tra le parti» 
celle si possono completamente trascurare. In un gas meno rarefatto 
il meccanismo fondamentale è rappresentato dalla ricombinazione 
con partecipazione di una terza particella, cioè di un atomo neutro. 
Ora, consideriamo questo meccanismo in dettaglio. 

L’energia dell’elettrone nell’urto con gli atomi cambia a piccole 
porzioni. Perciò il processo di ricombinazione inizia con il for- 
marsi di un atomo fortemente eccitato, e negli urti successivi di 
questo atomo si verifica una « discesa » graduale dell’elettrone a 
livelli sempre più bassi. Questo carattere del processo consente di 
considerarlo come « diffusione rispetto all’energia » dell’elettrone 
catturato e, quindi, applicare ad esso l'equazione di Fokker-Planck 
(L.P. Pitaevskij, 1962). 

Introduciamo la funzione di distribuzione delle energie (negative) 
e degli elettroni catturati. Il ruolo principale lo svolgerà, natural» 
mente, la « diffusione » rispetto alla regione di energie jela 7. 
Ricordiamo, a questo proposito, che la temperatura va supposta qui 
in ogni caso piccola rispetto al potenziale di ionizzazione degli 
atomi J; per T ~ I il gas sarebbe praticamente tutto ionizzato (si 
veda V, $ 104). 

L'equazione di Fokker-Planck è 


dd, s=-BSL_4f, (24,4) 


Come al solito, il coefficiente A si può esprimere in funzione di B 
con la condizione s = 0 per f = fo, dove fẹ è la distribuzione di 


1) Nel caso della ricombinazione radiante, lo stato di equilibrio pressuppo- 
ne anche l'equilibrio dell’irraggiamento nel plasma. 


APPROSSIMAZIONE DIFFUSIONALE 134 


equilibrio. Dopo questa operazione il flusso s assume la forma 
£ 
fe ` 
ll «coefficiente di diffusione » B (e) è definito secondo la regola 
generale come 


s= — Bf- (24,5) 


SI (Ae)? 
Bee, (24,6) 
dove Ae è la variazione dell’energia di eccitazione dell'atomo in 
seguito all’urto con un atomo non eccitato; il calcolo di B (e) secondo 
questa formula si riduce alla soluzione del problema meccanico 
dell'urto e all’ulteriore calcolo della media rispetto alla velocità 
dell'atomo non eccitato (si veda il problema 2). 

Per trovare la funzione f(e) osserviamo che la distribuzione 
d’equilibrio delle quantità di moto e delle coordinate dell'elettrone 
in un campo coulombiano di carica ze (carica dello ione) è data dalla 
formula di Boltzmann 


fo (P, 1) = (2amT) Meat, s= de (24,7) 


(per la sua normalizzazione si veda più avanti); il moto dell'elettrone 
per |e|]- T &I è quasi-classico, ciò che permette di usare per 
l'energia e la sua espressione classica. Quindi, la funzione di distri- 
buzione di e si scrive 


fo (€) de = (2nmT)-8/2 el e UTI (e) de, (24,8) 


dove 1 (e) è il volume dello spazio delle fasi corrispondente all'in- 
tervallo de 


t(e)= f ô (lel +1 se ) d°x d3p, (24,9) 
Sostituendovi d'z d'p = 4nr? dr-4np? dp e integrando, otteniamo 
(e) = VERE (24,10) 


Per formulare le condizioni che definiscono la soluzione per noi 
necessaria delle equazioni (24,4-5), è comodo supporre che la densità 
esistente di elettroni N, > Noe; allora nella (24,1) si può trascurare 
la velocità di ionizzazione f in modo che la diminuzione di N, 
sarà definita dalla sola ricombinazione. In queste condizioni il valore 
costante del flusso s nella soluzione stazionaria dell'equazione 
(24,4) fornisce immediatamente il valore del coefficiente di ricom- 
binazione (s = costante = —a), purché la funzione f (e) sia nor- 
malizzata in modo appropriato. Precisamente, ai livelli più alti 
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(1 e-l] « 7) gli elettroni sono in equilibrio con gli elettroni liberi; 
ciò significa che deve essere 
DE da, f(e)fo (e) —1 per |e|>0, (24,11) 


e inoltre la.normalizzazione di fg (€) deve corrispondere a un elettrone 
libero nell’unità di volume (cioè che è stato realizzato nella (24,7)). 

Per trovare la seconda condizione al contorno (per e + —o0) 
osserviamo che la distribuzione sui livelli interni dell’atomo eccitato 
non è perturbata dalla presenza di elettroni liberi e non dipende dal 
loro numero; essa è proporzionale al numero d’equilibrio Ne e non 
al numero effettivo Ne. Per la condizione N. > Noe questa situa- 
zione è espressa dalla condizione al contorno 


DE: -` f (efo (e)—0 per |e |> co. (24,12) 
Integrando l'equazione s = costante con la condizione al contorno 
(24,11) abbiamo 


d |e] 
Bi +4. 


lel 
= costante { 
0 


>| 


La costante coinciderà con —a se essa è definita in modo tale che 
sia soddisfatta la condizione (24,12). Troviamo così finalmente 


4 faire 27% ( e-leUTlejsp 
= {ae | tato dle (24619) 
0 


Questa formula si riferisce al processo in cui il « terzo corpo » è 
un atomo non eccitato. Se il gas è già fortemente ionizzato (il che è 
compatibile, tuttavia, con la condizione T < I) e sufficientemente 
denso, il ruolo principale può passare alla ricombinazione, con la 
partecipazione di un secondo elettrone quale terzo corpo. Allora la 
velocità di ricombinazione diventa proporzionale a NîN;, in modo 
che il coefficiente di ricombinazione, definito come prima dalla 
(24,1), sarà proporzionale esso stesso a Ne. Poiché il rilassamento 
rispetto all'energia per urti tra elettroni si verifica rapidamente, il 
suddetto metodo di calcolo del coefficiente di ricombinazione è 
inapplicabile in questo caso. 


PROBLEMI 


1. Trovare il coefficiente di ricombinazione radiante con la cattura del- 
l'elettrone nello stato fondamentale dell’atomo d’idrogeno, per temperature 
T < I (I = e4m/2h? è il potenziale di ionizzazione dell'atomo d’idrogeno). 

Soluzione. La sezione di ricombinazione di un elettrone lento con il protone 
fisso nel livello fondamentale dell'atomo d’idrogeno è 


230n2 (e?/ħc) a} T? 
Orie = 32,71 .. i mici ? 
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dove v, è la velocità dell'elettrone, ag = h8/me3 è il raggio di Bohr (si veda IV, 
$ 56, formule (56,13) e (56,14)). Il valore medio è (v31) = (2m/nT)1?, In accor- 


do con la (24,3) otteniamo finalmente 
1073/2 23 a3I 1/2 a ya aI 1/2 
210713/ (5) 2 (4) =s (E) 2 (1). 


=i (ae) A \T} © \ke} a \T 


2. Definire il coefficiente di ricombinazione secondo la (24,13), trascurando 
l'influenza del legame dell'elettrone nell’atomo eccitato sul processo del suo 
urto con un atomo non eccitato e supponendo la sezione di trasporto di questi 
urti indipendente dalla velocità. 

Soluzione. Il «coefficiente di diffusione » B (e) si calcola così come al 
$ 22 e vale 


a 


N 
B (e)= -5p Vat (0193). (1) 


Qui N è la densità di atomi nel gas, m la massa dell'elettrone, vat la velocità 
relativa dell'atomo eccitato e non eccitato. Le velocità vat sono distribuite 
secondo Maxwell, con la massa ridotta (47/2, dove M è la massa dell'atomo) 
quale massa della particella; perciò (vàt) = 67/M. Inoltre, p nella (1) rappre- 
senta la quantità di moto dell’elettrone nel campo dello ione; il calcolo della 
media di 0,p5 si effettua sulla regione dello spazio delle fasi dell'elettrone T (e) 
corrispondente a | e| dato. Per 0; = costante troviamo 


o 2 2 32 y2 
(=e {#36 (e1 Pa ida a opm |e. 


Quindi, N 
__ 64V270;N]|e}? 
E 3nM ? x 
e in seguito il calcolo, in base alla (24,13), dà finalmente 
32 V Zr m1/2 (2e9)8 oN 
DE 3M TE . (2) 
È legittimo trascurare il legame dell'elettrone nell’atomo, se la frequenza 


dell’eccitazione generata dall’atomo nell'intorno dell’elettrone (-d/vat, d sono 
le dimensioni atomiche) è grande rispetto alla frequenza di rotazione dell’elettro- 
ne con energia | s| ~ T. Di qui ricaviamo la condizione T < {e2/d) (m/M)/8. 


B 


$ 25. Diffusione ambipolare 


Consideriamo la diffusione di particelle cariche in un gas debol- 
mente ionizzato. Così come al $ 22, il grado di ionizzazione è supposto 
talmente piccolo che gli urti reciproci tra le particelle cariche si 
possono trascurare rispetto ai loro urti con gli atomi neutri. Ma 
anche per queste ipotesi la diffusione di due specie di particelle 
cariche — elettroni e ioni — si verifica in modo non indipendente, 
in quanto in seguito al processo di diffusione si crea un campo elet- 
trico (W. Schottky, 1924). l 

Le equazioni della diffusione hanno la forma di equazioni di con- 
tinuità per elettroni (e) e ioni (i): . 


2Ne 4 divi,=0, 


aN: 


i. + div i;=0, (25,1) 
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dove le densità dei flussi si esprimono in funzione delle densità del 
numero di particelle e dei loro gradienti secondo le formule 


ie = —NobeE — D VN a 
7 = N ;b;eE —_ D; VN;; 5 (25,2) 


De, D; sono i coefficienti di diffusione e be, b; le mobilità degli 
elettroni e degli ioni 1), legati a loro volta dalle relazioni di Einstein 


De = Tbes D; = Tb,, (25,3) 


che esprimono la condizione di scomparsa dei flussi (25,2) in equi- 
librio. Tenendo conto di queste relazioni ed esprimendo l’intensità 


del campo in funzione del suo potenziale (E = —V@), riscriviamo 
le equazioni (25,1) nella forma 
J = Da div [vN vo], (25,4) 
aN : Ni 
=D; div | VN + ÉF vo]. (25,5) 


A queste ultime bisogna aggiungere l'equazione di Poisson per il 
potenziale 


Aq= —4ne (N; — N). (25,6) 


Il sistema di equazioni (25,4-6) si semplifica notevolmente se le 
distribuzioni delle concentrazioni N, e N; sono quasi omogenee. Allo- 
ra nei coefficienti di Yọ nelle (25,4-5) si può porre Na N; & 
= costante = N, ed eliminare ọ mediante la (25,6). Come risultato 
otteniamo 


N 
de = DAN, js (25,7) 
ôN; Ne—N 
TSD [ANR], O) 


dove a-~? = 4ne?N,/T (a è il raggio di Debye degli elettroni o degli 
ioni; si veda più avanti al $ 31). 
Sebbene le sezioni di diffusione degli ioni e degli elettroni siano 
in generale del medesimo ordine di grandezza, i loro coefficienti di 
diffusione sono molto diversi, essendo diverse le velocità termiche 
medie (v7), e cioè 
De tre / IM 


Di Vri m? 


(25,9) 


cosicché De > D;. Questa circostanza conferisce al processo di dif- 
fusione tratti originali. 


1) Poniamo la molteplicità della carica ionica z; = 1, come ciò si verifica, 
di solito, per un piccolo grado di ionizzazione del gas. 
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Consideriamo l’evoluzione di una perturbazione debole delle 
densità elettronica e ionica, le cui dimensioni caratteristiche sono 
L > a. Nello stadio iniziale del processo, finché le parti variabili 
delle densità |SN.|- | 8N: | ~ | êN: — ôN; |, i primi termini 
ai secondi membri delle equazioni (25,7-8) sono piccoli rispetto ai 
secondi termini 


AN, ~ NIL & (SN, — SN )/a?. (25,10) 
Osservando inoltre che in accordo con la (25,9) | AN ;/at |< | 3N eldt | 
abbiamo 


De (GN, ôN), (25,11) 


I (8N,-8N)=— 
da cui 
È ‘De 
8N,—SN;=(S8N.—8N;)o exp (-#3) f 


Di qui si vede che nel tempo t, ~ a?/D, la differenza | SN. — ôN; | 
diventa piccola rispetto alle grandezze stesse ôW, e SN;, vale a dire 
che il gas diventa quasi-neutro. 

Lo stadio successivo del processo consiste nell evoluzione della 
distribuzione degli elettroni verso quella di equilibrio (per una di- 
stribuzione di ioni assegnata) definita dalla condizione di annulla- 
mento del secondo membro della (25,7): 


8N, — ôN; =a? AN, ~ aè AN ~ -r SN; (25,12) 


Questo stadio prosegue secondo l'equazione (25,11) al cui secondo 
membro bisogna aggiungere il termine D, AN;, cosicché il tempo 
caratteristico di rilassamento è, come in precedenza, —t,. Questo 
tempo è piccolo rispetto al tempo caratteristico della diffusione 
degli ioni t; ~ L?/D;, la cui distribuzione si può supporre ancora 
invariata. 

Il rilassamento definitivo della perturbazione delle densità elet- 
tronica e ionica si verifica secondo l'equazione (25,8), che dopo la 
sostituzione della (25,12) assume la forma 


ON: 2D,AN,. (25,13) 


In tal modo, in un tempo ~t; gli elettroni e gli ioni si diffondono 
insieme (ôN, = $N;) con un coefficiente doppio di diffusione degli 
ioni (la cosiddetta diffusione ambipolare). La metà di questo coeffi- 
ciente è legata all’autodiffusione degli ioni e l’altra metà al campo 
elettrico creato dagli elettroni in fuga. 

Notiamo infine che l'equazione (25,13) ha un dominio di applica- 
bilità più largo di quanto risulta dalla deduzione fatta. Anche se la 
perturbazione non è debole, il moto degli elettroni conduce presto 
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allo stabilirsi della loro distribuzione di Boltzmann nel campo e 
all’uguagliarsi delle concentrazioni elettronica e ionica, cioè alla 
quasi-neutralità. Inoltre, 


N,=N;= N07, ep=Tn AL, (25,14) 
0 


Ponendo la (25,14) nella (25,5) riotteniamo l'equazione (25,13), ma 
senza l'ipotesi che la perturbazione sia piccola. 


$ 26. Mobilità degli ioni in soluzioni di elettroliti forti 


Le equazioni dedotte al paragrafo precedente si generalizzano 
facilmente al caso in cui esistono ioni di specie diverse. Esse sono 
valide anche per il moto degli ioni in soluzioni di elettroliti forti 1). 
Nel limite di diluzione « infinita » della soluzione (quando cioè la 
sua concentrazione tende a zero) la mobilità di ogni specie di ioni 
(dell’a-esima) tende a un limite costante d e il suo coefficiente 
di diffusione, rispettivamente, al valore 


DY = ToP, (26,1) 


Questo paragrafo è dedicato al calcolo (per concentrazione pic- 
cola) dei primi termini correttivi per la mobilità degli ioni in una 
soluzione debole ?). Con ciò vengono definiti anche i termini corretti- 
vi nella conduttività della soluzione. Nel campo elettrico E su ogni 
ione agisce la forza ez,E, sotto la cui azione esso acquista la velocità 
orientata baezaE. Perciò la densità di corrente nella soluzione è 


j cai ED eZaN a: DalZas 


dove N, è la concentrazione (del numero di ioni della specie a nel- 
l’unità di volume) in modo che la conduttività è 


o=e2 È) N.28ba. (26,2) 


La teoria qui esposta è basata sulle stesse rappresentazioni della 
teoria delle proprietà termodinamiche del plasma e degli elettroliti 
forti. Secondo queste rappresentazioni, attorno ad ogni ione si crea 
una distribuzione non uniforme di cariche (nube ionica) che scherma 
il campo dello ione. Le formule corrispondenti sono state dedotte in V, 
$$ 78 e 79 per il plasma; le formule analoghe per una soluzione di 
elettroliti forti differiscono solo per la presenza in esse della costante 
dielettrica e diversa da 1 del solvente; le scriveremo più avanti. 


1) Ricordiamo che si chiamano elettroliti forti le sostanze che poste in 
soluzione si dissociano completamente in ioni. 

2) La teoria qui esposta è stata sviluppata da P. Debye e E. Hückel (1923) 
e da L. Onsager (1927). 
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La nube schermante cambia la mobilità dello ione per due effetti 
diversi. Primo, il moto dello ione nel campo elettrico esterno deforma 
la distribuzione delle cariche nella nube, per cui si crea un campo 
supplementare agente sullo ione. Secondo, il moto della nube mette 
in moto il liquido, il che implica una « traslazione » dello ione. La 
correzione di prima specie si dice correzione di rilassamento, quella di 
seconda specie correzione elettroforetica. 


Correzione di rilassamento 


Iniziamo dal calcolo della correzione di prima specie. Poiché la 
nube schermante comporta l’esistenza di una correlazione tra le 
posizioni di ioni distinti, allora si tratta dell’influsso del campo 
esterno E sulle funzioni di correlazione. 

Definiamo la funzione di correlazione di coppia way in modo tale 
che NaWav (Fas ro) dVa sia il numero di ioni della specie a che si 
trovano nel volume dV, nell'intorno del punto r,, per l'ipotesi che 
uno degli ioni della specie b sia nel punto ry; le specie a e b pos- 
sono essere sia diverse che uguali. È evidente che 


Wab (Tas ro) = Wha (rs, Ta) (26,3) 


e per | ra — rg | + co le funzioni Waa + 1. In stato di equilibrio le 
funzioni way dipendono unicamente dalle distanze |r, — ro |; ma 
in un campo esterno non è così !). 

Le funzioni di correlazione, così come tutte le funzioni di distri- 
buzione, verificano equazioni che hanno la forma di un'equazione di 
continuità nello spazio corrispondente, nel caso considerato nello 
spazio delle configurazioni di due particelle: - 

2280. t divaja + divsjp=0, (26,4) 
dove ja, js sono le densità dei flussi di probabilità per le particelle 
a e b e gli indici del segno div esprimono le variabili (r, o rp) rispetto 
alle quali si deve derivare. 

Il flusso ją ha la forma 


ja =R — Tb VaWab + bi”za@Wab (E = Vao)» (26,5) 


e il flusso jẹ, ha la stessa forma, con gli indici a e b permutati. Il 
primo termine nella (26,5) descrive la traslazione diffusionale degli 
ioni a, che si verifica già in assenza di campo esterno. Il secondo ter- 
mine è la densità del flusso degli ioni sotto l’azione delle forze del 
campo esterno E e del campo —V.€y creato nel punto r, dalla nube 
alterata, a condizione che nel punto r, si trovi lo ione b. Il poten- 
ziale 9, = @» (ra, rp) dell'ultimo campo verifica l'equazione di 


. 1) Il metodo delle funzioni di correlazione applicato allo stato d'equilibrio 
di un plasma (o di un elettrolita) è stato esposto in V, $ 79, 
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Poisson 


AcPo (Tar Ta) = -4 [ ` ezoN We (Tar Eo) +e256 (ra — ro) ] . (26,6) 


Il primo termine tra parentesi quadre è la densità media delle cari- 
che di tutte le specie ioniche nella nube, il secondo termine la densità 
della carica localizzata (per ipotesi) nel punto ry. Il fattore 1/e espri- 
me l’indebolimento del campo nel mezzo dielettrico (nel solvente). 

Supponendo la soluzione sufficientemente disciolta, trascuriamo 
le correlazioni triple tra le posizioni degli ioni. In tale approssima- 
zione le funzioni di correlazione di coppia Wa», sono vicine a 4; 
introduciamo le grandezze piccole 


Gab = Wah — 1. (26,7) 


Dello stesso ordine di grandezza sono i potenziali g,. Trascurando 
i termini infinitesimi del secondo ordine, riscriviamo la (26,5) nella 
forma 


ja = bo” [—T Va®das + eza (1 + 000) E — ezaVa@il. (26,8) 
Quanto all’'equazione (26,6), in virtù della neutralità elettrica in 


media della soluzione (5 ezN, = 0) si può scrivere semplicemente 
Gab al posto di was: 


Ao (ra rn) = -4 [ Di ezoNcWed (Tas To) H Ezg (ra — re) } (26,9) 
e 


Nel campo omogeneo costante E le funzioni wa, non dipendono 
dal tempo e le coordinate dei due punti figurano in esse soltanto sotto 
forma della differenza r = rą — r»; inoltre, Vowas = —ViWab- La 
sostituzione di ją dalla (26,8) (e dell espressione analoga per jẹ) nella 
(26,4) conduce ora all’equazione 


T (b +68") Acoap (r) + ezaba? Apy (r) + ezib” Ap, (— r) = 
= (Zab? — zb ) eE Voas (r), (26,10) 


dove tutte le derivate si calcolano rispetto a r. 

Supponendo debole il campo esterno, si può risolvere il problema 
con il metodo delle approssimazioni successive rispetto a E. Nel- 
l’approssimazione zero per E = 0, i potenziali gp” (r) sono funzioni 
pari di r. Tenendo presente che tutte le funzioni œa € g, si devono 
annullare per r— co, troviamo dalla (26,10) 


T (bP + bb”) ob +e (bi zap!” + bi 2,91") =0. (26,11) 
Cerchiamo la soluzione nella forma 


ob (r) = Zažpo® (r), ega” (r) = — Tza00 (r). (26,12) 
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In questo caso l’equazione (26,11) è verificata identicamente e dalla 
(26,9) ricaviamo l'equazione per la funzione œ® (r) 


(26,13) 
dove a 
a? = m SEN (26,14) 
La soluzione di questa equazione è 
o (r)= È «li L. (26,15) 


La grandezza a è il raggio di schermatura di Debye nella soluzione 
dell’elettrolita. 
E successiva poniamo 


=P HP, Oad = OW + Orbs (26,16) 


dove con l'indice P denotiamo piccole correzioni ai valori nulli. 
Tutte queste funzioni di correzione, essendo scalari, hanno la forma 
Erf ©), dove f (r) è funzione del solo modulo di r; perciò tutte le 0° 
e p4 sono funzioni dispari di r. Poiché secondo la (26,3) abbiamo 


Gab (Fis T2) = 03b (r)= Ott (ra, ra) = obr (— r), 


ne segue anche che 
@ab (r) = — 08? (r) (26,17) 


(ricordiamo che ovunque r = r, — r»). Se gli ioni a e b si riferiscono 
alla medesima specie, la permutazione degli indici non può modifi- 
care la funzione © (r) e perciò dalla (26, 17) segue che queste w 
sono nulle. Ciò vuol dire che le correzioni OaD esistono soltanto per 
le funzioni di correlazione di coppie di ioni distinti. 

Per rendere più semplici i calcoli ulteriori limitiamoci al caso 


di un elettrolita solo con due specie di ioni. Allora è diversa da zero 


solo la funzione œf (r) = —0% D e la sostituzione della (26,16) 
nell'equazione di Poisson (26,9) dà 
Agg (r)= — E 2,N,0 (1), (26,18) 


dove r = r, — r}. Tenendo conto della neutralità elettrica della 
soluzione e delle suindicate proprietà di simmetria delle funzioni, 
è facile vedere che il potenziale g{” (r) verifica la stessa equazione e 
perciò pi (r) = pe (r ). 

Sostituendo la ‘6, 16) nell'equazione (26, 10), conserviamo al suo 


secondo membro solo il termine con 05% e troviamo 


T (5° +5) Au (r) +e (bz S 
— bP za) APP (E) = (bP z, — bP) e22 EVOO (r). (26,49) 
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Il sistema di equazioni (26,18-19) si risolve con il metodo di Fou- 
rier. Per le componenti di Fourier ©{}x e pbk si ottiene un sistema di 
equazioni algebriche che differisce dal sistema (26,18-19) per la sosti- 
tuzione degli operatori V + ik, A — —k?. La componente di Fourier 
di œ® (r) (26,15), che figura a secondo membro dell'espressione 
(26,19), è data dalla formula 


o e 4n 
x =T Pros * 


Diamo subito il risultato definitivo per la componente di Fourier del 
potenziale: 
4ne?z,2,9 ikE 
= ra Ppr Ar? (26,20) 
dove 


tabr 
I= (bi +b) $ (26,21) 


Poiché z} e z, sono di segno opposto, è evidente che 0 < q < 1. 

Ricordiamo che ọọ% (r,, r.) è il potenziale supplementare che si 
crea nel punto r}, a condizione che nel punto r, si trovi lo ione 2. 
L'intensità di questo campo è 


EP (r) = —Vig!” (r ra) = —Ve?” (r). 


Il suo valore per r; = r, (cioè per r = 0) fornisce il campo cercato, 
che agisce sullo ione 2 e ne cambia quindi la mobilità. 


La componente di Fourier ER = —ikp9k. Perciò 


€ ; €1) pi 3k ; CL) 
E; (0)= — f ikọpfgeik" g Mi A f ik pik ap 


(27)? 
Sostituendovi la (26,20) otteniamo l'integrale 
I= | k (KE) d3k 
k? (k3+a7%) (k*+a7?9) .(27)8 * 

Dopo il calcolo della media nelle direzioni k al posto di k (KE) si 
ha 4?E/3, dopo di che l'integrale rispetto a k si calcola con i residui 
dell'espressione integranda nei poli k = ila e k = i Vgla; come 
risultato si ottiene 


dello le a 
12n (1+V9)" 
Quindi, il campo totale agente sullo ione 2 è 
E? cei SA e? | 2129 | d_ . 92 
E+E? (0)=[1- 7 ETT JE (26,22) 


Abbiamo lo stesso risultato per il campo agente sullo ione Z, come è 
evidente già dalla simmetria dell’espressione (26,22) rispetto agli 
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indici 4 e 2. Moltiplicando il campo (26,22) per.4‘(%ez otteniamo la 
velocità acquistata dallo ione e scrivendo la stessa. velocità nella 
forma bezE troviamo che l’espressione tra parentesi quadre definisce 
anche il rapporto b/b®. Quindi, la correzione di rilassamento cercata 
per la mobilità dello ione è 


brillanti. (26,23) 
i Beta (14/9) Cr 


È da notare che questo effetto diminuisce la mobilità. 


Correzione elettroforetica 


Passiamo al calcolo della correzione legata al moto del solvente. 
L'impostazione del problema è la seguente. 

Consideriamo uno ione singolo nella soluzione assieme alla nube 
schermante che lo circonda. Questa nube è carica elettricamente, con 
densità 


ôp = J} ezaôN a» 


dove ôW, è la differenza della concentrazione di ioni dell’a-esima 
specie nella nube dal suo valore medio N, nella soluzione. Nel campo 
elettrico E il liquido che porta questa nube è soggetto perciò all’azio- 
ne di forze con densità di volume f = Eôp. Sotto l’azione di queste 
forze il liquido si muove e questo moto, a sua volta, trascina lo ione 
centrale in esame. 

La distribuzione degli ioni nella nube è legata al potenziale @ 
del campo in essa dalla formula di Boltzmann 

ONy=Nale 'at0iT da fegla, 

Essendo il campo E debole, nel problema ora considerato possiamo 
trascurare la deformazione della nube ionica. In una nube a sim- 
metria sferica il potenziale è dato dalla formula 


e77/a 
P = ez, 


r ti 


dove ez, è la carica dello ione centrale e a è definito dalla formula 
ri (si veda V, $ 78). Perciò la densità totale delle cariche nella 
nube è 


(26,24) 


__LELS ea ela 
p= —F- D Nata = — 4ra? ro’ 
n 


Essendo lento il moto sotto l’azione del campo E, il liquido si 
può supporre incomprimibile, in modo che 


div v = Q. (26,25) 
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Per la stessa ragione si può omettere il termine con il quadrato della 
velocità nell'equazione di Navier-Stokes, che si riduce in questo caso 
(per un moto stazionario) all equazione 


mAv—VvP+f=0, (26,26) 


dove P è la pressione, n) il coefficiente di viscosità del liquido (del 
solvente). 
Passando nelle equazioni (26,25-26) alle componenti di Fourier 
abbiamo i 
kvk = 0, —nk°vx — ikPx + Eôpg = 0. 


. Moltiplichiamo la seconda equazione per ik; troviamo così Pk = 
= —ikESpx/k? e in seguito 


ô = 
v= E - = D, (26,27) 


La componente di Fourier per la densità delle cariche (26,24) è 


px = = (26,28) 
La velocità del liquido nel punto r = 0, in cui si trova lo ione 
centrale, è data dall’integrale 
d*k 
vo= nr. 
Sostituendovi vx dalle (26,27-28) e integrando rispetto alle dire- 
zioni k otteniamo 


= ezp 8n f dk 
vO= -En s | FIT 
0 
e infine 
v (0) = — ET E. 


Questa velocità va sommata alla velocità ez bE acquistata 
direttamente dallo ione sotto l’azione del campo. Ne segue che la 
correzione elettroforetica alla mobilità che cercavamo è uguale per 
gli ioni di tutte le specie e vale 


bet = —1/6ran. (26,29) 
La correzione totale è data dalla somma di ambedue le espressioni 


(26,23) e (26,29). Entrambe sono negative e insieme con 1/a sono 
proporzionali alla radice quadrata della concentrazione. 


Capitolo III 


PLASMA SENZA URTI 


$.27. Campo autocompatibile 


Il plasma, con cui intenderemo un gas completamente ionizzato 1), 
rappresenta una vasta regione di applicazione della teoria cinetica. 
Nei volumi V ($$ 78-80) e IX ($ 85) del presente Corso è stata già 
considerata la teoria termodinamica dello stato d’equilibrio del 
plasma. I capitoli III-V di questo volume sono dedicati allo studio 
delle proprietà cinetiche del plasma. Per evitare complicazioni sup- 
porremo (laddove sarà necessario) un plasma a due componenti, cioè 
contenente soltanto elettroni (di carica —e) e ioni positivi di una 
stessa specie (di carica ze). 

Come per i gas ordinari, la condizione di applicabilità dell’equa- 
zione cinetica al plasma richiede che esso sia sufficientemente rare- 
fatto; il gas non deve deviare che debolmente da quello ideale. Tut- 
tavia, poiché la diminuzione delle forze coulombiane è lenta, questa 
condizione è più forte per un plasma che per un gas di particelle 
neutre. Per il momento, senza fare distinzione tra particelle di 
cariche diverse, scriviamo la condizione per cui un plasma è debol- 
mente non perfetto: 


T > el ~ eNU3, (27,1) 


dove T è la temperatura del plasma, N il numero totale di particelle 
nell'unità di volume e r ~ N-!/ la distanza media tra le particelle. 
Questa condizione esprime il fatto che il valore medio dell'energia 
d'interazione di due ioni è piccolo rispetto al valore medio della 
loro energia cinetica. Esprimiamo questa condizione in un’altra forma 
ancora, introducendo il cosiddetto raggio di plasma di Debye a, 
definito come segue: 


ån 
a`? = T 5 Na (Za0)?, (27,2) 
ó i 
dove la sommatoria è estesa a tutte le specie degli ioni; ricordiamo 


(si veda V, $ 78) che a determina la distanza alla quale viene scher- 
mato il campo coulombiano della carica nel plasma. Introducendo 


1) E stato I. Langmuir (41923) ad introdurre questo termine e a dare il via 
a uno studio teorico sistematico del plasma. 
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nella (27,1) a ~ (7/4nNe°)® otteniamo 
ENIBT ~ lana <1, (27,3) 


vale a dire che la distanza media tra le particelle in un plasma rare- 
fatto deve essere piccola rispetto al raggio di Debye, cioè la « nube 
ionica » attorno alla carica deve contenere effettivamente molte 
particelle. Il piccolo rapporto (27,3) funge per il plasma da « para- 
metro gassoso ». 

Ovunque nei capitoli III-V (tranne il solo $ 40) il plasma sarà 
supposto classico. Con ciò si intende che è verificata soltanto una 
condizione molto debole, cioè che la temperatura del plasma deve 
essere alta rispetto alla temperatura di degenerazione della sua com- 
ponente elettronica 


T > RN°/m, (27,4) 


dove m è la massa dell'elettrone (si veda V, $ 80). 
L'equazione cinetica per ogni specie di particelle nel plasma 
(elettroni e ioni) ha la forma 


ôf ðf r 2t 
Gi tar tP ap sth (27,5) 


dove f è la funzione di distribuzione delle particelle date rispetto 
alle coordinate e alle quantità di moto, St il loro integrale degli 


urti (con le particelle di tutte le specie). La derivata p è determinata 
dalla forza agente sulla particella. Questa forza si esprime, a sua vol- 
ta, in funzione delle intensità dei campi elettrico e magnetico creati 
da tutte le altre particelle nel punto in cui si trova la particella 
considerata. Qui sorge, tuttavia, il seguente problema. 

Nel caso di particelle neutre (atomi o molecole), in virtù della 
diminuzione rapida delle forze interagenti, variazioni sensibili nel 
loro moto, interpretabili come urti, si verificano soltanto a piccole 
distanze d'impatto (dell’ordine di grandezza delle dimensioni ato- 
miche stesse). Negli intervalli tra questi urti le particelle si muovono 
come libere; ecco perché a primo membro dell'equazione cinetica 


per i gas ordinari si è posto p = 0. Nel plasma invece, in virtù del 
raggio d'azione grande delle forze coulombiane, una variazione sen- 
sibile del moto delle particelle si verifica anche a distanze d’impatto 
grandi; la schermatura delle forze coulombiane nel plasma si pro- 
duce soltanto a distanze ~a che, in accordo con la condizione (27,3), 
sono grandi persino rispetto alle distanze tra le particelle (si 
veda V, $ 78 e il problema 1 del $ 31). Non tutti questi casi, tuttavia, 
si devono interpretare come urti nell'equazione cinetica. Nella teoria 
cinetica gli urti caotici rappresentano il meccanismo che porta ad 
avvicinarsi allo stato d’equilibrio, con il corrispondente aumento 
dell’entropia del sistema. Fra l’altro, gli urti a distanze d'impatto 
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grandi (>a) non possono servire a questo meccanismo di rilassa: i 


mento. Il fatto è che l'interazione di due particelle cariche a queste 
distanze rappresenta in realtà un effetto collettivo, cui partecipa un 
numero grande di particelle. Corrispondentemente anche il campo 
efficace, con cui si può descrivere questa interazione, è creato da un 
numero grande di particelle, cioè ha carattere macroscopico. Quindi, 
tutto il processo acquista carattere macroscopico reale e non sto- 
castico; questi processi non possono implicare aumento dell’entropia 
del sistema. Perciò vanno esclusi dalla nozione di urti, di cui si tiene 
conto a secondo membro delle equazioni cinetiche. 

A ciò corrisponde la rappresentazione dei valori microscopici 
esatti dei campi elettrico (e) e magnetico (h), agenti su una particella 
nel plasma, nella forma 


e=E+ e", h=B+ h’, (27,6) 


dove E e B sono i valori medi dei campi calcolati in regioni contenenti 
numerose particelle, cioè in regioni di dimensioni grandi rispetto 
al raggio di Debye. Quanto ai termini e’ e h’, in questo caso essi 
descrivono fluttuazioni casuali dei campi, che conducono a variazioni 
casuali del moto delle particelle, ossia ad urti. 

Secondo il loro significato esatto E e B nell'espressione (27,6) 
sono i valori medi dei campi nel punto in cui si trova la particella 
data. Ma in virtù della supposta rarefazione del plasma si può 
trascurare la correlazione tra le posizioni simultanee delle particelle 
in esso. Allora il punto in cui si trova una data particella non è 
determinato in nessun modo, cosicché E e B si possono intendere sem- 
plicemente come valori medi dei campi calcolati nel senso abituale 
dell’elettrodinamica macroscopica. Saranno questi campi a determi- 
nare la forza di Lorentz, che deve essere sostituita al posto di p nel- 
l'equazione (27,5). 

In questo capitolo considereremo fenomeni in cui gli urti tra le 
particelle del plasma sono inessenziali; in questi casi si parla di 
plasma senza urti *). Le condizioni esatte, che consentono di trascu- 
rare gli urti, dipendono in generale dall’impostazione del problema. 
Ma di solito una condizione necessaria è che la frequenza efficace 
degli urti v (l'inverso del tempo medio del cammino libero della 
particella) sia piccola rispetto alla frequenza © di variazione dei 
campi macroscopici E e B nel processo in esame: 


v< o. (27,7) 


In forza di questa condizione l'integrale degli urti nell'equazione 
cinetica risulta essere piccolo rispetto alla derivata df/dt. Gli urti 
si possono trascurare anche nel caso in cui la lunghezza media del 


1) In queste condizioni è sufficiente intendere la media nella (27,6) come 
media macroscopica ordinaria calcolata in regioni di dimensioni grandi solo 
rispetto a distanze medie tra particelle. 
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cammino libero delle particelle l ~ v/v sia grande rispetto alla di- 
stanza L, alla quale cambia il campo (la « lunghezza d'onda » del 
campo). Se indichiamo 1/L ~ k, questa condizione si scrive nella 
forma n 

v< kv. (27,8) 


In questo caso l'integrale degli urti sarà piccolo rispetto al termine 
vVf a primo membro dell equazione cinetica. 

Trascurato l'integrale degli urti, le equazioni cinetiche per le 
funzioni di distribuzione degli elettroni (f.) e degli ioni (};) assumono 
la forma 1) 


ôfe ôfe 1 je _ 

ôt TY ar E (E+7 [vB]) dp =0, (27,9) 
T dfi 4 ôf: 

QU ty QU ize (E EEF [vB]) do. 


A queste equazioni bisogna aggiungere il sistema delle equazioni di 
Maxwell mediate 


rte= 19, divB=0, 
Da (27,10) 
ro B=1-È | 4; divE=4np, 


dove p e j sono le densità medie delle cariche e della corrente che si 
esprimono con la funzione di distribuzione mediante le formule 
evidenti 


p=e | (:fi-f) dp, 


i=e | (fii) vdp. 


Le equazioni (27,9-11) costituiscono un sistema connesso di equa- 
zioni che definiscono contemporaneamente sia le funzioni di distri- 
buzione fe, f; che i campi E, B; i campi così definiti si chiamano auto- 
compatibili. È stato A.A. Vlasov (1937) a introdurre il campo auto- 
compatibile nell'equazione cinetica; perciò il sistema di equazioni 
(27,9-11) si chiama equazioni di Vlasov. 

In accordo con quanto detto sopra, l'evoluzione delle funzioni 
di distribuzione in un plasma senza urti, con campo autocompatibile, 
non è legata all'aumento dell’entropia e, quindi, di per sé non può 


(27,11) 


1) A rigore, in presenza di campo magnetico lo spazio delle fasi della parti- 
cella deve essere definito come spazio r, P, dove P = p — eA (t, r)/c è la quanti- 
tà di moto generalizzata. Ma dz d*P = d3x d*p, poiché l'aggiunta di A non 
fa altro che cambiare l'origine del calcolo della quantità di moto in ogni punto 
dello spazio. Perciò si può riferire la funzione di distribuzione, come prima, 
a dr Ep. 
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condurre ad equilibrio statistico. Ciò è evidente anche dalla forma 
delle equazioni (27,9), in cui E e B figurano formalmente soltanto 
come campi esterni applicati al plasma. 

Ciascuna: delle equazioni cinetiche (27,9) ha la forma 


i (27,12) 


dove la derivata totale significa derivazione lungo la traiettoria de- 
scritta dalle particelle. La soluzione generale di questa equazione è 
una funzione arbitraria di tutti gli integrali del moto della particella 
nei campi E e B. 


$ 28. Dispersione spaziale in un plasma 


Riscriviamo le equazioni (27,10) nella forma più abituale per 
l'elettrodinamica macroscopica introducendovi, oltre all’intensità 
E, anche lo spostamento dielettrico D. In questo caso definiamo il 
vettore polarizzazione elettrica P mediante le relazioni 


ôP 


la non contradditorietà di queste due formule è garantita dall’ equa- 
zione di continuità div j = —ðôp/ðôt (torneremo ancora a questa 


definizione più avanti nel presente paragrafo). Allora le Naroni 
(27,10) assumono la forma 


rte= 108, divB=0, 

1 aD . (28,2) 
rot B= ——, divD=0. 

c ôt 


Nei campi deboli il legame tra spostamento dielettrico D e inten- 
sità E è lineare !). Ma già nei mezzi ordinari questo legame non ha 
carattere temporale istantaneo: il valore D (t, r) in un certo istante t 
dipende, in generale, dai valori E (t, r) non soltanto in questo stesso 
istante, ma anche in tutti gli istanti precedenti (si veda VIII, $ 77). 
Nel plasma si aggiunge anche il carattere non locale del legame: il 
valore D (t, r) in un punto r dipende dai valori E (t, r) non soltanto 
in questo punto, ma in generale in tutto il volume del plasma. Questa 
proprietà è dovuta al fatto che il moto « libero » (cioè senza urti) 
delle particelle nel plasma è definito dai valori del campo su tutta 
la loro traiettoria. 

Il legame lineare generale tra le funzioni D (t, r) e E (t, r) si può 
scrivere nella forma 

t 


D, (t, r) = Ea (t, r) + | [Kas (t—t', r, r’) Ep (t', 1°) d'z’ di' 


1) La condizione di debolezza del campo verrà formulata al § 29. 
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(un plasma imperturbato è supposto stazionario). Per un plasma spa- 
zialmente omogeneo il nucleo dell'operatore integrale Kag dipende 
unicamente dalla differenza degli argomenti spaziali r — r’. Ponendo 
r— r = pet — # = triscriviamo questo legame nella forma 


Da (t, 1)= Ea (t,)+ | | Kap(t, p) Est, r—p)dîpdt. (28,3) 
0 


Come al solito, sviluppando in serie o in integrale di Fourier 
si può rappresentare il campo come un insieme di onde piane in cui 
E e D sono proporzionali a ei(k-@!, Per queste onde il legame tra D 
e E assume la forma 


Da = tag (0, k) Ep, (28,4) 


dove il tensore della costante dieletirica è 


00 


£as (0, k) = bp + | {Kos (t, p)eitot-ko) dip dt. (28,5) 


0 
Da questa definizione risulta immediatamente che 
tap (—0, —k) = ežg (0, k). (28,6) 


Quindi, il carattere non locale del legame tra E e D fa sì che la 
costante dielettrica del plasma risulta essere funzione non solo della 
frequenza, ma anche del vettore d'onda; quest’ultima dipendenza si 
chiama dispersione spaziale, così come la dipendenza dalla frequenza 
si chiama dispersione temporale (o di frequenza). 

Tornando alle equazioni (28,1-2) ricordiamo che nella formula- 
zione delle equazioni di Maxwell per campi variabili in mezzi ordina- 
ri, oltre alla polarizzazione dielettrica P, si introduce anche la 
magnetizzazione M e, inoltre, la corrente microscopica media si 
scinde in due parti: 0P/dt e c rot M; nell’onda piana queste espres- 
sioni diventano —iwP e ic [kM]. Ma se esiste dispersione spaziale, 
per cui tutte le grandezze dipendono lo stesso da k, questa separazion 
è inopportuna. 
| È da notare anche che se la corrente j e la densità delle cariche p 
figurano completamente nella definizione della polarizzazione P 
(come è stato fatto nella (28,1)) quest’ultima, in generale, dipende 
sia dal campo elettrico E sia dal campo magnetico B. Ma il campo B 
si può esprimere in funzione di E secondo la prima coppia delle equa- 
zioni di Maxwell (28,2) contenente unicamente queste due grandezze, 
cioè (per un'onda piana) secondo [KE] = ©B/c, kB = 0. Allora la 
polarizzazione P sarà espressa anch'essa soltanto in funzione di E, 
ciò che si intende nella definizione di cap secondo le (28,3-5). 

La dipendenza dal vettore d’onda porta nella funzione gag (@, k) 
una direzione prefissata, cioè la direzione dell'argomento k. Perciò 
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se esiste dispersione spaziale, la costante dielettrica è un tensore 
anche in un mezzo isotropo. La forma generale di questo tensore è 
la seguente: 


i kak kak £ 
eap (0, k) =e; (0, k) (Sag — 3) +e: (0,4). (28,7) 


Moltiplicandolo per Eg il primo termine nella (28,7) dà allo sposta- 
mento dielettrico D un contributo perpendicolare al vettore d'onda, 
e il secondo termine un contributo parallelo a k. Per campi E per- 
pendicolari a k o diretti lungo k il legame tra D e E si riduce rispet- 
tivamente a D = e,jEo D = gE. Le funzioni scalari e, e e, si chiama- 
no costante dielettrica trasversale e longitudinale, rispettivamente. 
Esse dipendono da due variabili indipendenti: dalla frequenza œ e 
dal modulo del vettore d’onda k. Per k — 0 la direzione prefissata 
scompare e allora il tensore £a deve assumere la forma e (w) dap: 
dove e (œ) è la costante dielettrica scalare ordinaria, che tiene conto 
della sola dispersione di frequenza. Corrispondentemente i valori 
limite delle funzioni g; e e; sono uguali e valgono 


€: (0, 0) = e (w, 0)= e (0). (28,8) 


In accordo con la (28,6) le funzioni scalari e, e e, godono della pro- 
prietà 


E (—o, k) = er (0, k), e: (—o, k) = ef (0, k). (28,9) 


La dispersione spaziale non incide sulle proprietà di g; e €, quali 
funzioni della variabile complessa œw. Per queste funzioni restano 
in vigore tutti i risultati noti (si veda VIII, $ 82) che si riferiscono 
alla costante dielettrica (œ) dei mezzi ordinari senza dispersione 
spaziale. 

In questo capitolo ci limiteremo alla considerazione di un plasma 
isotropo. Sottolineiamo che con ciò si presuppone non soltanto la 
mancanza di un campo magnetico esterno, ma anche l’isotropia della 
funzione di distribuzione delle quantità di moto delle particelle 
(nel plasma non perturbato da un campo). In caso contrario com- 
paiono direzioni prefissate nuove e la struttura tensoriale di Eef 
si rende più complicata. 

È stato già detto che l’origine della dispersione spaziale nel 
plasma è legata alla dipendenza del moto « libero » della particella 
dai valori del campo lungo la loro traiettoria. È ovvio che sul moto 
di una particella in ogni punto della sua traiettoria di fatto incidono 
notevolmente i valori del campo non su tutta la traiettoria, ma su 
alcuni suoi tratti di lunghezza non troppo grande. L'ordine di 
grandezza di queste lunghezze può essere determinato con due mec- 
canismi: mediante gli urti che violano il moto libero sulla traiettoria 
o mediante il calcolo del valore medio del campo oscillante durante 
il tempo in cui la particella percorre la traiettoria. Per il primo 
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meccanismo la distanza caratteristica è rappresentata dalla lunghezza 
del cammino libero della particella 2 ~ v/v e per il secondo dalla 
distanza t/o alla quale si sposta la particella con velocità media v 
durante un periodo del campo. 

Nell'espressione (28,3) alla lontananza della correlazione tra i 
valori di D e di E in punti diversi dello spazio corrispondono le 
distanze Tear, a cui diminuisce sostanzialmente la funzione Kap (t, p). 
Si può affermare, quindi, che l'ordine di grandezza di queste distanze 
è dato dalla più piccola delle due grandezze, l o v/@ (bisogna consi- 
derarla per le particelle, elettroni o ioni, per le quali essa ha valore 
più grande) !). Se v < © la più piccola è la grandezza v/œ e allora 

Teor ~ lo. (28,10) 


La dispersione spaziale è notevole per kfeor > 1 è scompare per 
kreor & 1; nell'ultimo caso nella formula (28,5) si può sostituire 
eke = 1 e l'integrale cessa di dipendere da k. Il valore di Teor 
dalla (28,10) mostra, quindi, che la dispersione spaziale è notevole 
per le onde, la cui velocità di fase (w/k) è comparabile o inferiore 
alla velocità media delle particelle nel plasma. Nel caso contrario 
limite per S 

o > kv (28,11) 
la dispersione spaziale è inessenziale. 

È importante che i valori di reor nel plasma possano essere grandi 
rispetto alle distanze medie tra le particelle (-N-!). È precisa- 
mente questa condizione a rendere possibile la descrizione macro- 
scopica della dispersione spaziale nei termini della costante dielettri- 
ca anche nei casi in cui la dispersione sia notevole. Ricordiamo (si 
veda VIII, $ 104) che nei mezzi ordinari sono le dimensioni atomiche 
a fungere da lunghezza di correlazione; perciò già la condizione di 
applicabilità della teoria macroscopica richiede che sia soddisfatta 
la disuguaglianza Xrcor < 4 (la lunghezza d'onda deve essere grande 
rispetto alle dimensioni atomiche). Questa è la ragione per cui in 
tali mezzi la dispersione spaziale (che si manifesta nella cosiddetta 
attività ottica naturale, ad esempio) non è altro che una piccola 
correzione. 


$ 29. Costante dielettrica di un plasma senza urti 


Nel caso generale di k arbitrari, quando la dispersione spaziale 
ha un ruolo rilevante, il calcolo della costante dielettrica richiede 
che sia applicata l’equazione cinetica. Facciamolo, supponendo 


1) In termini più precisi, per I < v/w la distanza reor ~ l per &;. A causa 
della diffusione delle particelle lungo il campo per la costante dielettrica longi- 
tudinale reor ~ (l0/w)?/2. 
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che alla polarizzazione dielettrica del plasma partecipino i soli 
elettroni e che il moto degli ioni sia inessenziale (in questi casi il 
plasma è detto elettronico); torneremo sull’accettabilità di questa 
ipotesi e sulla generalizzazione dei risultati al $ 31. 

Nel caso di un campo debole cerchiamo la funzione di distribu- 
zione degli elettroni nella forma f = fo + ôf, dove fọ è la funzione 
di distribuzione stazionaria isotropa e spazialmente omogenea non 
perturbata dal campo e ôf la sua variazione sotto l'influsso del cam- 
po. Trascurando nell'equazione cinetica i termini infinitesimi del 
secondo ordine otteniamo 


a ôf aöf _ 4 dfo 

tra = e (E+ BI) d- 
In un plasma isotropo la funzione di distribuzione dipende unica- 
mente dal modulo della quantità di moto. Per questa funzione 
il verso del vettore df,/0p coincide con la direzione di p = mv e il 
suo prodotto con [vB] si annulla. In tal modo, nell’approssimazione 
lineare il campo magnetico non incide sulla funzione di distribuzione. 
Per ôf resta l'equazione 

0 ôf ô ôf 


ôf 
z tY g 7E 3p . (29,4) 


Come il campo E, la funzione ôf è supposta proporzionale 
a exp [i (kr — ot)]. Allora dalla (29,1) ricaviamo 


prose dle. (29,2) 


La condizione di debolezza del campo è dovuta al fatto che si richiede 
che ôf sia piccola rispetto a fo. Il coefficiente di 0/,/0p nella (29,2) 
è l'ampiezza della quantità di moto acquistata dall’elettrone nel 
campo E. Questa ampiezza deve essere piccola rispetto alla quantità 
di moto media mv (definita in base alla distribuzione fo). 

In un plasma imperturbato la densità delle cariche elettroniche 
è compensata in ogni punto dalle cariche ioniche e la densità di 
corrente è identicamente nulla per l’isotropia del plasma. Quanto 
alla densità delle cariche e alla densità di corrente che nascono nel 
plasma per la perturbazione dovuta a un campo, esse valgono 


p= —€ f ôf dp, j= —e f vôf ď?p. (29,3) 


Con ôf queste grandezze sono proporzionali a exp li (kr — ot)], 
‘e secondo la (28,1) il loro legame con la polarizzazione dielettrica 
è dato dalle formule 


ikP = —p, —ioP =j. (29,4) 


eg 
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Il metodo di calcolo degli integrali nella (29,3) richiede, tuttavia, 
una precisazione, in quanto la funzione ôf ha un polo per 


o = kv. (29,5) 


Perché l'integrale abbia senso, considereremo al posto del campo 
rigorosamente armonico (œ~ e-î®!) un campo che si inserisce in modo 
indefinitamente lento dall’istante t = —oo. A questa descrizione 
del campo corrisponde l’aggiunta alla sua frequenza di una parte 
immaginaria infinitesima positiva, cioè la sostituzione œ + œ + iô, 
dove è + +0. Infatti, in questo caso si avrà E co eiotetò + 0 per 
t— —c0; quanto all'aumento indefinito del campo generato dal 
fattore e'ò per # + co, esso è inessenziale poiché in virtù del prin- 
cipio di causalità non può incidere sui fenomeni considerati per istan- 
ti t finiti (fra l’altro, un campo con è < 0 sarebbe grande nel passato, 
ciò che violerebbe l'applicabilità dell’approssimazione lineare ri- 
spetto al campo). Quindi, la regola di aggiramento dei poli (29,5) 
è definita dalla sostituzione 


o+> o + il; (29,6) 


ETA regola è stata stabilita originariamente da L. D. Landau 
46). 

La regola (29,6) può essere giustificata da un altro punto di vista, 
mediante l'introduzione nell'equazione cinetica di un integrale 
degli urti infinitesimo rappresentato nella forma St f = —vôf. 
L'aggiunta di questo termine a secondo membro dell'equazione (29,1) 
è equivalente alla sostituzione © + © + iv nel termine d8f/0t = 
= —i@òf; facendo tendere in seguito v + 0 riotteniamo la regola 
(29,6) 1). 

Nelle integrazioni con la regola di aggiramento (29,6) abbiamo 
a che fare con integrali della forma 


$ (2) dz 
f Gia» 8>0. 
In questo integrale il cammino di integrazione nel piano della varia- 
bile complessa z passa sotto il punto z = iô; per è + 0 ciò equivale 
all'integrazione lungo l’asse reale, aggirando dal basso il polo z = 0 
lungo una semicirconferenza infinitesima. Il contributo all’integrale 
ottenuto da questo aggiramento è determinato dal semiresiduo del- 


1) Nelle considerazioni esposte si tratta infatti di due passaggi al limite: 

a campi piccoli (linearizzazione delle equazioni) e a v + 0. Sottolineiamo che il 

primo limite si realizza prima del secondo. La necessità di questo ordine dei 

assaggi al limite è dovuta alla necessità che sia soddisfatta la condizione 

9 T fo nella linearizzazione; per v = 0 l'aggiunta di ôf diventerebbe infinita 
per kv = o. 
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l'espressione integranda e, come risultato, otteniamo 


o 


i(2) C Y | 
f 10 dz= $ LE de + inf (0), (29,7) 
dove il segno d’integrale cancellato significa che l'integrale si cal- 
cola nel senso del valore principale. Si può scrivere questa espres- 
sione anche in forma simbolica 


=P Ż + inô (2), (29,8) 


z— il 


dove il simbolo P significa il calcolo (nelle integrazioni ulteriori) 
del valore principale. 

Calcoliamo la parte longitudinale della costante dielettrica del 
plasma. A tal fine ricorriamo alla prima delle relazioni (29,4) 
sostituendovi ôp dalle formule (29,3) e (29,2): 


D ôf d3p 
ikP= — eE | tea: 


Supponiamo che il campo E (e con esso anche P) sia diretto come k; 
allora 4nP = (e, — 1) E. Otteniamo così la seguente formula, che 
esprime la costante dielettrica longitudinale del plasma, con una 
funzione di distribuzione stazionaria qualsiasi f (p) (in cui omettiamo 
più avanti l’indice 0): 
Aste? 
&=1— k2 fZ dp o: 


Prendiamo la direzione k come asse z. Nell'espressione integranda 
della (29,9) solo f dipende da py, pz. Perciò si può riscrivere in un 
altro modo la formula (29,9) introducendo la funzione di distribuzio- 


ne soltanto di p, = mvx: 
Í (pa) = f Í (P) dp, dp.. 


(29,9) 


Allora 
Ae Ç di(pa) dp 
ec) a (4940) 


In un plasma isotropo f (px) è una funzione pari di p. 

Diamo subito il seguente importante risultato: la costante dielet- 
trica di un plasma senza urti è una grandezza complessa; la parte 
immaginaria dell'integrale (29,10) è data dalla formula (29,7). 
Torneremo al prossimo paragrafo su questo risultato importante, 
mentre qui consideriamo le proprietà analitiche della funzione della 
frequenza w definita dall’integrale (29,10). Già dalle proprietà 
generali della costante dielettrica è noto che questa funzione può 
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avere punti singolari soltanto nel semipiano inferiore della variabile 
complessa œw (si veda VIII, $ 82); ciò è conseguenza già della defi- 
nizione stessa (28,5). È utile, tuttavia, vedere come ciò deriva imme- 
diatamente dalla formula (29,10) e stabilire un legame tra questi 
punti singolari e le proprietà della funzione di distribuzione f (p.). 

Cambiando la notazione della variabile d'integrazione, scriviamo 
l'integrale (29,10) nella forma 


dj (z) dz 

a (29,11) 
c 

Si integra nel piano della variabile complessa z lungo l’asse reale 

aggirando dal basso il punto z = w/k (fig. 7, a). Così l'integrale 

(29,11) definisce una funzione ana- 

litica anche in tutto il semipiano 


4 w/k Imz=zo  Superioredi œ; per tutti questi valori 
Y di œw il polo z = w/k è aggirato, 
a) come ci si doveva aspettare, dal 


basso. Invece, per prolungamento 
analitico di questa funzione al semi- 


= piano inferiore di œ, la necessità 

c ayk mzs dell’aggiramento del polo dal basso 
° comporta ogni volta uno sposta- 

ez mento corrispondente del cammino 

b) d'integrazione (fig. 7, b). Ma la 

Fig. 7 funzione df(2)/dz, regolare per z 


reali, ha in generale punti sin- 
golari per z complessi (che indichiamo con z,) compreso anche il 
semipiano inferiore della variabile z. È impossibile allontanare il 
cammino d'integrazione C dal polo z = w/k quando questo polo 
sì avvicina a uno dei punti singolari z, e il contorno C è stretto tra 
questi due punti. Quindi, la funzione (29,11) ha punti singolari nel 
semipiano inferiore di œ per valori œ/k coincidenti con i punti sin- 
golari della funzione df (z)/dz. 


$ 30. Smorzamento di Landau 


È stato già notato che la costante dielettrica di un plasma senza 
urti è una grandezza complessa (e; = e; + igi). Separando la parte 
immaginaria mediante la formula (29,8) abbiamo 


Pi ôf k 
ej= — 4n?e? i H 8 (©— kv) d?p, (30,1) 
ossia l 
era ttem df (px) (30,2) 


E dpr [o =0/k" 
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Come è noto, la complessità della costante dielettrica significa 
che esiste dissipazione dell'energia del campo elettrico nel mezzo. 
Ricordiamo le formule che esprimono l’energia media dissipata Q 
(nell'unità di tempo e nell'unità di volume) di un campo elettrico 
monocromatico. Se questo campo è rappresentato nella forma com- 
plessa 


E= Eor (kr—ot}) x 
nel caso generale di mezzo anisotropo abbiamo 1) 
lara 
Q = 5x 7 lef (0, k) — cas (0, k)] Z2Zx; (30,3) 


la dissipazione è definita dalla parte antihermitiana del tensore EaB- 
Se questo tensore è simmetrico, la parte antihermitiana si riduce 
a quella immaginaria e allora 


Q=È ezg (0, k) Ea E}. (30,4) 


Nel caso di campo longitudinale qui resta solo la parte immagi- 
naria della costante dielettrica longitudinale 


= $- e; |E |2. (30,5) 
Ponendovi la (30,2) troviamo in questo caso che 


Gi mmeo dj (px) 
Q= ESS a (30,6) 


Quindi, la dissipazione compare già in un plasma senza urti; 
questo fenomeno predetto da L. D. Landau (1946) si chiama smorza- 
mento di Landau. Non essendo legato agli urti esso differisce in 
linea di principio dalla dissipazione nei mezzi assorbenti ordinari: 


1) Questa espressione si ottiene dalla formula generale 
Q,=(ED)/4n, 
dove le parentesi angolari indicano il valore medio rispetto al tempo (si veda 
VIII, $ 80). Qui è supposto che E e D siano reali. Se, invece, E è rappresentato 


in forma complessa allora nella formula si deve sostituire a E la semisomma 
(E + E*)/2. Il vettore corrispondente D ha le componenti 


4 
y {tas (0, k) Ep+ Eag (—@,—k) ES}, 
e il vettore D 
{ag (0, k) Ey-+eag(—@, —k)£7). 


Calcolando la media del prodotto ED e tenendo conto della proprietà (28,6), 
otteniamo la (30,3) (si veda la nota a pag. 157). 
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la dissipazione senza urti non è legata all aumento dell entropia 
e perciò rappresenta un processo termodinamicamente reversibile 
(su questo aspetto del fenomeno torneremo al $ 35). 

Il meccanismo dello smorzamento di Landau è legato stretta- 
mente alla dispersione spaziale. Come si vede dalla (30,6), la dissi- 
pazione proviene dagli elettroni, la cui velocità nella direzione di 
propagazione dell’onda elettrica coincide con la velocità di fase 
dell'onda (v, = w/k); si dice che questi elettroni si muovono in fase 
con l'onda 1). Nei confronti di essi il campo è stazionario e perciò 
compie sugli elettroni un lavoro, il cui valore medio rispetto al 
tempo non si annulla (come ciò si verifica per gli altri elettroni nei 
confronti dei quali il campo oscilla). È istruttivo osservare questo 
campo in dettaglio, deducendo la formula (30,6) in modo diretto 
senza ricorrere all’equazione cinetica. 

Supponiamo che l’elettrone si muova lungo l’asse x in un campo 
elettrico debole diretto lungo questo. asse 


E (t, x) = Re {Egei(hx-®%) et}; (30,7) 
il fattore etô descrive di. nuovo l'inserimento lento del campo dal- 
l’istante t = —oo. Cercheremo la velocità v, = w e la coordinata x 


dell'elettrone in moto nella forma 
w = W + ôw, x = Tọ + dz, 


dove ôw e ôx sono correzioni al moto imperturbato x, = wyt che avvie- 
ne con velocità costante wọ. L'equazione del moto dell'elettrone, 
linearizzata nelle grandezze piccole, è 
dôw E Re { E eikt(wo-o/h)etô 

m- = — eE (t, £) = — e Re {Eeto etô}. 

Di qui 
E (LA To) 

ik (wy—@/k)-}-d ? 


_ e E (t, xo) 
dr = — m Re lik (w — 0/k)-+- 6]? * 


ôw = — < Re 
(30,8) 


Il lavoro medio compiuto dal campo sull’elettrone nell'unità 
di tempo è 


q= —e (wE (t, x))= — e (w+ ôw) E (t, £o + ôz)) a 
= — eW (= dz) —e (ôw E (t, xo), 
1) È da notare a questo proposito che la differenza œ — kv rappresenta la 


frequenza del campo nel sistema di riferimento che si muove insieme con lelet- 
trone. 
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o, in forma complessa 1), 
q= — 5 Re {ue Po — dw.E*}. 
0 


Sostituendovi £, ôz, ôw dalle formule (30,7-8) otteniamo dopo una 
semplice trasformazione 

et 2 d wi 

= ela TRO 


Ora resta di sommare g sugli elettroni con tutte le possibili quantità 
di moto iniziali p, = mw: 


e| Ej wô df 
Q= f gf (Px) dpx= —- 5 f SE k (w, — 0/k)? Tp, P= 
(dopo integrazione per parti). Il passaggio al limite si realizza me- 
diante la formula 

lim -pa DE Fr = nÒ (2) (30,9) 
e conduce immediatamente all'espressione (30,6). 

In accordo con il carattere reversibile della dissipazione senza 
urti, le condizioni termodinamiche non richiedono che la grandezza Q 
sia positiva (come ciò si verifica per una dissipazione vera e propria). 
L'espressione (30,6) è sempre positiva per una distribuzione isotropa 
f (p) (si veda il problema). Per distribuzioni anisotrope, tuttavia, 
Q può essere una grandezza negativa, quando cioè gli elettroni cede- 
ranno in media l'energia all'onda anziché riceverla ?). Questi casi 
sono strettamente legati all’instabilità possibile del plasma (si veda 
il $ 61) e, quindi, la condizione Q >Q (e perciò anche e” > 0) non 
è altro che il risultato della stabilità dello stato del plasma. 

Dal punto di vista della raffigurazione fisica dello smorzamento 
di Landau descritta sopra, la presenza della derivata df/dp, nella 
formula (30,6) si può interpretare intuitivamente nel seguente modo: 


1) Se due grandezze A e B, periodiche rispetto al tempo, sono rappresen- 
tate in forma complessa (co e7i94), allora 


(Re A-Re p=+ ((A+ A*)(B4+-B*)). 


I valori medi dei prodotti AB e A*B* contenenti e7?i9* ed e?i®% si annullano 
e resta j 


(Re A-Re B) -+ (AB* +4*B)=3 Re (4B*). 


2) La deduzione suindicata della formula (30,6) non è legata all isotropia 
della distribuzione. Neanche l’espressione (30,2) è legata all'isotropia: si veda 
più avanti al $ 32. 
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allo scambio di energia con il campo partecipano le particelle di velo- 
cità v, vicine a w/k; inoltre, le particelle con v, < œ/k ricevono 
l'energia dall’onda e quelle con vy > œ/k la cedono all’onda; londa 
perderà energia se le prime particelle superano in numero le seconde. 


PROBLEMA 


Mostrare che per un plasma isotropo la dissipazione senza urti Q è sempre 
positiva. 

Soluzione. Nel plasma isotropo f è una funzione unicamente di p? = p} + 
+ pì (px € P, sono le componenti di p, cioè longitudinale e trasversale rispet- 


to a k). Scriviamo 


2 ) è co co 
Aa e j Íp + pi) nd (pr )=2npx F (P+ pi) d (pi) 


e poiché f (p?) + 0 per p? + co, allora 
df (Px) 

; dpx 
in modo che df/dp, < 0 per py=0/%X>Q0. 


=— 2ntpxi (P4), 


$ 31. Costante dielettrica del plasma di Maxwell 


Applichiamo la formula (29,10) al plasma elettronico con distri- 
buzione d'equilibrio degli elettroni (maxwelliana) 


PEETER ic 34,1 
f (Px) = (2rmT'e)!/? exp (— ImTe Ja ( 7 ) 


dove T, è la temperatura del gas elettronico (tenendo conto che più 
avanti verrà considerata anche la componente ionica del plasma, 
denotiamo con l'indice e le grandezze riferite agli elettroni). Tro- 
viamo 


1 À 
alo Betta l tE (ai) 613 
dove la funzione F (x) è definita dall’integrale 1) 


x e e77? dz — 7 e7? dz II o=? 


e si sono introdotti i parametri 
T T 
Ure= o , le = Vata . (31,4) 


1) Per forme diverse della rappresentazione della funzione F (z) si veda il 
libro di F.D. Fried, S.D. Conte, The plasma dispertion function, Academic 
Press, N.Y., 1961. 
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La grandezza vre è la velocità termica media degli elettroni; a, è il 
raggio di Debye definito in base alla carica, alla temperatura e alla 
densità elettronica. . 

Le espressioni limite della funzione F (z) per z grandi e piccoli 
si possono ottenere facilmente dalla definizione (31,3). Per z 51 


seriviamo 
z e e7? dz 1 e na FA: 22 
aaa ((-+i:5 30) de; 
Gli integrali dei termini in x dispari si annullano e gli altri danno 
F(a) ia i +IVA se, 51. (81,5) 


Per z «1 cambiamo dapprima la variabile d’integrazione z = 
= u + xe in seguito sviluppiamo in. potenze di x: 


«pat 
“a y u (4 2x) du. 
Il valore principale dell’integrale del primo termine (dispari in u) 
si annulla e, tenendo conto del secondo termine, troviamo 

F (z) x —22? + i Var, r&i. (31,6) 


Queste formule consentono di scrivere espressioni limite per la 
costante dielettrica. Per grandi frequenze abbiamo 


Q 35203, 
itaca 
oQ? ©? 


pes 
+i y + Tora" exp ( — a) per O/kvre > 1. (31,7) 
Qui è stato introdotto il parametro 
o=trey fe (31,8) 


che si chiama frequenza di plasma (o di Langmuir) per gli elettroni. 
Come ci si doveva aspettare, nel caso @/kvr, > 1 la dispersione spa- 
ziale conduce unicamente a piccole correzioni alla costante dielettri- 
ca, inoltre la parte immaginaria e; risulta essere esponenzialmente 
piccola, risultato dovuto al fatto che nella distribuzione maxwelliana 
soltanto una parte di elettroni esponenzialmente piccola ha velocità 
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Dx = oltre Il valore limite della costante dielettrica indi- 
pendente da k è 


e (o) = 1 — (2/0). (31,9) 


Questa espressione si riferisce sia alla costante dielettrica longitu- 
dinale che a quella trasversale (si veda la formula (28,8)). È facile 
ottenerla mediante considerazioni elementari senza ricorrere all equa- 
zione cinetica. 

Infatti, per k —> 0 il campo dell’onda si può supporre omogeneo 


e allora l'equazione del moto elettronico my = —eE dà v = eE/imo, 
in modo che la densità della corrente creata dagli elettroni è 

se e? Ne 

ia im® E. 


D'altra parte, abbiamo 


j= — ioP= — io 


Il confronto di queste due espressioni conduce alla formula (31,9). 
Nel caso limite inverso da frequenze piccole abbiamo 


a=1+ (£) 1- ( (az) y aE Da Te] per o/kvre «1. 
(31,10) 


Sottolineiamo che la dispersione spaziale elimina il polo per œ = 0, 
che ha la costante dielettrica di un mezzo conduttore ordinario. 
Notiamo anche che la parte immaginaria è relativamente piccola 
(anche se non esponenzialmente) anche per piccole frequenze, ma 
questa volta ciò è dovuto al piccolo volume di fase degli elettroni, 
in cui si verifica la condizione kv = ø. 

È stato mostrato al $ 29 che la funzione e; (0) definita dall’inte- 
grale (29,10) non ha punti singolari nel semipiano superiore di © 
e che i suoi punti singolari nel semipiano inferiore sono definiti dai 
punti singolari di df (p.)/dp, come funzione della variabile comples- 
sa px. Ma per la distribuzione maxwelliana la funzione 


df (px) Pi 
dPx SS Pa te (— n) 


in generale non ha punti singolari a distanze finite in tutto il piano 
complesso p, (cioè è una funzione intera). Perciò la costante dielettri- 
ca di un plasma maxwelliano senza urti è anch'essa una funzione 
intera di œ, cioè non ha affatto singolarità per valori finiti di œ. 

Finora abbiamo considerato il contributo nella costante dielet- 
trica dovuto esclusivamente alla componente elettronica del pla- 
sma. Il contributo della parte ionica si calcola allo stesso modo e i due 
contributi in e, — 4 si sommano semplicemente; otteniamo così 
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la generalizzazione evidente della formula (31,2) 


“-1= elia) +1]+ 


l +agl (75) + 1]. (34,14) 


Gli indici e ed i distinguono le grandezze riferite a elettroni e ioni; 


na (E 1/2 __ VTi =i Ti 1/2 
Veio x) È G= Q; ue 43; za] ? 


__ 4nN; (ze)? 
Qg = Eo (341,12) 


(M e ze sono la massa e la carica ioniche). L'espressione (34,11) si 
riferisce al plasma «a doppia temperatura », in cui ciascuna delle 
componenti ha una distribuzione d’equilibrio, ma a temperature 
diverse in modo che elettroni e ioni non si trovano in equilibrio 
reciproco. Questo caso è completamente naturale, in quanto la grande 
differenza di massa rende difficile lo scambio di energia per urti tra 
elettroni e ioni. 

Di solito, si ha a che fare con la situazione in cui T: S Te; in 
questo caso Vri < Vre. Tenendo anche conto che sempre Q; < Qe 
è facile concludere che nel caso œ > kure > kvr; il contributo ionico 
è trascurabile in modo che è valida la formula (31,7). Nel caso limite 
inverso abbiamo 


1 1 o n o i 
&— 1= (kae)? 2E (ka;)? + t VI (ka;)? kuri > (31,13) 
w K kvri K kvre. 


Il caso kvp: & w < kvre sarà considerato al $ 32. 

Tutti i calcoli in questo e nei paragrafi precedenti sono stati 
eseguiti per la parte longitudinale della costante dielettrica. Il 
calcolo della parte trasversale presenta interesse minore. Infatti, il 
campo trasversale si riduce, di solito, alle onde elettromagnetiche 
ordinarie, per cui la frequenza e il vettore d’onda sono legati dalla 


relazione w/k = clV Er In questo caso w/k >c > Ure, Cioè o > 
> kure; perciò la dispersione spaziale è piccola e la costante dielet- 
trica si esprime mediante la formula (34,9). Per queste onde non 
esiste smorzamento di Landau; poiché la velocità di fase dell onda 
supera la velocità della luce nel plasma non esistono particelle che 
potrebbero muoversi in fase con l'onda (a rigore, la dimostrazione 
di questa affermazione richiede un esame relativistico; si veda il 
problema 4). 


RE 
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PROBLEMI 


1. Trovare il potenziale del campo elettrico creato da una piccola carica 
puntiforme aggiunta e, che si trova a riposo nel plasma. 

Soluzione. Tenendo conto della polarizzazione del plasma, il campo è defi- 
nito dall'equazione div D = 4ne,ô (r). Per un campo costante le componenti 
di Fourier dell’induzione e del potenziale sono legate dalla relazione D, = 


= g (0, k) E; = —ike, (0, k) pp. Perciò per g, troviamo l'equazione 
ikD, = #28; (0, 4) Py = Ane. 


Ricavando €; (0, k) dalla (31,13) abbiamo 


_ áne, 
PS Ta 


-2 — g°2 2 
a? =a; + a7’. 


La funzione delle coordinate corrispondente è 
e. 
p= emra; 


quindi, la costante dielettrica (31,13) descrive la schermatura della carica statica 
in accordo con V, $ 78. La condizione di piccola carica, e, & Nae, —e,, deve 
essere piccola rispetto alla carica delle particelle del plasma nel volume ~a’. 
2. Calcolare la costante dielettrica trasversale di un plasma. 
Soluzione. Calcolata la polarizzazione elettronica P = —j/iw con j definito 
dalla (29,3), otteniamo il tensore 1) 


Z Ane? va ðt y 
tap= bano lr (1) 


La parte trasversale si separa da e,g come 
1 kakg ` 
= [ 2aa— eap CHE 


ed è data dall’integrale 


_, 2re? ðf d*p 
ict fu op, kv_@—i0 ? (2) 


dove p, = mv, è la componente della quantità di moto, trasversale rispetto a k. 
Dopo l'integrazione rispetto a d?p | troviamo infine per la distribuzione maxwel- 


liana f 
Q2 o 
&t W? ( y 5 kure ) (3) 


con la funzione F definita dalla (34,3); gli ioni portano a €p — 1 un contributo 
analogo. Nei casi limite abbiamo 


Q kvre \ 2 A Qe 0? 
e-i=-5[1+( o ) J+ 2 wkae exp (- 2k?vh, ) (4) 
(0 > kvre > kvri), 

a 4 4 e de Qe 1: 
u—i= = rage ta + V 3 ciao P 


(0 < kvri « kvre). 


1) In questa espressione il plasma non è supposto ancora isotropo. 
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3. Determinare la costante dielettrica di un plasma di elettroni ultrarelati- 
vistico; la temperatura Ta > me? (V. P. Silin, 1960). 

Soluzione. L'equazione cinetica conserva la sua forma (27,9) anche nel caso 
relativistico. Corrispondentemente restano valide le formule del tipo (29,9) 
o (2) del problema 2. Nel caso ultrarelativistico la velocità degli elettroni v x c, 
la loro energia vale cp e la funzione di distribuzione d’equilibrio è 


i (0)= AR e Te, 


Troviamo la costante dielettrica longitudinale 
1 œ 
Aste2o f Í (p) cos 0-27p? dp d cos 0 


a—1=-77; ke cos 0—o— ið (6) 


(8 è l'angolo tra k e v). L'integrazione della distribuzione f rispetto a 27p? dp 
dà N/2 e, in seguito, l'integrazione rispetto a d cos 0, con aggiramento del 
polo cos 8 = ©/kc dal basso, conduce al risultato 
7 4__ 4nN ee? ® @— ck 
ej o, i= e [1+- m| 37% |], m 
nw/2ke per @/k <c, 
0 per @0/k>e. 


Analogamente, partendo dalla (2) troviamo la costante dielettrica trasversa- 


e; (0, n={ 


le 
7 i me? Nec [ o? o—ck 20 ~ 
e; (0, k)—1 OkTe (1- ar) In ock | ck J? (8) 
e (0 »={ n(1—- 02/024?) per @/k< ce, 
PSr OET 0 per o/k >c. 


4. Trovare la parte immaginaria g; di un plasma di elettroni non relativisti- 
co (Te < mc?) per w/k ~ c> vre (V. P. Silin, 1960). 

Soluzione. Dalla formula (29,9), che è valida qualunque sia la velocità 
degli elettroni, dopo integrazione rispetto a d cos 0 ricaviamo 


Pi _ 81620 e Í (p) p? i mew 
e” (O, paro | LEL ap, IR apc (0) 
Pm 


il polo cos 8 = ©/kv giace sul cammino d’integrazione rispetto a cos 8 soltanto 
per w/kv < 1; perciò il limite inferiore di integrazione rispetto a dp corrisponde 
al valore v = ©/k). La funzione di distribuzione per Te < me?, valida per tutte 
le velocità degli elettroni, è 


me? € (p) 


N 
ÍP) = Tang” exp ( T, T, ) » e=c(p°+m2c2)1/2 


(il valore dell’integrale di normalizzazione è definito dalla regione € — me x 
= p?/2m ~ Te « mè). Per o/k ~ c > Vre nell’integrale (9) è importante la 
regione di valori p in prossimità del limite inferiore. Ponendo nell’esponente 


e (P) = e (Pm) -E | 


(P— Pm) =€ (pm) +F (P — pm) 
P=Pm 
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(e nel fattore davanti all’esponente p ® pm, v ©/k) e integrando rispetto 
ä p — Pm da0a œ, otteniamo 


fe) n o 4 me? 41 
UTV 3 org 10k) P Ca Pean -1]}. 


Questa formula esprime la legge dell’annullamento di e; per w/ck + 1. 


$ 32. Onde di plasma longitudinali 


La dispersione spaziale conduce alla possibilità di propagazione 
nel plasma di onde elettriche longitudinali. La dipendenza della 
frequenza dal vettore d'onda (0, come si suol dire, la legge della di- 
spersione) per queste onde è data dall equazione 


e; (0, k) = 0. (32,1) 


Infatti, per e, = 0 abbiamo D = 0 per il campo elettrico longitu- 
dinale E. Ponendo anche B = 0, verifichiamo identicamente la 
seconda coppia di equazioni di Maxwell (28,2). Della prima coppia, 
invece, resta l'equazione rot E = 0, la cui verifica è garantita dalla 
longitudinalità del campo: rot E = i [kE] = 0. 

Le radici dell'equazione (32,1) sono complesse (0 = w' + iw”). 
Se la parte immaginaria ef è positiva, queste radici giacciono nel 
semipiano inferiore della variabile complessa œ, cioè œ” < 0. La 
grandezza y = —@” rappresenta la diminuzione dello smorzamento 
dell'onda che ubbidisce alla legge e-?!. È ovvio che si può parlare 
della propagazione dell’onda soltanto se y « w’, ossia la diminuzione 
dello smorzamento deve essere piccola rispetto alla frequenza. 

Otteniamo tale radice dell'equazione (32,1) supponendo che 


(0) > kbre > kbri. (32,2) 


Allora alle oscillazioni partecipano i soli elettroni e la funzione 
€:(0, k) è data dalla formula (31,7). L'equazione e, = 0 si risolve 
con il metodo delle approssimazioni successive. In prima approssi- 
mazione, omettendo tutti i termini dipendenti da k, troviamo che 1) 


= La (32,3) 


vale a dire che le onde hanno frequenza costante indipendente da k. 
Queste onde si chiamano onde di plasma o di Langmuir (I. Langmuir, 
L. Tonks, 1926). Esse sono lunghe nel senso che 


ka. & 1, (32,4) 


come ciò risulta per © = Q, dalla (32,2). 


1) Se tenessimo conto delle oscillazioni degli ioni ciò implicherebbe soltanto 
una piccola traslazione di questa frequenza: œ? = Q + Q3. 
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Per determinare la correzione dipendente da k alla parte reale 
della frequenza è sufficiente porre © = Qe nel termine correttivo 
in e'; allora otteniamo 


0=9 (1+ -$ ka?) (32,5) 


(A. A. Vlasov, 1938). 
Inoltre, la parte immaginaria è 


o” = — Qei (0, k) (32,6) 


ed è esponenzialmente piccola insieme con ez. Per la sua definizione 
(insieme con il fattore davanti all’esponente) bisogna sostituire in 7 
il valore già corretto (32,5). Come risultato otteniamo 


n Q 1 3 
=V 4 ra exp [- 2 (kaa)? -5 | (32,7) 


(L. D. Landau, 1946). In virtù della condizione ka, < 1, la diminu- 
zione dello smorzamento delle onde di plasma è effettivamente 
esponenzialmente piccola. Essa aumenta con la diminuzione della 
lunghezza d'onda e per kae~ 1 (quando la formula (32,7) è già 
inapplicabile) diventa dello stesso ordine di grandezza della fre- 
quenza, cosicché la nozione di propagazione delle onde di plasma 
non ha più senso. 

Lo studio effettuato si riferisce, a rigore, solo al plasma isotropo, 
in cui il tensore della costante dielettrica si riduce, in accordo con la 
(28,7), alle due grandezze scalari e; e &;. Nel plasma anisotropo (cioè 
per una distribuzione f (p) dipendente dalla direzione p) non esistono 
onde rigorosamente longitudinali. Tuttavia, per condizioni appro- 
priate in esso possono propagarsi onde « quasi-longitudinali », in cui 
la componente del campo E‘, trasversale rispetto al vettore k, 
è piccola rispetto alla componente longitudinale E°: 


ED < E, (32,8) 


Per determinare queste condizioni osserviamo, soprattutto, che 
trascurando E° dall’equazione div D = 0 risulta che 


kD X kalag EP = + kakgeagE® =0. 


Questa uguaglianza, che definisce la legge di dispersione delle onde, 
si può riscrivere nella forma (32,4) se la costante dielettrica « longi- 
tudinale » è definita come 


&= $ kakpEap (32,9) 


sottolineiamo che questa grandezza dipende ora dalla direzione k. 
Tuttavia dalla condizione e; =0 non deriva più l'uguaglianza 
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D = 0; la grandezza 
k 
Da X EapEp =tap 7 ED = e EO 
è diversa da zero (nel plasma isotropo, invece, eg = 0 per e, = 0). 
In seguito, dall’equazione di Maxwell rot B = c-1 9D/dt ricaviamo 
la stima del campo magnetico nell’onda 


Q 
~ — £E() 
B T 2E 


e dall'equazione rot E = —c-! ôB/ôt una stima del campo elettrico 
trasversale 
t (O) o \)2? pa 
EÐ ~ -FB ~ (Z) EO. (32,10) 


In tal modo, la condizione di « quasi-longitudinalità » (32,8) è sod- 
disfatta se l'onda è «lenta » nel senso che 


o/k g ciVE. (32,11) 


Notiamo, infine, che la formula (29,10) resta in vigore anche per 
la grandezza e, definita dalla (32,9) nel caso di plasma anisotropo, 
come risulta con chiarezza deducendola dall’espressione 


1 
kP = Ta (ka£agEg = kE) 


con il campo longitudinale E. In questo caso è importante che nel- 
l'equazione cinetica si possa trascurare la forza di Lorentz e [vBl/c 
rispetto a eE (sebbene il suo prodotto con df/Gp non si annulli più 
identicamente per una funzione f (p) anisotropa). Con la stima (32,10) 
abbiamo infatti 


IIvB]| _ 0ev 


cE) ke? Si 


Questo rapporto è piccolo sia in virtù della condizione di « lentezza » 
dell’onda (32,11) che in virtù di v & c. 


PROBLEMI 


1. Dedurre la legge di dispersione per le oscillazioni trasversali di un plasma. 

Soluzione. Per le onde trasversali la legge di dispersione è data dalla rela- 
zione œ? = c°%?/e;. Le oscillazioni ad alta frequenza (0 > kvre) corrispondono 
alle onde elettromagnetiche ordinarie. Troviamo, con £; ottenuto dalla (31,9) 
(si veda anche il problema 2 del $ 31), 


o? = ck? + Q2. 


Questa espressione è valida per qualunque k; lo smorzamento di Landau non 
esiste, come è stato indicato alla fine del $ 31. 

Per le oscillazioni a bassa frequenza (© < kvre) il moto descritto dagli 
ioni è anch'esso inessenziale. Per le onde lunghe (ka, < 1) il termine principale 
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nella legge di dispersione è 
2 kevre 


Q= —i me — — 
n Q2 , 
© è una grandezza immaginaria pura e significa smorzamento aperiodico, in 
modo che è impossibile parlare, in generale, di propagazione di onde, 

2. Dedurre la legge di dispersione delle onde plasmatiche in un plasma 
elettronico ultrarelativistico (V. P. Silin, 1960). 

Soluzione. Per œ > ck la formula dedotta nel problema 3 del $ 31 dà 


Q? 3k2c2 
alo, h= (1+27 h 
dove aN 
ne? N ec? 
Q ra Ere. 


Uguagliando a zero questa espressione otteniamo la legge di dispersione 
3 
a= Q2 rel +g ck?, (ck KE Qe rel). 
All’aumentare di k questa formula diventa inapplicabile, ma resta sempre 


® > ck (e perciò lo smorzamento di Landau non esiste). Nel caso limite di k 
grandi la frequenza œ tende a ck secondo la legge 


2k3c? 
©=ck|1+2exp (- -2)]. 
397 rel 
3. Risolvere il problema 2 per le onde trasversali. 


Soluzione. Ricorrendo all'espressione di e; (œ, k), ottenuta nel problema 3 
del $ 31, deduciamo la legge di dispersione 


o= Q3 mtt cek? per ock. 
Per grandi % l’espressione limite è 
o= 3 Dre + 0983. 


Anche qui resta sempre @ > ck e perciò non esiste smorzamento. 


$ 33. Onde ionico-acustiche 


Accanto alle onde plasmatiche legate alle oscillazioni degli 
elettroni, nel plasma si propagano anche onde in cui subiscono oscilla- 
zioni notevoli le densità elettronica e ionica. Questo ramo dello 
spettro delle oscillazioni ha uno smorzamento debole (e perciò si 
può parlare della propagazione di onde) nel caso in cui la temperatu- 
ra del gas ionico nel plasma sia piccola rispetto alla temperatura 
degli elettroni: 

T: K Te (33,1) 


Come sarà confermato dai risultati dei calcoli, la velocità di fase 
di queste onde verifica le disuguaglianze 


Vri g olk & Ure (33,2) 
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La piccolezza dello smorzamento di Landau in queste condizioni 
è evidente a priori: poiché la velocità di fase si trova all’esterno 
degli intervalli fondamentali di dispersione delle velocità termiche 
sia ioniche che elettroniche, soltanto una parte piccola di particelle 
può muoversi in fase con l’onda e, quindi, partecipare allo scambio 
di energia con essa. 

Il contributo degli elettroni alla costante dielettrica, nelle con- 
dizioni (33,2), è dato dalla formula limite (31,10) e il contributo degli 
ioni dalla formula (31,7), sostituendo le grandezze elettroniche con 
quelle ioniche. Con la precisione necessaria abbiamo 


Li 1 3 T ®© 7 
usi 7 [i+ VI] (33,3) 


Trascurando dapprima la parte immaginaria relativamente piccola, 
dall'equazione e, = 0 ricaviamo 
k?a? T k2 
Parete ii EE 
o=Q% pre = HM 1F Wai (33,4) 

(nell’ultima espressione abbiamo usato il fatto che Ne = z2N;). 

Per le onde più lunghe, con la condizione ka, < 1, la legge di di- 
spersione (33,4) si riduce alla relazione 1) 


o=k y / Že, kagi. (33,5) 


La frequenza è proporzionale al vettore d’onda come nelle onde 
acustiche ordinarie. Le onde che ubbidiscono a questa legge di di- 
spersione si chiamano onde iorico-acustiche. La loro velocità di fase 
è @/k ~ (T/M)}?, in modo che la condizione (33,2) si verifica effetti- 
vamente. Tenendo conto della parte immaginaria e; nell’approssi- 
mazione successiva, è facile trovare la diminuzione dello smorza- 


mento 
ro. 899) 


Questo smorzamento è condizionato dagli elettroni. Quanto al con- 
tributo degli ioni a y, esso è esponenzialmente piccolo e contiene il 
fattore exp (—27/27;). 

Per lunghezze d'onda più piccole nella regione 1/a, < k < 1/a; 
(che esiste in virtù della disuguaglianza supposta (33,1)), dalla (33,4) 
si ricava semplicemente 


on Qi (33,7) 


1) La legge (33,5) è stata dedotta da Langmuir e Tonks (1926) e la necessità 
della condizione (33,1) è stata indicata da G.V. Gordeev (1954). 
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Queste onde ioniche sono analoghe a quelle di plasma elettroniche. 
facile provare che anche in questo caso vengono soddisfatte le con- 
dizioni (33,2) e che lo smorzamento f . 
è piccolo. Al diminuire ulteriore ® 
delle lunghezze d’onda lo smorza- 
mento, tuttavia, aumenta, e per 
ka; = 1 il contributo ionico alla £e 
diminuzione dello smorzamento 
è comparabile con la frequenza, 
in modo che è impossibile parlare 
di propagazione di onde. 


Li 


Nella fig. 8 è rappresentato =k 
schematicamente lo spettro (la Ga Vai 
legge di dispersione) per le dette Fig. 8 


oscillazioni a basse frequenze (la 

curva inferiore) in confronto allo spettro delle onde elettroniche di 
plasma ad alta frequenza (la curva superiore). In tratteggio sono 
indicate le regioni in cui lo smorzamento diventa grande. 


.$ 34. Rilassamento della perturbazione iniziale 


Consideriamo il problema della soluzione dell'equazione cinetica 
con il campo autocompatibile, con le condizioni iniziali assegnate 
(L. D. Landau, 1946). Ci limiteremo al caso di un campo elettrico 
puramente potenziale (E = —V@), con campo magnetico nullo 
e supporremo che alla perturbazione sia soggetta solo la distribu- 
zione elettronica, per distribuzione degli ioni invariante. 

Supporremo piccola anche la perturbazione iniziale: la distribu- 
zione iniziale elettronica è 


f (0, r, p) = fo (P) + g (r, p), (34,1) 


dove fə (p) è la distribuzione d’equilibrio (maxwelliana) e g & fo. 
La perturbazione resta piccola, ovviamente, anche agli istanti suc- 
cessivi, in modo che le equazioni si possono linearizzare; cerchiamo. 
la funzione di distribuzione nella forma 


f (t, r, p) = fo (P) + ôf (t, r, p). (34,2} 
Per la piccola correzione ôf e per il potenziale del campo autocom- 


patibile ọ (t, r) (infinitesimo dello stesso ordine) troviamo un sistema 
di equazione composto dall’equazione cinetica 


ô ôf 0 ôf ôfo _ 
a eae Ra S Gr 


e dall’equazione di Poisson 
Ap=4ne f ôf dp (34,4} 
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(la carica elettronica d’equilibrio è compensata dalla carica ionica). 

Poiché queste equazioni sono lineari e non contengono le coordi- 
nate in forma esplicita, le funzioni cercate ôf e ọ si possono sviluppare 
in integrale di Fourier rispetto alle coordinate e scrivere le equazioni 
per ciascuna componente di Fourier separatamente. In altre parole, 
è sufficiente considerare soluzioni della forma 


ôf (t, r, p) = fk (t, p) e&t, (ti, r) = Qr (t) e". (34,5) 


Per queste soluzioni le equazioni (34,3-4) assumono la forma 


ôf , , d 
FE + ikvfx + iepuk Se =0, (34,6) 
kpk = — 4ne f fx dp. (34,7) 


Per risolvere queste equazioni è comodo ricorrere alla trasforma- 
zione di Fourier unilaterale definendo l’immagine fx (p) della fun- 
zione fx (t, p) come 


fis (P) = | tfu (t, p) di. (34,8) 
0 
La trasformazione inversa è data dalla formula 
cso-+io d 
siti o 
ht p= | eR (34,9) 
-œ+i0 


dove l'integrale si calcola nel piano complesso œw lungo la retta pa- 
rallela all'asse reale, passante sopra di essa (o >0) e più alta di 
tutte le singolarità della funzione fex +). 

Moltiplichiamo i due membri dell'equazione (34,6) per e~et 
e integriamo rispetto a t. Osservando che 


00 
dix ì ; : 
f -T et dt = fyeiot b —io f fr dt = — gi iofs 
0 0 


1) La trasformazione (34,8-9) non è altro che la nota trasformazione di 
Laplace 
œ 4 iœ +0 
= -pt SEE pt 
i=fiWena, 10=57> | Ipdp 
0 -— î0+0 
- nella quale la variabile p è stata sostituita con —iw e, rispettivamente, si è 


cambiato il cammino d'integrazione nella formula della funzione f (t) in base 
alla sua immagine fp 
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(dove gx (p) = fx (0, p)) e dividendo per i (kv — ©) entrambi 
i membri dell'equazione, otteniamo 


1 somit Ofa 
ok =T ay [ ex — ieg Da |. (34,10) 
Arialogamente dalla (34,7) ricaviamo 


kgk = —Ane | fik (P) dp. (84,11) 


Sostituendo nella (34,11) fék dalla (34,10) otteniamo già l’equa- 


zione che definisce la sola gS{ e da essa troviamo che 


w Arte f Ex (P) d°p 
Pok = Fo, k) | i(kv=0)? 


(84,12) 


dove si è introdotta la costante dielettrica longitudinale e, in accordo 
con la (29,9). Introducendo di nuovo (come al $ 29) la componente 
della quantità di moto p, = mv, lungo la direzione k, riscriviamo 
questa formula come segue: 


Aste n Ek (Px) dpx 
ik= Fao, È ) Ti? Se 


dove 


8x (Px) = i gx (P) dp, dp,. 


Per la definizione ulteriore della dipendenza temporale del 
potenziale secondo la formula di inversione 
co+io 
m(0)= | egido (34,14) 
- 0 +ig 
è necessario stabilire preliminarmente le proprietà analitiche di Qox 


quale funzione della variabile complessa @. 
Un'espressione della forma 


gip = f qu (t) eiotdi 
0 


come funzione della variabile complessa œ ha senso soltanto nel 
semipiano superiore. Lo stesso si riferisce anche all’espressione 
(34,13), dove il cammino d'integrazione (asse reale p,) passa sotto 
il polo p, = mw/k. Come abbiamo visto al $ 29, la funzione della 
variabile œ definita da questo integrale nel suo prolungamento ana- 
litico al semipiano inferiore ha singolarità solo nei punti coincidenti 
con i punti singolari della funzione gk (px). Supporremo che gx (Px) 
come funzione della variabile complessa p, sia una funzione intera 
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{cioè che essa non abbia alcuna singolarità per p, finite); allora l’in- 

tegrale considerato definisce anch'esso una funzione intera di œ. 

È stato detto al § 34 che la costante e; del plasma maxwelliano 

è anch'essa una funzione intera di œ. In tal modo, la funzione Qox, 

analitica in tutto il piano ©, è quoziente di due funzioni intere. Ne 

segue che le uniche singolarità (poli) della funzione Qox sono gli 
zeri del suo denominatore, cioè gli zeri della funzione e; (©, k). 

Queste considerazioni consentono di stabilire la legge asintotica 

di decrescenza del potenziale x (t), per tempi ? grandi. Nella formula 

d’inversione (34,14) si integra lungo la retta orizzontale nel piano œ. 

Tuttavia, intendendo con @,yx una 

©) funzione analitica, definita nel suddet- 

to modo in tutto il piano, possiamo 

spostare il cammino d'integrazione nel 

semipiano inferiore in modo tale che 

non sia intersecato nessun polo della 

funzione. Sia @, = ©} + img la radice 

dell'equazione e, (œ, k) = 0 avente la 

parte immaginaria più piccola in mo- 

dulo (cioè la più vicina all'asse reale). 

Integriamo nella (34,14) lungo un cam- 

mino posto sufficientemente lontano 

Fig. 9 sotto il punto œ = ©, e aggirante 

questo punto (così come gli altri poli 

giacenti sopra) nel modo indicato nella fig. 9. Allora nell’integrale 

sarà importante (per t grandi) solo il residuo relativo al polo x; 

le altre parti dell’integrale, compreso l’integrale esteso alla parte 

orizzontale del cammino, saranno esponenzialmente piccole rispetto 

al residuo suindicato, in quanto nell’espressione integranda figura 

il fattore e®t che decresce rapidamente all'aumentare di | Im @ |. 

Quindi, la legge asintotica di decrescenza del potenziale è data dal- 

l’espressione 


wk 


iœt —lo”it 


qu (1) e ke k, (34,15) 
vale a dire che con il tempo la perturbazione del campo si smorza 
esponenzialmente con decremento ya = | œp |! 


Per le perturbazioni ad onde lunghe (ka, << 1) la frequenza œk 
e il decremento yp coincidono con quelli per le onde di plasma e sono 
definiti dalle formule (32,5-6). La diminuzione dello smorzamento 


1) Se la funzione iniziale Ex (p_.) ha singolarità, allora nel novero dei valori 


di © concorrenti, oltre agli zeri della funzione g (@, k), figurano anche i punti 
singolari della funzione Pok Provenienti dalla singolarità dell’integrale nella 


. formula (34,13). In particolare, se Ex (P,) ha una singolarità (punto di flesso, 
ad esempio) sull'asse reale, allora @,,y avrà anch'essa una singolarità per w = 


= kvx reale. Questa perturbazione (nel plasma senza urti!) in generale non si 
smorzerà. 
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di queste perturbazioni è esponenzialmente piccola. Nel caso di 
perturbazioni ad onde corte (ka, ~ 1) lo smorzamento diventa molto 
forte e la diminuzione y, grande anche rispetto a w% t). 
Soffermiamoci, infine, sulle proprietà della distribuzione elettro- 
nica stessa. La funzione cercata fu (t, p) si ottiene mediante la so- 
stituzione della (34,10) nell’integrale (34,9). Oltre ai poli nel semi- 
piano inferiore provenienti da @yx, l’espressione integranda ha un 
polo nel punto œ = kv appartenente all'asse reale. Sarà questo polo 
a determinare il comportamento asintotico dell’integrale per t 
grandi. Mediante il suo residuo troviamo che 
fu (t, p) o eteri. (34,16) 
Quindi, la perturbazione della funzione di distribuzione non si 
smorza con il tempo. La distribuzione diventa, tuttavia, una fun- 
zione della velocità oscillante sempre più rapidamente (il periodo 
di oscillazioni rispetto alla velocità —1/kt). Perciò la perturbazione 


della densità (cioè l'integrale f Jx dp) si smorza così come il poten- 


ziale ¢@xķ?)- 

L'evoluzione della funzione di distribuzione secondo la (34,16) 
si riferisce al tempo allorché il campo si può supporre smorzato; la 
formula (34,16) corrisponde semplicemente al cammino libero delle 
particelle, ciascuna con una velocità costante. Infatti, una funzione 


della forma 
f (t, r, p) = g (p) ef&r_bv® (34,17) 


rappresenta una soluzione dell'equazione cinetica delle particelle 
libere 
ôf 
da 
per una distribuzione iniziale (t = 0) delle velocità assegnata e per 
una distribuzione periodica (coeik") delle coordinate. 


ôf 
+v2 =0 (34,18) 


$ 35. Eco di plasma 


Il carattere termodinamicamente reversibile dello smorzamento 
di Landau si manifesta in fenomeni non lineari originali, che si 
chiamano eco di plasma. Questi fenomeni compaiono in seguito a 


1) Ci si può chiedere: da dove proviene il grande smorzamento se la « velo- 
cità di fase » 0;/k giace all’esterno dell’intervallo fondamentale delle velocità 
termiche? In realtà, tuttavia, per y > w' non si può, in generale, intendere il 
rapporto œ'/k come velocità di fase. Se sviluppiamo di nuovo una funzione della 
forma ei®"te-*! in integrale di Fourier, in esso figureranno componenti con 
frequenze in tutto l’intervallo da 0 a y e con « velocità di fase » da 0a —vy/k. 

2) Tuttavia, vogliamo notare in anticipo che il carattere oscillante della 
distribuzione per t grandi conduce a un forte aumento del numero efficace di 
urti coulombiani e, quindi, accelera lo smorzamento della perturbazione che, 
in fin dei conti, appare (si veda il problema del $ 41). 
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quelle oscillazioni non smorzantisi della funzione di distribuzione 
(34,16), che restano dopo il rilassamento senza urti delle perturba- 
zioni della densità (e del campo) nel plasma. Essi hanno di fatto 
un'origine cinematica non legata all'esistenza di un campo elettrico 
autocompatibile nel plasma. Dapprima illustreremo ciò sull'esempio 
di un gas composto da particelle non cariche e non collidenti. 

Supponiamo che all'istante iniziale nel gas sia data una pertur- 
bazione, in cui la funzione di distribuzione, restando rispetto alle 
velocità maxwelliana in ogni punto dello spazio, varia lungo l’asse x 
secondo la legge periodica 


ôf = A, cos kix-fo (p) per t=0 (35,1) 


(in questo paragrafo con p = mv indicheremo la componente x 
della quantità di moto; la funzione di distribuzione è supposta già 
integrata rispetto a py e p:). Secondo la stessa legge lungo l’asse x 
(e allo stesso istante t = 0) varia anche la perturbazione della den- 


sità del gas, cioè l'integrale \ 6/-dp. Agli istanti successivi la per- 
turbazione della funzione di distribuzione varierà secondo la legge 


öf = A; cos k, (z — vt) fo (p), (35,2) 


corrispondente al moto libero di ogni particella lungo l’asse x con la 
propria velocità v. La perturbazione della densità, tuttavia, si smor- 
zerà (in un tempo ~1/vrk,) in seguito allo smorzamento dell’inte- 


grale | ô dp, in seguito al fattore cos k, (x — vt) oscillante nelle 


velocità nell'espressione integranda. La legge asintotica di questo 
smorzamento per tempi t > 1/kwr è data dall'espressione 


SN = f ôf dp ~ exp (—4 kvit?) (85,3) 


(la stima dell’integrale si ottiene con il metodo del punto di sella). 

Supponiamo ora che a un istante t = t > 41/k,vr la funzione di 

distribuzione sia di nuovo modulata con ampiezza A, e un vettore 

d'onda k, œ> k. La perturbazione della densità che compare si smor- 

zerà di nuovo (in un tempo —1/k,vr), ma per ricomparire all'istante 

ro * 

veg (35,4) 

Infatti, la seconda modulazione implica la comparsa nella funzione 

di distribuzione (all'istante t = 1) di un termine del secondo ordine 
della forma 


ôf? = A,A, cos (kız — kyvt) cos kz- fo (p). (35,5) 
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L'evoluzione ulteriore di questa perturbazione per t > t la trasfor- 
ma in 


ôf” = a (p) cos [kız — kvt] cos [kaz — kw (t—1)}= 
=} A; Aafo (P) {cos [(K3— ki) 2— (ka — k) vt + kvt] + 
+ cos [(kz -+ k4) £ — (ka + k,) vt+-kavr]}. 


Si vede ora che all'istante t = qt’ la dipendenza oscillante da v nel 
primo termine scompare, in modo che questo termine darà un con- 
tributo finito alla perturbazione della densità del gas con il vettore 
d'onda ka — k. L'eco così generata si smorzerà in seguito in un tem- 
po ~1/vr (ką — ki), e l’ultimo stadio di questo smorzamento si 
effettua secondo una legge analoga alla (35,3). 

Passiamo allo studio di questo fenomeno in un plasma elettronico 
(R.W. Gould, T.M. O'Neil, J.H. Malmberg, 1967). Il suo meccani- 
smo resta lo stesso, ma la legge concreta di smorzamento varia sotto 
l'influsso del campo autocompatibile. 

Supporremo che le perturbazioni siano generate dalle quantità 
di moto di un potenziale esterno (creato da cariche « aggiunte ») 
29 applicate al plasma agli istanti t = 0et= q: 


pla = gô (t) cos kız + ad (t — T) coò kaz; (35,6) 


inoltre viene supposto che k, > k, e t > 1/kivr, 1/7 (k) (dove y (k) 
è la diminuzione dello smorzamento di Landau). 

La perturbazione della funzione di distribuzione (f = fo + ôf) 
‘verifica l'equazione cinetica senza urti che, tenendo conto del ter- 
mine del secondo ordine, ha la forma 
at ôg dfo _ ap ð öf (35,7) 


z dp — dx ôp ` 


In questo caso il potenziale ọ del campo creato nel plasma (compren- 
dente anche la parte «aggiunta » ‘28° ) soddisfa l'equazione 


A (Q— pla) = 4ne f öf dp. (35,8) 


Cercheremo la soluzione di queste equazioni nella forma degli 
integrali di Fourier 
sneno d dk' 
ôf = f forex -® 9-a? 


aon do” dk” 
p= f Quei ar DET 
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Ponendo queste espressioni, moltiplicando in seguito le equazioni 
per e i&x—-@t) e integrandole rispetto a dz di, otteniamo 


d 
(ho— è) fon+ekoon = 


j dio do’ dk' 
=e f (k—k') Po-0’, k-k’ do uni , (35,9) 


—KèQur = Ane | fordp—kèoge, (35,10) 
dove 
qRO = nq [ô (k + k,) + ô (k — k) + 
+ spa [ô (k + ka) + ô (k — Kg)] àon, 


Nell’approssimazione lineare (trascurando cioè il secondo membro 
della (35,9)) la soluzione di queste equazioni è 


dfo 


(1) k 1 1 POE) 
fok = —e dp kv—@® gb, Pi) Te (0, k) sd (35,11) 


dove e, è la costante dielettrica (29,10). A questa soluzione corri- 
spondono le perturbazioni smorzantisi dagli istanti t = 0 et=t 
con i decrementi y (kı) e y (k), rispettivamente. 

Nell'approssimazione del secondo ordine si deve porre la (35,11) 
a secondo membro dell'equazione (35,9) e così, per i termini del 
secondo ordine nelle perturbazioni della funzione di distribuzione 
e del potenziale si ottengono le equazioni 


dIok 


(va) j&t ekok e = Tar, (35,12) 
kegi = —4ne | f& dp, (35,13) 

dove 
Ior= —e {(E-k) 98.0, ani IE (85,14) 


L'effetto cercato, ossia l'eco con il vettore d'onda k, — %,, sarà 
incluso nei termini a secondo membro dell'equazione (35,12) con- 
tenenti è (X + (k, — %,)). Riuniamo questi termini nell'espressione 
di ar. All’istante t = q la perturbazione g®, proveniente dall’ im- 
pulso ©, applicato all'istante # = 0, si smorzerà. Perciò è evidente 
a priori che nella sostituzione della (35,11) nella (35,14) si deve tener 


conto in po solo del termine con @,; i termini cercati della forma 


Ior = Io (kn ka) ô (k — ka +k) + 
+ Io (kn —k,) ô (k + ka — k) (35,15) 
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si ottengono inoltre dai termini in fok contenenti g,. Dopo l’integra- 
zione rispetto a dk’ nella (35,14) otteniamo 


Io (kis ka) = 


00 ilo @? 
ie o’ )t do' 


1 . dfo ; 
= pensi | groo maoo (35416) 
-0 
inoltre, come sempre, la variabile d'integrazione œ’ si deve inten- 
dere come œw’ + i0 1). 

L'integrale (35,16) si può calcolare tenendo conto che © è sup- 
posto grande (t > 1/kvr, 1/Y). A tal fine spostiamo nel semipiano 
inferiore della variabile complessa ©’ il contorno d'integrazione, che 
inoltre « si attacca » ai poli dell espressione integranda. Questi poli 
si trovano negli zeri delle funzioni g; e nel punto w = —k,v — iQ. 
I primi di questi poli hanno le parti immaginarie negative non nulle 
(—y (kı) o —y (K2)) e i loro contributi all’integrale (residui nei poli) 
si smorzano all'aumentare di t come e-vY°, Il contributo che si smorza 
proviene soltanto dal polo reale œ = —k,v — i0. Otteniamo così 


Da in dfo PiPzkykzetl O HRON , 
To iky =t a ache, r a an a (9917) 


Tornando alle equazioni (35,12-13) e sostituendo /# dalla prima 
equazione nella seconda, troviamo 


( Arte î dlok dp 
P= Figo, dp wo i (35,18) 


Calcolando la derivata d/,/dp si deve derivare solo il fattore espo- 
nenziale nella (39,17), poiché kyvrt > 1. 

Riunendo ora le espressioni (35,15-18) così ottenute ed effettuan- 
do la trasformazione inversa di Fourier, otteniamo il potenziale 
d’eco cercato, con il vettore d'onda k} = ka — kı, nella forma 


p2 (t, x) = Re {A (t) d*s}, (85,19) 


Scriviamo subito l'ampiezza A (t) nel limite asintotico per t — 
— t-+ œ. In questo limite l'integrale rispetto a œ è definito dal 
residuo dell'espressione integranda solo nel polo œ = kv — i0. 
Troviamo, infine, 
, kèk df eTivhs(t-t) dp 
Luna bile Clo sr a e a 
A= Int | POTRA 
— 00 
(35,20) 
dove t’ = katlka. 


1) Nel calcolare si deve tenere conto che e; dipende unicamente da | k| 
e perciò nelle notazioni di questo paragrafo (dove k = kx) abbiamo e; (0, —k)= 
= Ei (0, k). 
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Questa espressione — l'ampiezza dell’eco — è massima per è = 
= qt’, inoltre il valore massimo è proporzionale a 7, cioè all'inter- 
vallo di tempo tra due impulsi. Da ambo le parti del massimo l’am- 
piezza A (t) decresce, ma secondo leggi diverse. L'integrale (35,20) 
è definito asintoticamente per t — 1' + œ dal residuo dell’espres- 
sione integranda nel suo polo con la parte immaginaria negativa più 
piccola in modulo; questo polo giace per e; (kv, ką) = 0 e la sua 
parte immaginaria vale Im v = —y (k3)/#3!). Dall’altra parte del 


Fig. 10 


massimo, per t — T' + — œ, l'integrale è definito dal residuo nel polo 
per e; (—kw, kı) = 0, per il quale Im v = y (k,)/k, (in questo caso 
il cammino d’integrazione deve essere spostato nel semipiano supe- 
riore della variabile complessa v). Come risultato troviamo che 


A(t) ~ exp[— 7 (k3) (t—)] per 1-7 +00, 
AG) ~w erp| -E y k) (1-0) | per t—t——oo. (35,21) 


Quindi, l'ampiezza dell’eco, prima che sia raggiunto il massimo, 
aumenta con l'incremento kay (£,)/K, e dopo il massimo diminuisce 
con decremento y (k). La fig. 10 illustra il fenomeno studiato: le 


1) È supposto che i vettori d'onda k < 1/ae. Allora y (k) è esponenzialmente 
piccolo e decresce all'aumentare di k. Poiché k < kə, allora il polo per 
8, (kav, ka) = O si trova a priori più lontano, per queste ipotesi, dall'asse reale 


v che non il polo per & (kgv, k3) = 0. 
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prime due curve rappresentano l'andamento di variazione del poten- 
ziale nei due impulsi applicati agli istanti t=0 e #= q, la terza 
curva rappresenta la forma dell’eco. Per le curve sono indicati il 
corrispondente decremento o l’incremento. 

I calcoli fatti trascurano gli urti. Perciò la condizione di appli- 
cabilità della formula quantitativa (35,20) è che all'istante t con- 
siderato le oscillazioni della funzione di distribuzione non abbiano 
fatto in tempo a smorzarsi sotto l'influsso degli urti. Anticipando 
l’esposizione ulteriore e usando i risultati del $ 44, si può formulare 
questa condizione come segue: 


v (vr) (kovr? È <1, (35,22) 


dove v (vr) è la frequenza media degli urti coulombiani dell’elet- 
trone. ; 


$ 36. Cattura adiabatica di elettroni 


Consideriamo il problema della distribuzione degli elettroni in 
un plasma che si trova in un campo elettrico potenziale inseribile 
lentamente. Siano L l'ordine di grandezza della lunghezza del campo 
e t il tempo caratteristico della sua variazione. Supporremo che 


t> Lit, (36,1) 


Al tempo stesso supporremo qt piccolo rispetto al tempo di cammino 
libero degli elettroni, in modo che si tratterà come prima di un pla- 
sma senza urti. 

In virtù della condizione (36,1) si può supporre stazionario il 
campo durante il tempo in cui lo percorre l’elettrone. Con la stessa 
approssimazione sarà stazionaria anche la funzione di distribuzione 
degli elettroni nel campo. Come è stato detto alla fine del $ 27, la 
soluzione dell'equazione cinetica senza urti dipende unicamente dagli 
integrali del moto della particella; per una distribuzione stazionaria 
possono essere tali solo integrali non dipendenti esplicitamente dal 
tempo. 

Ci limiteremo al caso unidimensionale, in cui il potenziale del 
campo @ dipende solo dalla coordinata x. Poiché il moto lungo gli 
assi y e z è inessenziale, si tratterà della funzione di distribuzione f 
soltanto rispetto alla quantità di moto p, (e alla coordinata 2). 

Nel caso unidimensionale l’equazione del moto ha due integrali, 
di cui non dipende esplicitamente dal tempo (in un campo staziona- 
rio) solo uno, ossia l'energia dell'elettrone, 


e= LU (2), (36,2) 
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dove U (x) = —eọ (x) !). Perciò la funzione di distribuzione stazio- 
naria dipenderà da p, e x soltanto nella combinazione (36,2): 
{= f [e (x, pa)l. (36,3) 


Quanto alla forma della funzione f (e), essa va determinata ricor- 
rendo alle condizioni al contorno. 

Supponiamo che il campo U (x) abbia la forma di una barriera 

di potenziale (fig. 11, a). In questo caso la funzione f (e) viene defi- 

nita dalla forma di distribuzione degli elettroni che arrivano alla 

barriera dall’infinito. Così, se da ambo le parti lontano dalla barriera 

gli elettroni hanno una distri- 

buzione d’equilibrio (omogenea 

V(2) rispetto allo spazio) con tempe- 

ratura T., allora in tutto lo spa- 

zio sarà valida la distribuzione 


a) T di Boltzmann 
n No € \ 
f= tg ( -77 ) 


(36,4) 


La densità del gas elettronico, 
invece, sarà distribuita ovunque 
secondo la formula 


Ne (x) = Nye "Te, (36,5) 


dove N, è la densità lontano 
dalla barriera. 

Supponiamo ora che il campo abbia la forma di una buca di po- 
tenziale (fig. 11, b). In questo caso la distribuzione degli elettroni 
con energia positiva e sarà determinata di nuovo dalla distribuzione 
delle particelle provenienti dall’infinito; per una distribuzione d’equi- 
librio all'infinito, la distribuzione degli elettroni con e >Q0 sarà 
di Boltzmann in tutto lo spazio. Ma oltre alle particelle con e >Q, 
in questo caso esistono anche particelle di energia e < 0; queste 
particelle compiono un moto finito all'interno della buca di poten- 
ziale, cioè sono « catturate ». All’infinito non esistono particelle con 
e < 0; perciò le considerazioni suindicate, in cui l'energia è supposta 
come una grandezza rigorosamente conservativa, sono insufficienti 
per stabilire la distribuzione delle particelle catturate. È necessario 
considerare anche la variazione dell'energia in un campo non rigo- 
rosamente stazionario, per cui risulta che questa distribuzione è, 
in generale, dipendente dalla storia passata, ossia dall’ andamento 
dell’inclusione del campo (A. V. Gurevič, 1967). 


Fig. 11 


1) Il secondo integrale del moto può essere, ad esempio, il valore iniziale 
(a un istante dato) della coordinata , della particella, espresso in funzione del 
tempo e della coordinata corrente lungo la traiettoria x, (t, z). 
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In virtù della condizione (36,1) il campo varia poco durante il 
periodo del moto finito compiuto dalle particelle catturate. Come 
è noto, in questo caso si conserva il cosiddetto invariante adiabatico, 
cioè l'integrale 

Xs 
I(t, e)= 2 | [2m (e —U (t, x))]!/2 de, (36,6) 


Xi 


calcolato tra le due frontiere del moto (per e e t dati). Sarà ora questa 
grandezza a svolgere il ruolo dell’integrale del moto, per mezzo del 
quale dovrà essere espressa la funzione di distribuzione delle par- 


ticelle catturate: 
feat = feat (I (t, £)) (36,7) 


(dove l'energia e, a sua volta, è supposta espressa in funzione di x 
e p, secondo la formula (36,2)). La forma della funzione (36,7) va 
determinata dal fatto che per un’inclusione lenta del campo la fun- 
zione di distribuzione sarà una funzione continua di e. Perciò la 
funzione fcat (I), come valore al contorno dell'energia delle parti- 
celle catturate, deve coincidere con la funzione di distribuzione delle 
particelle che compiono un moto infinito sopra la buca. i 

Il caso della buca di potenziale rappresentata nella fig. 14, b, 
tuttavia, è particolarmente semplice in quanto l'energia al contorno 
resta (per un’inclusione graduale del campo) costante, uguale a zero. 
Allora dalla suddetta condizione al contorno segue che feat si riduce 
alla costante 


feat = Í (0), (36,8) 
dove f (e) è la funzione di distribuzione delle particelle sopra la 
buca. Cerchiamo la distribuzione spaziale degli elettroni in questo 


caso se f (e) è la funzione di Boltzmann della forma (36,4). 
Sommando il numero di elettroni con e >Q e cone < 0 abbiamo 


o0 Pi 
N,=2(f(e)dp.+2{{0)dpy pi=(@2m|U |)? 
Pi 0 
(i fattori 2 tengono conto delle particelle con py >0 e con pæ < 0). 
Sostituendovi f (e) dalla (36,4) otteniamo 


N, (t, =N favur [1-0 (y Z) J] , (36,9) 


dove 
È 
A er 
O= 1e du. (36,10) 
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Per È < 1 dopo lo sviluppo dell'espressione (36,10) in potenze 
di u abbiamo 


@ h-E). 


Perciò la distribuzione degli elettroni catturati in una buca poco 
profonda (| U |< 7.) è data dalla formula 


i IU] 4 17 | \3/2 
N:=No[1 E ( F ) | (36,11) 
Il primo termine correttivo coincide con quello che si otterrebbe dalla 
formula di Boltzmann (36,5). Ma già la correzione successiva diffe- 
risce da quella di Boltzmann. 

Per > í la differenza 1 — © (€) è esponenzialmente piccola 
(exp (—£°)). Perciò nel caso di una buca profonda (| U | >> T.) 
nella (36,9) ha importanza solo il secondo termine tra parentesi 
graffe, in modo che 


N. (t, 2) =2N; ( La a (86,12) 


All’aumentare di | U | la densità cresce in modo molto più lento di 
quanto dovrebbe fare in accordo con la formula di Boltzmann. 


$ 37. Plasma quasi-neutro 


Le equazioni dinamiche del plasma consentono una semplifica- 
zione superiore a quella normale per una categoria di fenomeni, nei 
quali le dimensioni caratteristiche delle lunghezze e dei tempi sod- 
disfano le condizioni seguenti. La dimensione caratteristica L delle 
disomogeneità nel plasma è supposta grande rispetto al raggio elet- 
tronico di Debye: 


aldL<1. (37,1) 


Quanto alla velocità del processo, essa è supposta definita dal moto 
ionico, in modo che la dimensione caratteristica della velocità è data 
da una grandezza v7;, piccola rispetto alle velocità degli elettroni. 
Il moto ionico implica una lenta variazione del potenziale elettrico, 
appresso cui segue adiabaticamente la distribuzione elettronica. 

Siano ôW, e ôN; le variazioni delle densità degli elettroni e degli 
ioni nel plasma perturbato. Queste variazioni creano nel plasma 
la densità media di carica non compensata: ôp = e (28N; — ôN ì). 
Il potenziale del campo elettrico generato da queste cariche è defi- 
nito dall’equazione di Poisson 


Aq = —4ne (25N; — ôN 3). (87,2) 
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Come ordine di grandezza Aq ~ /L?. Perciò 
26N;-— BNe 1 (o) 

nt zel- (37,3) 


ÔNe X Inel? 
Se il campo è debole (ep < Te), la variazione della densità elet- 
tronica è 


SN. ~ eN elTe 
‘(si veda la (36,11)) e allora 


26N;-—SBNe 
SNe 


Questa disuguaglianza resta valida anche nel caso di una pertur- 
bazione forte in cui ep ~ Te; in questo caso SN, ~ Ne e dalla (37,3) 
deriva nuovamente la (37,4). 

Quindi, la densità non compensata di cariche creata dalla per- 
turbazione risulta essere piccola rispetto alle densità perturbate 
delle cariche elettroniche e ioniche separatamente; in questi casi 
il plasma si dice quasi-neutro. Questa proprietà consente di definire, 
nello studio della cerchia dei fenomeni considerati, la distribuzione 
del potenziale nel plasma partendo semplicemente dall’« equazione 
di quasi-neutralità » 


ag 
IE <I. (37,4) 


N. = 2N; (37,5) 


assieme all’equazione cinetica per gli ioni e all’ equazione che esprime 
la distribuzione « adiabatica » degli elettroni !). 

È ovvio che all'istante iniziale, se si studia un problema con con- 
dizioni iniziali, le densità elettroniche possono essere assegnate in 
modo arbitrario e non soddisfano necessariamente la disuguaglianza 
(37,4). In questo caso si crea un grande campo elettrico, il quale, 
tuttavia, implicherà un moto di elettroni che ristabilirà presto, du- 
rante i tempi « elettronici » caratteristici, la quasi-neutralità (nel 
caso di diffusione questo processo è stato studiato al $ 25). 

Il passaggio dall’equazione elettrodinamica (37,2) alla condizione 
(37,5) significa non soltanto una semplificazione notevole del sistema 
di equazioni dinamiche del plasma, ma anche una variazione teorica 
della loro struttura dimensionale. Infatti, il potenziale ọ figura nel- 
l'equazione cinetica e nella distribuzione elettronica soltanto sotto 
forma di prodotto per la carica e e nella condizione (37,5) (contraria- 


1) Sottolineiamo che questo risultato di per sé si riferisce sia a un plasma 
senza urti che a uno con urti. Osserviamo anche che, poiché la deduzione della 
disuguaglianza (37,4) non è legata all'ipotesi della debolezza del campo, la 
proprietà di quasi-neutralità è valida anche nei casi in cui le proprietà elettro- 
magnetiche del plasma non si possono descrivere mediante la costante dielettrica 
{cioè supponendo un legame lineare tra D e E). 
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mente all’equazione (37,2)) la carica non figura affatto. Pertanto con 
la sostituzione 
ep — p (37,6) 


la carica e si elimina in generale dalle equazioni e con essa scompare 
anche il parametro dimensionale di lunghezza, cioè il raggio di 
Debye as. 

L'assenza del parametro di lunghezza nelle equazioni rende pos- 
sibile moti autocompatibili del plasma. Queste soluzioni compaiono 
nei casi in cui i parametri dimensionali di lunghezza siano assenti 
nelle condizioni iniziali o al contorno del problema; allora tutte le 
funzioni possono dipendere dalle coordinate e dal tempo soltanto 
nella combinazione r/t. Supponiamo, ad esempio, che dapprima 
il plasma occupi il semispazio x < 0. All’istante ż = 0 « si toglie 
il tramezzo » e il plasma si espande nel vuoto. I primi a muoversi 
sono gli elettroni, in modo che la densità elettronica forma in prossi- 
mità della frontiera uno strato transitorio di larghezza caratteristica 
~ae In un tempo t, > asg/vre il moto elettronico si smorza e, in. 
seguito, la densità elettronica segue adiabaticamente il potenziale 
secondo la formula di Boltzmann. Ora la variazione di tutte le gran- 
dezze è determinata dal moto degli ioni. Perciò in un tempo t, > 
> aevri > avre la frontiera si smussa a distanze superiori ad ae 
A questo punto il plasma diventa quasi-neutro e il moto automodel- 
lato. 

Scriviamo l’equazione dinamica per il plasma quasi-neutro 
nella forma sviluppata supponendo, per fissare le idee, che la di- 
stribuzione della densità elettronica sia ovunque la distribuzione 
di Boltzmann: 


Ne = Noes; (37,7) 


come è stato mostrato al § 36, questa distribuzione non viene vio- 
lata da un campo variabile lentamente se il campo non contiene 
buche di potenziale. La formula (37,7) insieme con la condizione 
(37,5) permette di esprimere direttamente il potenziale mediante la 
funzione di distribuzione degli ioni: 


N z f 3 = 
= Teln igt = Teln | 7 | fip). (37,8) 
Se, invece, poniamo questa espressione nell equazione cinetica per 
gli ioni (con il campo autocompatibile E = —Vọ), otteniamo 
Oli fi afi _d si n 
di veli ar, gt 2 m(fidp=0. (37,9) 


È da notare che, malgrado la non linearità di questa equazione, le sue 
soluzioni non dipendono dalla densità media del plasma: se f; (t, r} 
è una soluzione, allora Cf; sarà anch'essa una soluzione con il fattore 
costante arbitrario C. 
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Ricordiamo che nel caso unidimensionale l'equazione (37,9) 
ha una classe di soluzioni caratterizzate dal fatto che la funzione 
fi (t, x, p) in esse dipende dalla coordinata x e dal tempo ż soltanto 
attraverso una certa funzione % (t, x), cioè 


fi = fi [x (t, 2), pl. (37,10) 


Queste soluzioni in un certo senso sono analoghe alle onde semplici 
dell’idrodinamica ordinaria !). 


$ 38. Idrodinamica di un plasma a doppia temperatura 


Un plasma a doppia temperatura, in cui 
Te > Ti (38,4) 


consente una descrizione teorica estremamente semplice. Abbiamo 
visto già al $ 33 che in questo caso nel plasma si possono propagare 
onde ionico-acustiche con velocità —(7/M)}?. La stessa velocità 
è caratteristica, in generale, per la propagazione di perturbazioni 
nel plasma. Poiché al tempo stesso questa velocità è grande (in virtù 
della (38,4)) rispetto alle velocità termiche degli ioni, nella maggio- 
ranza dei problemi del moto del plasma si può trascurare in generale 
la dispersione termica delle velocità degli ioni. Allora il moto della 
componente ionica del plasma sarà descritto nell'« approssimazione 
idrodinamica » dalla velocità v = v; assegnata come funzione di 
punto nello spazio (e del tempo) e soddisfacente l’equazione 


dv 
M n = ezE, 


ossia 

dv ez 

a tV) y= E (33,2) 
A questa equazione vanno aggiunte l'equazione di continuità 

22 a div(Miv)=0 (38,3) 
e l'equazione di Poisson che definisce il potenziale p del campo elet- 
trico (e con esso anche l'intensità E = —Vg): 

Ag = —4ne (N, — Nè). (38,4) 


Per quanto riguarda gli elettroni, la loro distribuzione segue 
adiabaticamente la distribuzione del campo quando il plasma compie 
moti con velocità v < (T./M)!? < Vre. Come abbiamo visto al $ 36, 
in questo caso l’espressione concreta per la densità elettronica Ve 


1) Si veda A.V. Gureviz, L.P. Pitaevskij, ZETF, 1969, v. 56, pag. 1778. 
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dipende notevolmente dal carattere del campo. Per un campo senza 
buche di potenziale questa densità è data semplicemente dalla for- 
mula di Boltzmann (37,7) in modo che l'equazione (38,4) assume la 
forma 


Ag = —4neN, (5 — eTe) (88,5) 


Le equazioni (38,2-3) e (38,5) costituiscono un sistema completo 
di equazioni per le funzioni v, N e @. Questo sistema può essere sem- 
plificato ancora per un plasma quasi-neutro. In questo caso secondo 
la (37,8) abbiamo 


zN; VN 
ep= Tela, eE= Tei (38,6) 
e la (38,2) si può riscrivere nella forma 
av zTe VN; = 
“pi MX R : (38,7) 


Il sistema di equazioni (38,3) e (38,7) è identico formalmente alle 
equazioni idrodinamiche per un gas isotermico perfetto con massa 
delle particelle M e temperatura zT.. La velocità del suono in questo 
gas vale (zTe/ M)? in accordo con la formula (33,5), che esprime la 
velocità delle onde ionico-acustiche; in questa approssimazione la 
dispersione delle onde non esiste. 

L’analogia così stabilita con l’idrodinamica necessita di una pre- 
cisazione sostanziale. Come è noto, un sistema di equazioni idrodi- 
namiche è ben lungi dall'avere sempre soluzioni continue in tutto lo 
spazio. L'assenza di una soluzione continua nell’idrodinamica ordi- 
naria significa il formarsi di onde d'urto, cioè di superfici sulle 
quali le grandezze fisiche sono soggette a discontinuità. Nell’idro- 
dinamica senza urti non esistono onde d'urto, poiché queste ultime, 
per loro natura, sono dovute alla dissipazione di energia che in 
questo caso non esiste. L'assenza di soluzioni continue significa qui 
che in una regione dello spazio è violata l’ipotesi della quasi-neutra- 
lità del plasma. In queste regioni (che si chiamano convenzional- 
mente onde collidenti senza urto) la dipendenza delle grandezze fisiche 
dalle coordinate e dal tempo risulta essere oscillante e, inoltre, la 
lunghezza d’onda di queste oscillazioni è determinata non soltanto 
dalle dimensioni caratteristiche del problema, ma anche dalle pro- 
prietà intrinseche del plasma, ossia dal suo raggio di Debye !). 

Torniamo alle equazioni più generali (38,2-4), in cui non è sup- 
posta la quasi-neutralità del plasma. La proprietà più importante 
di queste equazioni è l’esistenza in esse di soluzioni unidimensionali, 
nelle quali tutte le grandezze dipendono dalle variabili # e x soltanto 


1) Si veda R.Z. Sagdeev, Raccolta « Voprosy teorii plazmy » (Questioni 
della teoria del plasma), 1964, op. 4, pag. 20 
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nella combinazione È = z — ut, con u costante. Queste soluzioni 
descrivono onde che si propagano con la velocità u, senza modificare 
il proprio profilo. Se passiamo a un sistema di riferimento che si 
muove con velocità u relativamente al sistema iniziale, allora il 
moto del plasma in esso sarà stazionario. Fra le soluzioni di questo 
tipo presentano interesse maggiore quelle periodiche nello spazio 
e le soluzioni decrescenti da ambo le parti all'infinito. Consideriamo 
qui queste ultime, che si chiamano onde solitarie o solitoni 1) (A. A. Ve- 
denov, E. P. Velichov, R. Z. Sagdeev, 1961). 
Indicando con l'apice la derivazione rispetto a È, dalle (38,2-3) 
ricaviamo . 


(@w— u)v = -$ g, (No'—uNi=0 
(per semplicità poniamo z = 1). 


Integrando queste equazioni con le condizioni al contorno p=0, 
v=0, N; = N, per ÈÉ+ co, troviamo 


2 2 i 
A E (38,8) 
u u 
Ni= Nozy = No panom (38,9) 


Quanto all’equazione (38,4), essa dà ọ” = —4ne (N; — Ne), oppure 
dopo la moltiplicazione per 2’ e l'integrazione 


Q 
@?= —8ne | IN; (9) — N. (9)] dẹ. (38,10) 
0 


Inoltre la funzione N; (ọ) è definita dalla (38,9) e N. (@) dalle for- 
mule del $ 36. È da notare che nell’onda considerata si ha sempre 
p >0, come ciò risulta dalla (38,8). L'energia potenziale dell’elet- 
trone in questo campo è U = —eg<0, cioè nei confronti degli 
elettroni il campo ha il carattere di una buca di potenziale. 

L'equazione (38,10) riduce a delle quadrature il problema della 
definizione del profilo dell'onda ọ (€). In questo caso la velocità u 
è direttamente legata all’ampiezza dell’onda, cioè al valore massimo 
della funzione (E) (indichiamo questo valore con @m). Infatti, 
per P = Pm deve essere p’' = 0. Uguagliando a zero l’integrale a se- 
condo membro della (38,10) (e integrando in esso il primo termine), 
otteniamo l’equazione 


Pm 
2 (4-(1- iron) |> | Mede (88,11) 


e 


ke 


1) Dall’inglese solitary. 
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che definisce in linea di principio la dipendenza di u da Ẹm. Inoltre, 
è evidente che deve essere 


2e@m/ Mu? < í. (33,12) 


Questa condizione in generale stabilisce la frontiera superiore di 
tutti i valori possibili dell ampiezza dell'onda Ọm (e della velocità u). 

È da notare ancora che per trascurare completamente gli urti 
è necessario che la frequenza del campo œ sia grande rispetto alle 
frequenze caratteristiche degli urti reciproci sia fra elettroni ve 
che fra ioni v;. Ma poiché ve ~ (M/m)!? v; > vi (si veda il $ 43), 
è possibile una situazione in cui ve > © > v;. In questo caso gli 
urti, come prima, non incidono sul moto ionico, ma la distribuzione 
elettronica si può supporre come di Boltzmann anche in presenza 
di buche di potenziale. 


PROBLEMA 


Determinare il profilo e la velocità di un solitone di piccola intensità 
(egm/T X 1) in un plasma con elettroni distribuiti secondo la formula (36,11) 
(A. V. Gureviè, 1967). 

Soluzione. Nella (36,11) devono essere conservati tutti i termini; la comparsa 
del solitone è legata all'ultimo termine non lineare in questa espressione. Il 
calcolo mediante la formula (38,11) dà 


n-p (22) 7), 


Il profilo dell'onda si ottiene integrando l'equazione (38,10) e ha la forma 
1/4: 
= qa ch- | E (EM 
AR [VET (re) | 


$ 39. Solitoni in un mezzo debolmente dispersivo 


L'esistenza (in un mezzo non dissipativo) di onde non lineari con 
profilo stazionario è strettamente legata alla dispersione. In un mezzo 
non dispersivo l’inclusione della non linearità viola inevitabilmente 
la stazionarietà dell'onda; la velocità di propagazione dei diversi 
punti del profilo dipende dal valore dell'ampiezza in questi punti, 
il che implica alterazione del profilo. Così, nell'idrodinamica di un 
liquido comprimibile perfetto gli effetti non lineari implicano un 
aumento graduale della curvatura del fronte d’onda anteriore (si 
veda VI, $ 94). Quanto alla dispersione, essa, da parte sua, conduce 
a uno smussamento graduale del profilo, e le due influenze si possono 
compensare mutuamente implicando la stazionarietà del profilo 
d'onda. 

In questo paragrafo studieremo questi fenomeni in forma generale, 
per una categoria sufficientemente larga di casi di propagazione di 
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onde in un mezzo debolmente dispersivo non dissipativo, tenendo 
conto anche di una non linearità debole. 

Sia u, la velocità di propagazione dell'onda nell’approssimazione 
lineare trascurando la dispersione. In questa approssimazione, in 
un’onda unidimensionale che si propaga in una direzione lungo 
l’asse x, tutte le grandezze dipendono da x e # soltanto nella combi- 
nazione È = x — uł. In forma differenziale questa proprietà si 
esprime mediante l’equazione 


db db 
Pena uo Gr = 0, 
dove b esprime una delle grandezze oscillanti nell’onda. 

Alla velocità costante u, corrisponde la legge di dispersione delle 
onde œ = uk. In un mezzo dispersivo questa legge non è altro che 
il primo termine dello sviluppo della funzione  (%) in potenze di % 
piccolo. Con l'inclusione del termine successivo abbiamo !) 


o = uk — BA, (39,1) 


dove fi è una costante che, in teoria, può essere sia positiva che nega- 
tiva. 

L'equazione differenziale che descrive nell'approssimazione linea- 
re la propagazione dell’onda (in una direzione) nel mezzo con questa 
dispersione ha la forma 


db db 036 

ato eaa =0; 
infatti, per un'onda in cui b ~ exp (—iwt + ikz) si ottiene da qui 
la (39,1). 3 

Infine, l'inclusione della non linearità conduce alla comparsa 

nell'equazione di termini in b di ordine superiore. Questi termini 
devono soddisfare comunque la condizione di annullamento per b 
costante (indipendente da x), ciò che corrisponde semplicemente 
a un mezzo omogeneo. Limitandoci al termine con la derivata di 
ordine inferiore (k piccoli!) scriviamo l'equazione di propagazione 
di un'onda non lineare debolmente nella forma 


ðb db 03b db 
Fi tHo ge 18 aa +03 = (39,2) 


1) Il fatto che la funzione œ (£) è sviluppabile in potenze dispari di % deriva 
già da considerazioni sulla realtà. Il sistema iniziale di equazioni fisiche del 
moto del mezzo contiene soltanto grandezze e parametri reali. L'unità immagi- 
naria i compare soltanto per sostituzione in queste equazioni di una soluzione 
proporzionale a exp (—-iwt + ikr). Perciò la legge della dispersione, che compare 
in seguito a questa sostituzione, definisce iw sotto forma di funzione di ik a 
coefficienti reali; lo sviluppo di questa funzione può contenere solo le potenze 
dispari di ik. Nel caso generale di mezzo dispersivo la funzione © (k) è complessa 
(0 = œo + io”), e allora l'affermazione si riferisce allo sviluppo della parte 
reale della frequenza, œ (£). Lo sviluppo della funzione ©” (X), invece, per le 
stesse ragioni non conterrà altro che potenze pari di k. 
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dove a è un parametro costante (che, in via di principio, può essere 
anch'esso sia positivo che negativa) 1). 

Per semplificare la scrittura di questa equazione, introduciamo 
al posto di x una nuova variabile E e, al posto di è, una nuova fun- 
zione incognita a, definite come segue: 


È=x— wi, a = ab. (39,3) 
Allora otteniamo 
da da a 


Questa forma si chiama equazione di Korteweg-de Vries 2). Per fissare 
le idee, supporremo dapprima che la costante fi sia positiva. 

Cercheremo soluzioni che descrivono onde con profilo staziona- 
rio. In queste soluzioni la funzione a (t, È) dipende unicamente dalla 
differenza È — mt con vo costante 


a = a (Ẹ — vi); (39,5) 
in questo caso la velocità di propagazione dell’onda è 
u = Uo + Vo (39,6) 


Sostituendo la (39,5) nella (39,4) e indicando con un apice la deri- 
vazione rispetto a È, otteniamo l'equazione 


Ba” + aa' — vga’ = 0. (39,7) 
Notiamo che essa è invariante rispetto alla sostituzione 
a>a+V, r>v+ V ‘ (39,8) 


con qualsiasi costante V. 
Il primo integrale dell'equazione (39,7) vale 


ny ig 2 
pa +ga — Voa = 2 


Moltiplicando questa uguaglianza per 2a’ e integrando ancora una 
volta otteniamo 


pa? = -F+ Voa? + ca + ca. (39,9) 


Al posto delle tre costanti Vo, C} e c, è opportuno introdurre altre 
costanti, ossia le tre radici del trinomio cubico a secondo membro 


1) Sottolineiamo, tuttavia, a scanso di equivoci, che questa forma di non 
linearità debole non è affatto universale. Così, la non linearità debole per la 
propagazione delle onde nel plasma, proveniente dall’ultimo termine nella 
distribuzione elettronica (36,11) (usata nel problema del $ 38) corrisponderebbe 
al termine -—/ è 45/92 in un'equazione del tipo (39,2). 

2) Questa equazione è stata dedotta da D.J. Korteweg e G. de Vries (1895) 
per le onde su una superficie d’acqua poco profonda. 
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della (39,9). Indicando queste radici con aj, @s, 43, scriviamo 


pa’? = —4 (a — a,) (a — a) (a—a;). (39,10) 


La costante v, è legata alle nuove costanti mediante l'uguaglianza 
41 
Vvo = (4, +4, +03). (39,11) 


Cercheremo soluzioni dell equazione (39,10) tali che la grandezza 
|a (E) | sia limitata; l'aumento indefinito di |a | contraddirebbe 
l'ipotesi della non linearità debole. È facile vedere che questa con- 
dizione non è soddisfatta se tra le radici a,, a», @3 ve ne sono di 
complesse; supponiamo che a, e a, siano complesse (e che a, = af). 
Infatti, in questo caso il secondo membro dell'equazione (39,10) 
assume la forma | a — a |? (23 — a)/3 e a tende senza alcun ostacolo 
a —o00. 

Quindi, le costanti a,, 4,, aa devono essere reali; disponiamole 
nell'ordine a, > 4, >a3. Poiché l'espressione a secondo membro 
dell'equazione (39,10) deve essere positiva, la funzione a (È) può 
variare solo nell’intervallo a, => a = a,. Senza perdere di generalità, 
si può porre az = 0; ciò si può sempre ottenere con una trasformazio- 
ne del tipo (39,8). Dopo questa convenzione riscriviamo l'equazione 
(39,10) come segue: 


Ba':=+ (a, —a) (a—a,)a. (39,12) 


La soluzione di questa ‘equazione è di carattere diverso per a, = Q 
e per a, Æ 0. Nel primo caso (a, = 0, a, >0) l'integrazione del- 
l'equazione dà 


a()=a,ch® ($ y $) ; (39,13) 


Torigine della variabile È coincide con il punto di massimo della 
funzione (qui e più avanti, per semplificare le notazioni, scriviamo 
il profilo d'onda come funzione di È = x a un dato istante t = 0). 
Questa soluzione descrive londa solitaria (solitone); per Ẹ > + co 
la funzione a (E) si annulla con le sue derivate. La costante a, dà 
l'ampiezza del solitone e la sua larghezza decresce all'aumentare 
dell’ampiezza come a7!/2. Secondo la (39,411) abbiamo v = 4/3 
in modo che la velocità del solitone è 


u = ug + 4/3. (39,14) 


Questa velocità u >, e cresce all'aumentare dell ampiezza. 
Ricordiamo di nuovo che la non linearità dei processi descritti 
dall'equazione di Korteweg-de Vries è supposta debole. La condizione 
di questa debolezza ha un significato naturale; così, se la variazione 
della densità del mezzo svolge il ruolo della grandezza a, questa 
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variazione deve essere piccola rispetto alla densità imperturbata. 
Al tempo stesso il « grado di non linearità » di questi processi è ca- 
ratterizzato ancora da un altro parametro adimensionale, L (a,/f)!/?, 
dove L è la lunghezza caratteristica, a, l ampiezza della perturba- 
zione. Questo parametro determina il ruolo relativo degli effetti 
non lineari e dispersivi e può essere sia piccolo (prevalenza dell’ef- 
fetto di dispersione) che grande (prevalenza dell'effetto di non 
linearità). Per un solitone di larghezza L ~ (8/03)? questo parametro 
è dell'ordine 1. 

Passiamo al caso a, #0; allora la soluzione dell'equazione 
(39,12) descrive un'onda infinitamente estesa e periodica nello spa- 
zio. L'integrazione dell'equazione dà 


loea ti (2E) "3 Ris, 9, (89,15) 


la (a — a) (a a) E NV 


dove F (s, @) è l'integrale ellittico di prima specie: 


$ 
d 
F(s, p= | arrg? (39,16) 
0 
dove 1) 


f'a,=a 5 
smn g= j ETA s= 1-2; (39,17) 


Torigine della variabile È coincide con uno dei massimi della fun- 
zione a (È). 

Invertendo la formula (39,15) mediante l'introduzione della fun- 
zione ellittica di Jacobi, otteniamo 


a=a; dnî (V iè s). (39,18) 


Questa funzione è periodica e il suo periodo (lunghezza d'onda) 
rispetto alla coordinata z vale 


r= y Er (F, s) =4 y ŽK), (39,19) 


dove K (s) è un integrale ellittico completo di prima specie. Il valore 
medio su un periodo della funzione (39,18). è 


À 

- if E 

a= jal) d =a k, (39,20) 
; | 


1) Il parametro dell’integrale ellittico è denotato con la lettera s (al posto 
della notazione abituale X) per evitare la confusione con il vettore d'onda. 
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dove E (s) è un integrale ellittico completo di seconda specie. È na- 
turale considerare un’onda periodica, in cui il valore medio della 
grandezza oscillante è nullo. È possibile sempre ottenere ciò mediante 
la trasformazione (39,8), sottraendo la grandezza (39,20) dalla fun- 
zione (39,18). Allora la velocità di propagazione dell’onda è 
u=up+ [FF agi l (39,21) 
A piccole ampiezze delle oscillazioni a, — as corrispondono 
valori del parametro s « 1. Ricorrendo all'espressione approssimata 


dn (z, sS) x 1—5 + 00822, s&i, 


troviamo che la soluzione (39,18) si trasforma in questo caso, come 
ci si doveva aspettare, nell’onda armonica 

A 

36 * 

Inoltre, la velocità (39,21) diventa u = u, — 0/3 = u — Bk? 
in accordo con la (39,1). 

Al caso limite inverso di grandi ampiezze (nel modello di onde 
considerato) corrispondono valori a, +0, mentre il parametro 
s— 1. Tenendo conto della formula limite 

16 
1--s 


K(x 4 n7, 2—1, 


a= fibra 4 7% coska, k= 


troviamo che in questo limite la lunghezza d'onda aumenta secondo 
la legge logaritmica 


126 16a 
=y 12 n ie, (39,22) 


In altre parole, i ventri successivi dell’onda si allontanano l’uno 
dall'altro a grandi distanze. Il profilo dell'onda in prossimità di 
ciascun ventre si ottiene dalla (39,18) mediante l’espressione limite 
della funzione dn z per s = 1, valida per z finiti: dn z = 1/ch z. 
Come risultato riotteniamo la formula (39,13). Quindi, nel limite 
s— 1 un'onda periodica si divide in una successione di solitoni 
lontani. 

Finora abbiamo supposto che f >0. Il caso in cui la costante 
p<0 non richiede un esame particolare, il cambiamento di segno 
di f nell'equazione (39,4), equivale alla sostituzione È + —É, 
a-- —a. Poiché per questa sostituzione l'argomento È — vyt nella 
(39,5) diventa —È — vot, la velocità di propagazione dell'onda vale 
ora u = U — voy. Così, i risultati ottenuti sopra applicati al soli- 
tone cambiano nel senso che la funzione a (È) diventa negativa e la 
sua velocità u < uo. 


4 


Eai 
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L’equazione di Korteweg-de Vries gode di proprietà specifiche 
che consentono di stabilire per essa tutta una serie di teoremi gene- 
rali. Essi sono basati sul legame formale che esiste tra l'equazione 
di Korteweg-de Vries e il problema degli autovalori di un'equazione 
del tipo dell'equazione di Schrödinger (C. S. Gardner, J. M. Greene, 
M. D. Kruskal, R. M. Miura, 1967). 

Consideriamo l'equazione 


2+ [gete] (39,23) 


e supponiamo di nuovo, per fissare le idee, che f >0. L'equazione 
(39,23) ha la forma dell'equazione di Schrödinger in cui la funzione 
—a (t, Ẹ) svolge il ruolo di energia potenziale dipendente da # 
come parametro. Sia la funzione a (t, È) positiva in una regione È 
e tenda a zero per È + +00. Allora l'equazione (39,23) avrà autova- 
lori e corrispondenti al «moto finito nella buca di potenziale 
—a (t, È) »; siccome la funzione a dipende da t, questi autovalori, 
in generale, dipendono anch'essi da t. 

Mostriamo che gli autovalori e non dipendono da # se la funzione 
a (t, È) verifica l'equazione di Korteweg-de Vries (39,4). 

Esprimendo a dalla (39,23) nella forma 


= — 68 (X 
a= 68 ( î +e) 
e ponendo nella (39,4), otteniamo dopo un calcolo diretto 
di ’ CAVA 
wr=(pA- 94°), (39,24) 


dove 


A(t, £) =6ß (7 ha -Epy tat) ; (89,25) 


più importante è che il secondo membro della (39,24) sia espresso 
sotto forma di derivata rispetto a É dell'espressione che si annulla 
per È + +00 (ricordiamo che le autofunzioni dello spettro discreto 
dell'equazione (39,23) scompaiono all'infinito). Perciò l'integrazione 
dell'uguaglianza (39,24) rispetto a tutte le È da —co a +00 dà 
de 
x f p?de=0 


e, essendo finito l'integrale di normalizzazione della funzione w 
che qui figura, ne segue che de/di = 0. 

Mostriamo ora che l'equazione (39,23) ha un solo autovalore 
discreto nel caso di « potenziale » stazionario a (E) del tipo (39,13), 
corrispondente a un solo solitone. Con questo « potenziale » l equa- 
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zione (39,23) ha la-forma 


p+ ( TT +e) p=0, (39,26) 
dove 
U, = 0/68; @ = (a,/128)!2. (39,27) 


Gli autovalori discreti dell'equazione (39,26) sono dati dalla formula 


En = —@? (s— n), s=3(-1+V 142e), n=0, 1,2, ..., 


dove deve essere n < s (si veda III, $ 23, problema 4). Con i valori 
dei parametri presi dalla (39,27) s = 1, in modo che si ha il solo 
autovalore 


e = —a;/12f. (39,28) 


Se, invece, il « potenziale » a (t, È) rappresenta un insieme di 
solitoni separati da grandi distanze (in modo che non esiste « intera- 
zione » reciproca), lo spettro degli autovalori dell'equazione (39,23) 
sarà composto dai « livelli » (39,28) in ciascuna delle buche di poten- 
ziale e ognuno di essi sarà definito dall'ampiezza a, del solitone cor- 
rispondente. 

Poiché la velocità di propagazione del solitone cresce all’aumen- 
tare della sua ampiezza, il solitone di ampiezza maggiore raggiungerà 
sempre, alla fine, quello di ampiezza minore. L'insieme arbitrario 
iniziale di solitoni distanti, in seguito agli « urti » reciproci, si 
trasformerà infine in un insieme di solitoni disposti in ordine cre- 
scente di ampiezza (ricordiamo che tutte le perturbazioni descritte 
dall’equazione di Korteweg-de Vries si propagano in una direzione!). 
I risultati ottenuti sopra permettono di trarre immediatamente una 
conclusione interessante: gli insiemi di solitoni iniziale e finale sono 
uguali per numero totale e per ampiezze dei solitoni, differendo solo 
per l'ordine della disposizione. Ciò deriva direttamente dal fatto 
che ognuno dei solitoni isolati corrisponde a uno degli autovalori € 
e questi ultimi sono indipendenti dal tempo. 

In generale, ogni perturbazione positiva iniziale (a >0), che 
occupa una regione dello spazio finita, nel corso della sua evoluzione, 
in accordo con l'equazione di Korteweg-de Vries, si scinde alla fine 
in un insieme di solitoni isolati, le cui ampiezze non dipendono più 
dal tempo. Queste ampiezze e il numero di solitoni si possono trovare, 
| in teoria, definendo lo spettro degli autovalori discreti dell’equazione 
(39,23) con la distribuzione iniziale a (0, È) come « potenziale ». 
Se, invece, la perturbazione iniziale contiene anche tratti con a<0, 
allora nel corso della sua evoluzione compare anche un pacchetto 
d'onde che si smussa gradualmente senza scindersi in solitoni. 

A scanso di equivoci bisogna, tuttavia, precisare che cosa si 
intende con perturbazione iniziale nell'equazione di Korteweg- 
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de Vries. Ogni perturbazione reale che compare a un certo istante in un 
mezzo, nel corso della sua evoluzione (descritta dall'equazione d'onda 
completa del secondo ordine rispetto al tempo), si scinde in generale 
in due perturbazioni che si propagano nelle due direzioni lungo 
l’asse z. Con perturbazione « iniziale » per l'equazione di Korteweg- 
de Vries si deve intendere una di queste perturbazioni dopo la scis- 
sione. 


PROBLEMA 


Determinare i coefficienti a e $ nell'equazione (39,2) per le onde ionico- 
acustiche in un plasma con 7; & Te. 

Soluzione. Il coefficiente di dispersione Ê si ottiene dalla (33,4) in base 
allo sviluppo nella grandezza piccola kae 

B = aguo, 
dove ug = (2Te/M)!2?. 

Per il coefficiente di non linearità a si può trascurare completamente la 
dispersione, considerando cioè il caso limite k + 0. In questo limite comunque 
si può supporre il plasma quasi-neutro e descriverlo corrispondentemente me- 
diante le pa idrodinamiche per un gas isotermico perfetto (38,3) e (38,7). 
Ponendo N; = + ôN, scriviamo queste equazioni con precisione fino ai 
termini del secondo ordine nelle grandezze piccole ôN e v. Inoltre nei termini 
del secondo ordine si può porre v = upòN/N,, come si verifica Dell'anproaina» 
zione lineare per un'onda che si propaga nella direzione positiva ell’asse z 
(u è la velocità delle onde nell'approssimazione lineare). Allora le equazioni 
assumono la forma 


ô SN dv ____d __ 2o è èN 

m i TA ee i nio 

dv, ug ðN _ ug ð ôN dv _ 
sat N de NI da a 


Derivando la prima equazione rispetto a #, la seconda rispetto a z ed escludendo 
8%v/8t dr, troviamo 
ô ô ð ô ___ 2u ô 9 èN 
(Eng) (Ft) ea (N) 
Con la stessa approssimazione sostituiamo con —uy0/0z la derivata ôlðt a se- 
condo membro dell'equazione e nella differenza 9/08 — a a primo membro. 


Infine, eliminando in ambedue i membri le derivate 4/02 e confrontando l'e- 
quazione così ottenuta con la (39,2), troviamo 


œ = ugl Nos 


§ 40. Costante dielettrica di un plasma degenere senza urti 


Nel calcolare ai $$ 29 e 31 la costante dielettrica del plasma senza 
urti abbiamo trascurato completamente tutti gli effetti quantistici. 
I risultati così ottenuti sono limitati, soprattutto, rispetto alla tem- 
peratura dalla condizione di mancanza di degenerazione; per gli 
elettroni questa condizione significa che 


T > ep ~ Ng m, (40,1) 
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dove €p = pi/2m, essendo pp la quantità di moto limite della di- 
stribuzione di Fermi per 7=0, legata alla densità del numero di 
elettroni dall’uguaglianza p#/3n°18 = Ne. 

Inoltre, la possibilità stessa di applicare a un plasma in un cam- 
po esterno l'equazione classica di Boltzmann è legata a certe condizio- 
ni imposte al vettore d'onda k e alla frequenza del campo ©. Le 
distanze caratteristiche di variazione del campo (-1/k) devono essere 

| grandi rispetto alla lunghezza d’onda di de Broglie per gli elettroni 
(A/p), mentre l'indeterminazione della quantità di moto (—Ak), 
dovuta a questa disomogeneità, deve essere piccola rispetto alla 
larghezza (> 7/v) della regione di smussamento della distribuzione 
termica degli elettroni. Per un plasma non degenere si hap ~ 
~ Tiv ~ (mT)? in modo che queste due condizioni coincidono. Per 
un plasma degenere p~ pr, V ~ Vrp = prm, ma poiché T < ep, 
allora 7/v < p. In tal modo, è sufficiente che in ambedue i casi si 


abbia = 

kv < T. (40,2) 
Infine, la frequenza deve soddisfare la condizione 

ho < Er, ‘(40,3) 


vale a dire il quanto energetico del campo deve essere piccolo ri- 
spetto all'energia media dell'elettrone (questa condizione, fra l’altro, 
di solito è inessenziale). 

Consideriamo ora le proprietà dielettriche del plasma rinunciando 
alle condizioni (40,1-3) per la sua componente elettronica; la com- 
ponente ionica, invece, può restare non degenere. Calcoleremo la 
parte elettronica della costante dielettrica. A questo fine supporremo, 
come prima, soddisfatta la condizione che garantisce la possibilità 
di trascurare l'interazione tra le particelle del plasma 


eNi’ < E; (40,4) 


per € — ex questa condizione assume la forma N1/ > meih’, 
ovvero e°/fvr <1 (si veda V, $ 80; IX, $ 85). 

La rinuncia alla condizione (40,2) richiede sin dall'inizio che 
sia applicata un’equazione quantomeccanica per la matrice densità. 
Poiché l'interazione tra gli elettroni va trascurata, si può scrivere 
un'equazione chiusa per la matrice densità di una particella 
Poio, (t, ri, T2) (01, Oa sono gli indici di spin). Supporremo la distri- 
buzione elettronica indipendente dallo spin; in altre parole, la di- 
pendenza della matrice densità dagli indici di spin si esprime nella 
forma del fattore Öso, che ometteremo. La matrice densità 
p (t, rı, ra) indipendente dallo spin verifica T equazione 


inte = (Ê, — Â$) p, (40,5) 


198 CAPITOLO HI 


dove H è l'operatore di Hamilton dell’elettrone in un campo esterno 
e gli indici 1 e 2 denotano le variabili (r, o ra) sulle quali agisce l’ope- 
ratore (si veda III, $ 14). Questa equazione sostituisce il teorema ‘ 
classico di Liouville (df/dt = 0) per la funzione di distribuzione clas- 
sica di una particella. 

Calcoleremo (come al $ 29) la costante dielettrica longitudinale, 
Conformemente a ciò consideriamo un campo elettrico con il poten- 
ziale scalare ọ (t, r), in modo che l'operatore di Hamilton dell’elet- 
trone è 


A h2 
H = <m y2 — ep (t, r). (40,6) 
Supponendo debole il campo, scriviamo 
P = Po (r ER. r2) + ôp (t, Tis Fi), (40,7) 


dove po è la matrice densità del gas nello stato stazionario impertur- 
bato e omogeneo (ma non necessariamente in equilibrio); in virtù 
della sua omogeneità, po dipende unicamente dalla differenza R = 
= r; — rp. La matrice densità p, (R) è legata alla funzione di di- 
stribuzione (imperturbata) degli impulsi degli elettroni n, (p) dalla 
formula 


mo (p) = S'e | po (R) e-inR/nddz, (40,8) 


dove Se è il numero totale di elettroni (si veda IX, (7,20)). Qui 
n (p) è definito come il numero di riempimento degli stati elettronici 
quantistici con determinati valori della quantità di moto e della 
proiezione dello spin. Il numero di stati riferiti a un elemento d*p 
dello spazio dei vettori quantità di moto e avente due valori della 
proiezione dello spin è 2d*p/(2xxh)®. Perciò n (p) è legata alla funzione 
di distribuzione f (p) usata prima dalla relazione 


2 
f (P) = a- (40,9) 


Ponendo la (40,7) nella (40,8) e omettendo gli infinitesimi del 
secondo ordine, otteniamo l'equazione lineare seguente, che esprime 
la piccola correzione alla matrice densità: 


,3, 0 h2 
[i t E (A An) ] ôp (t ro ra) = 


= —e [ọ (t, r,)— p (t; r2)] Po (r4 ro). (40,10) 
Supponiamo che !) 
P (t, r) = page! ro), (40,11) 
1) L'operatore di Hamilton (40,6) deve essere hermitiano e perciò la fun- 
zione @ in esso (e, quindi, nell'equazione (40,10)) è reale. Dopo aver scritto 


l'equazione (40,10), e data la sua linearità, la si può risolvere separatamente per 
ciascuna delle componenti monocromatiche complesse del campo. 
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Allora la dipendenza della soluzione dell'equazione (40,10) dalla © 
somma r, + r, (e dal tempo) si può separare ponendo 


ôp =exp [ik nit — iot ] Zor (1, — Ta). (40,12) 


Ponendo questa espressione nella (40,10) otteniamo l'equazione per 
Eok (R): È 
ha 


[Pot (vE) i (7-14) se = 
= — epar (e*R/2 — ei R2) py (R). 


Ora si può passare in questa equazione allo sviluppo di Fourier 
in R. Moltiplicandone i due membri per exp (—ipR/h) e integrando 
rispetto a d's otteniamo (tenendo conto della (40,8)) 


[ho—e (p+) +e (p4) ] ca) = 


= Se [n (0-28) n. (042) 


(dove e (p) = p?/2m), ossia 


ep cc W 
gox (P) = Foo no PERO o PAAD, (40,13) 


Il valore della matrice densità per r, = r, = r definisce la den- 
sità del numero di particelle nel sistema: N = 2./°p (t, r, r) (si 
veda IX, (7,19)). Pertanto la variazione della densità elettronica 
sotto l’influsso del campo è 


SN, = 2N ep (t, T, r) = 2M e e8*1-05 gok (R = 0), 
ossia, esprimendo gok (R = 0) in funzione delle componenti di 
Fourier, 
d3 
SNe = 24" aeie- È goar (P) FT - (40,14) 


La variazione corrispondente della densità delle cariche è —e6N,. 

La costante dielettrica si calcola ora come abbiamo fatto al $ 29: 
partendo dal legame della densità di carica con il vettore polarizza- 
zione dielettrica (—e8N, = —div P = —ikP) scriviamo 


gr, — 1 gı — 1 
e6N,=4-_Ek=k? E Pok- 
Troviamo così la seguente formula per la parte elettronica della 
costante dielettrica longitudinale del plasma con funzione di di- 
stribuzione degli elettroni n (p) (nella quale omettiamo ora l'indice 0): 


Ea Aste? ç n‘(p—hk/2)—n(p—Ak/2) 2d°p 
a (9, k)—1 = -7 | kv—o—i0 — Qah’ (40,15) 
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(Ju. L. Klimontoviò, V. P. Silin, 1952); l’aggiramento del polo 
nell’integrale è determinato, come al solito, con la regola di Landau. 

Nel caso quasi-classico se sono soddisfatte le condizioni (40,2-3), 
si possono sviluppare le funzioni n (p + hk/2) in potenze di k. 
Allora 


e (p+ )-n (r) mta 


e la formula (40,15) si trasforma (tenendo conto del legame (40,9)) 
nella vecchia formula (29,9). Sottolineiamo, tuttavia, che la di- 
stribuzione n (p) in questa formula si può riferire a un plasma de- 
genere. 

Applichiamo la formula (40,15) a un plasma elettronico completa- 
mente degenere per T = 0 quando n (p) = 1 per p< pren(p)=0 
per p > pp. Sostituendo in ambedue i membri della (40,15) la varia- 
bile d'integrazione p + #k/2 + p, otteniamo 

e 1= 4 f { 1 si 1 2d3p 
I ~  hk? o,—kv+i0  @_—kvLi0S (nh) ? 
PD p 


dove w4 = o + Ak?/2m. Un'integrazione elementare, anche se 
abbastanza pesante, dà 


302 
& (0, k)—1 = za tE (0+) +£(0_)}, (40,16) 
m (0? — kvi) + kvp 
8 (0)= ie apri 


inoltre, il logaritmo deve essere inteso come ln |u|— in se il suo 
argomento u < 0; la « frequenza di plasma » Qe è definita, come 
prima, nel seguente modo: Q, = (4aN elm). 

Nel limite quasi-classico per ħk < pr, lio < ep!) la formula 
(40,16) conduce alla seguente semplice espressione non contenente %: 


2 Ri 
ap [t-ap n iee] 
0 per |]o|>kuvg 
PO per |o|<kvr. 

Un interesse particolare presenta il caso statico. Per o=0 


l’espressione (40,16), quale funzione di k, ha una singolarità nel 
punto in cui Ak coincide con il diametro della sfera di Fermi: 


ñk = 2pp; 140,18) 


&—i= 


(40,17) 


1) Per 7 = 0 queste condizioni sono sufficienti. Infatti, il valore limite di 
€, per Rkvglep -> 0 e T — 0 non dipende dall’ordine in cui si passa al limite. 
Perciò la relazione tra Akvp e T è inessenziale. 
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in questo punto l'argomento di uno dei logaritmi si annulla. Nel 
suo intorno 


e? 4 
e; (0, M-1=-Go [1-87] (40,19) 


E=(hk— 2pr)/2pr, |E|<1. 


Mostriamo che l’esistenza di questa singolarità (detta singolarità 

di Kohn) conduce a una variazione del carattere della schermatura 

del campo delle cariche nel plasma, che diventa non esponenziale 1). 
Scriviamo l’espressione (40,19) nella forma , 


e, (0, X)=f—at Inys {(40,20) 
dove a = e?/2rhvg e la costante B può contenere anche un contri- 
buto senza singolarità, proveniente dalla componente ionica non 
degenere del plasma. 

La componente di Fourier del campo, creato da una piccola carica 
puntiforme e, a riposo nel plasma, si esprime in funzione della co- 
stante dielettrica mediante la formula 


Ante 
A=TIOCH (40,24) 


(si veda il problema 1 del $ 31). Per il potenziale ọ (r), quale fun- 
zione della distanza dalla carica €, abbiamo 


x co 
P= f r = i Im | guetrkdk. (40,22) 
0 


Per k — 0 la funzione ọ (k) tende a un limite costante e non ha 
singolarità. Perciò il comportamento asintotico dell’integrale nella 
(40,22) per r + co è determinato dalla singolarità di questa funzione 
per ñk = 2p»x. Nel suo intorno 

enh? 


w= +p]. 


Il contributo di questa regione al valore asintotico dell’integrale è 


Q(Ma == Im (e°!Pe”!27), J= f Eln- ET e??PrrEAh qe. 


per la rapida convergenza (si veda più avanti) l'integrale rispetto 
a È si può estendere da —œ a +co. 

Per calcolare l'integrale J dividiamolo in due parti: da — co a 0 
e da 0 a co e in ciascuna di esse ruotiamo il cammino d'integrazione 
nel piano della variabile complessa È, in modo che esso coincida con 
il semiasse immaginario superiore. Ponendo in seguito È = iy, 


1) Le conseguenze fisiche della singolarità che compare ccn la condizione 
(40,18) sono state indicate da W. Kohn (1959). 
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otteniamo 


00 


J= f e7 ?PpY/ [In 
ù 


1 1 
— iy iy 
La differenza tra parentesi quadre si riduce a în in modo che J = 
= in (h/2ppr). Infine troviamo 
= £h? cos (2ppr/h) 
d (r) ~ 2p ph r? . (40,23) 
Quindi, il potenziale del campo schermato lontano dalla carica 
oscilla con ampiezza decrescente come una potenza. Questo risultato, 


ottenuto per un plasma degenere per T = 0, resta valido per tempe- 
rature piccole, ma finite a distanze r < Rvp/T. 


PROBLEMA 


Determinare lo spettro delle oscillazioni elettroniche di un plasma degenere 
per 7 = 0 nella regione quasi-classica dei valori di k. 

Soluzione. La dipendenza o (k) è data dall’equazione £; (0, k) = 0 con €; 
definito dalla (40,17). Per k piccoli (kvp « Qe) si ha Xvp/@ < 1; sviluppando 


Fig. 12 


infatti e; (œ, k) in potenze di questo rapporto, otteniamo 


= 3 kvp 2 

o=ae [1+7 (82) ] o 

(A. A. Vlasov, 1938) 1). Questa parte dello spettro corrisponde alle oscillazioni 

«del plasma ordinarie (si veda la (32,5)). I 
Per k grandi (kvp > Qe, ma come prima ñk < pp) si ha œ = kvp. Risol- 


vendo l'equazione e; = 0 con il metodo delle approssimazioni successive ot- 
teniamo 


2k2v% à 
w=kvp [1+ 2exp ( —5 —?) | (2) 
- e 


(I. I. Goldman, 1947). Questa parte dello spettro è analoga al suono nullo nel 
gas di Fermi privo di carica (si veda IX, (4,16). 

L'andamento dello spettro è rappresentato schematicamente nella fig. 12. 
Notiamo che ovunque @/k > vp, e poiché per T = 0 non esistono particelle con 
‘velocità v > vp, lo smorzamento di Landau è rigorosamente nullo. 


1) Notiamo che la condizione di quasi-classicità della frequenza 9, in un 
plasma degenere (Qe < £p) coincide con la condizione (40,4) di plasma per- 
fetto. 
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URTI IN UN PLASMA 


$ 41. Integrale degli urti di Landau 


Lo studio delle proprietà del plasma, che tenga conto degli urti 
tra le particelle, inizia dalla deduzione dell equazione cinetica per 
la funzione di distribuzione degli elettroni e degli ioni. 

La specificità di questo caso è legata alla lentezza con cui decre- 
scono le forze di interazione coulombiana tra le particelle cariche. Con 
l'applicazione letterale dell’integrale degli urti di Boltzmann questa 
circostanza conduce alla comparsa di divergenze negli integrali 
a grandi distanze tra le particelle collidenti. Ciò significa che sono. 
essenziali gli urti lontani. Ma a grandi distanze le particelle non 
deviano che con una piccola variazione delle quantità di moto. 
Questa circostanza consente di dare all’integrale degli urti una for- 
ma identica a quella che esso ha nell'equazione di Fokker-Planck. 
A differenza di quest'ultimo, tuttavia, l'integrale non è più lineare 
rispetto alle funzioni di distribuzione cercate. Ma la piccolezza rela- 
tiva delle variazioni della quantità di moto in seguito agli urti 
significa che il processo descritto dall’integrale degli urti si può 
considerare come diffusione nello spazio dei vettori quantità di 
moto. Ne segue che l'integrale si può rappresentare nella forma 


Isa 
Opa ? 
dove s è la densità del flusso di particelle nello spazio dei vettori 
quantità di moto; il problema consiste nell’esprimere questo flusso 
mediante la funzione di distribuzione. 

Scriviamo nella forma 


wf (p) f (P) gdp 


il numero d'urti (in un secondo) cui è soggetta una particella di 
quantità di moto p con particelle di quantità di moto p’ nell’inter- 
vallo d*p', dove p e p' si trasformano rispettivamente in p + q 
e p' — q; qui si tiene già conto della conservazione della quantità 
di moto in seguito a urti. Per brevità, non scriviamo gli argomenti 
t, r nelle funzioni di distribuzione. Le particelle p e p' possono ap- 
partenere a una medesima o a diverse specie di particelle nel plasma 
(elettroni, ioni). Supporremo la funzione w espressa mediante le 
semisomme delle quantità di moto di ciascuna particella prima 
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e dopo urti e mediante la quantità di moto trasmessa q: 
q , q. è 
w(p+3, P-a); 


è ovvio che questa funzione dipende dalle specie di particelle colli- 
denti. In virtù del principio dell’equilibrio dettagliato (2,8) la fun- 
zione w è simmetrica rispetto alla permutazione delle particelle 
iniziali e finali: 


w(p+4,p-L;a)=v(p+t;:p—$; qa). (44,1) 


La funzione w contiene un fattore funzionale ô che esprime la con- 
servazione dell'energia in seguito a urti (la conservazione della quan- 
tità di moto è già inclusa). 

Consideriamo un’area unitaria sita in un punto p dello spazio 
dei vettori quantità di moto (delle particelle di una data specie), 
perpendicolare all'asse pg. Per definizione, la componente sa della 
densità del flusso rappresenta il sovrappiù del numero di particelle 
(di una data specie) che attraversano nell'unità di tempo questa 
area da sinistra a destra rispetto al numero di particelle che l’attra- 
versano da destra a sinistra. Lo spostamento nello spazio dei vettori 
quantità di moto è il risultato degli urti. Se per l’urto a una parti- 
cella si trasmette la componente & della quantità di moto ga (da > 
> 0), allora in seguito a questi urti l’area sarà attraversata da 
sinistra a destra dalle particelle, in cui questa componente prima 
dell’urto giaceva nei limiti da pa — da a Pa- Perciò il numero totale 
di particelle che attraversano l’area da sinistra a destra è 


Pa, 
> {eafep | w(p+3.P_4:4)/()f 0) dpa. 


da>0 Pala 


La sommatoria è estesa a tutte le specie di particelle cui si riferiscono 
le grandezze segnate con l’apice (comprese, ovviamente, le parti- 
celle di una data specie cui appartengono le grandezze senza apice). 
Analogamente, il numero di particelle che attraversano la stessa 
area da destra a sinistra si può rappresentare nella forma 


Pa 
2 | dq | ap’ f w(p+4, pi: a) x 
daz0 Pa7Ia 
x f (p+ a) f (p—q)dpa- 
In virtù della (41,1) le funzioni w in entrambi gli integrali sono 


uguali. Perciò la differenza di questi integrali contiene nell’espres- 
sione integranda la differenza 


if P)-fp+taf pP- 9. 
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Ricorriamo ora alla piccolezza della quantità di moto q trasmessa 

(e precisamente, alla piccolezza dei valori q, essenziali negli inte- 
grali, rispetto a p e p’). Sviluppando la differenza suindicata in 
potenze di q, otteniamo a meno di termini del primo ordine | 


di (P) 2/1 ôf’ (p°) 
A o+ E as 


Dopo questa operazione possiamo sostituire, con la stessa appros- 
simazione, nelle espressioni integrande 


w(p+i, p_4; a) cv, pi a). 


Quanto all'integrazione rispetto a dpa, estesa al piccolo intervallo 
tra Pa — Ia € Pa» la si può sostituire semplicemente con il prodotto 
per il valore di questo intervallo gą. Come risultato otteniamo 


s=); È da {wp pax 
dg >0 x 
af’ (p') Lf (n ðf (p) 3p’ 
x [A r 0) e] dp". (41,2) 

In virtù della formula (41,1), w (p, p'; q) è una funzione pari 
di q, pertanto è pari tutta l’espressione integranda nella (41,2). Ciò 
permette di sostituire l'integrale esteso al semipiano ga >0 con 
la metà dell’integrale esteso a tutto lo spazio q. 

Riscrivendo l’espressione (41,2), introduciamo in essa al posto 
della funzione w la sezione d’urti secondo la formula 


i dig= | v — v' | do. 


Come è stato già precisato per la scrittura dell’integrale degli urti 
nella forma (3,9), dopo questa operazione si può supporre che il 
numero di integrazioni indipendenti sia già diminuito con l’inclu- 
sione della legge di conservazione dell’energia. In tal modo, la 
densità del flusso della quantità di moto nello spazio dei vettori 
quantità di moto per le particelle di ogni specie assume la forma 


LI ô 7) , ; i E) , 
Sa = > f [ F) B —f' (p’) Zete | Bap ËP’, (44,3) 


dove 
Ba=+ f daqe | V—v' | do, (41,4) 


Restano da calcolare le grandezze Bag per gli urti tra le particelle, 
interagenti secondo la legge di Coulomb. 

Per una deviazione di un piccolo angolo la variazione della 
quantità di moto q delle particelle collidenti è perpendicolare alla 
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| ee' livre > 1 (si veda III, $ 127). Abbiamo così 


2 lee’ | 
L=In e per eari: (41,10) 


Nel caso limite inverso, in cui |ee' |/ĒVve X 1, la diffusione 
deve essere considerata in modo quantomeccanico, cioè nell’appros- 
simazione di Born. La sezione di diffusione in questo caso si esprime 
in funzione della componente di Fourier del potenziale di diffusione 
con il vettore d'onda q/f. Il contributo a questa componente prove- 
niente dalla «nube» schermante di cariche (di dimensioni ~a) 
diventa piccolo per ga/î x 1; nel dato caso ciò rappresenta proprio 
la condizione che la diffusione sia puramente coulombiana. Perciò 
l'angolo Ymin si ottiene dalla condizione 


Ymind/h ~ PUYmina/f ~ 1. 


In tal modo, in questo caso abbiamo 


L=1n R. per el «i. (41,11) 


Prel 


Per | ee' | ~ Ñv, entrambe le espressioni (41,10) e (41,11), natural- 
mente, coincidono. 

Sottolineiamo che la piccolezza di un angolo ymin intesa in tutto 
l'esposto è garantita in effetti dalla condizione di rarefazione del 
plasma (27,1) e da quella della sua non degenerazione (27,4). Così, 
nel caso classico 


2 21/3 
Xan "7 (SF )<1 


in virtù della (27,1) (facendo le stime non facciamo distinzione 
tra e e e’). Nel caso di Born 


h e2N4/8 \1/2 ( REN? \1/2 
a/(mT)i/2 = ( T ) ( mT ) <1 
in virtù della (27,1) e (27,4). 

Scriviamo infine l’espressione per le densità dei flussi nello 
spazio dei vettori quantità di moto sostituendo la (41,8) nella (41,3): 


sa = X 2n (ee)? L f ( visi -4 ) x 


Xmin ~ 


ôpg 
(v—-v')? õag — (Va —v4) (Va — vg) i 
—T ara» dip". (44142) 


Le equazioni cinetiche corrispondenti sono 


41 d A 
Liv ite(E+ [vB]))-=-—divs (4113) 
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L'integrale L diverge logaritmicamente. La divergenza nel 
limite inferiore è dovuta a una causa fisica, ossia alla lentezza con 
cui decrescono le forze coulombiane, il che implica una probabilità 
più grande di diffusione di angoli piccoli. In realtà, tuttavia, in un 
plasma elettricamente neutro il campo coulombiano della parti- 
cella a distanze sufficientemente grandi viene schermato da altre 
cariche; indichiamo con Ymin l'ordine di grandezza degli angoli 
minimi, per cui la diffusione si può supporre ancora coulombiana. 
Quanto alla divergenza nel limite superiore, essa è legata sempli- 
cemente al fatto che tutte le formule sono state scritte supponendo 
piccoli gli angoli e perciò perdono la loro applicabilità per y~ 1. 
Tenendo conto che il logaritmo di un argomento grande è debolmen- 
te sensibile a piccole variazioni di quest’ultimo, si possono pren- 
dere i limiti d'integrazione in base alle stime dei loro ordini di 
grandezza, scrivendo cioè 


L = 1n (1/Ymin): (41,9) 


Questa grandezza si chiama logaritmo coulombiano. Sottolineiamo 
immediatamente che questo metodo della sua definizione limita 
tutto lo studio, come si dice, a una precisione logaritmica: vengono 
trascurate le grandezze piccole non soltanto rispetto al valore grande 
1/Ymin; ma anche rispetto al suo logaritmo. 

La stima effettiva di Ymin dipende dalla necessità di una descri- 
zione classica o quantomeccanica della diffusione di particelle 
(l’espressione (41,8) è di per sé valida in ambedue i casi, poiché 
la diffusione coulombiana pura è descritta mediante la formula 
di Rutherford sia nella meccanica classica che in quella quanti- 
stica 1)). 

La schermatura del campo coulombiano di una particella nel 
plasma avviene a distanze dell'ordine di grandezza del raggio di 
Debye a. Nel caso classico Ymin è definito come angolo di diffusione 
per un cammino a distanza d'impatto ~a. La variazione corrispon- 


dente della quantità di moto è q~ |ee' |/avre (il prodotto della 
forza ~ | ee' |/a? per il tempo del cammino libero -—a/0;e;) 3). Divi- 
dendola per l'impulso — pure; otteniamo Ymin = |ee' |/apve La 
condizione di classicità della diffusione è data dalla disuguaglianza 


aa 


1) Nel caso quantistico per la diffusione di particelle identiche (eľettroni) 
si deve tener conto dell'effetto di scambio. Questo effetto, tuttavia, non cambia 
la forma limite della sezione in piccoli angoli (41,6). 

2) Qui e in seguito in situazioni analoghe vre indica il valore medio della 
velocità relativa di due particelle, | v — v’ |. Se le particelle sono della stessa 
specie, allora vre; coincide con il valore medio v. Se le particelle sono di specie 
distinte, dre) coincide con il più grande dei valori v e v. 


i ud 
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loro velocità relativa v — v’. Perciò il tensore Bag è anch’esso 
trasversale rispetto al vettore v — v’: 


Bap (vp — rg) = 0. (41,5) 
Notiamo immediatamente che con ciò è garantito automaticamente 
l'annullamento dei flussi (41,3) per la distribuzione d’equilibrio 


di tutte le particelle. L'espressione integranda nella (41,3) con f 
e f' distribuzioni maxwelliane (con la stessa temperatura T) diventa 


WE  (v}— ve) Bap=0. 


Il vettore v — v’ è, al tempo stesso, l’unico vettore dal quale 
può dipendere il tensore Bag. Essendo trasversale rispetto al vetto- 
re v — v’, questo tensore deve avere la forma 

1 (va —va) (Va — vp) - 
Bag=- B [Bee pet]. 
dove lo scalare 
B=Bxa=3 f divev |do, 


Sia y l'angolo di deviazione della velocità relativa (angolo di 
deviazione nel sistema del centro d'inerzia delle due particelle). 
Per piccoli valori di questo angolo il valore della variazione delle 
quantità di moto è gm p | v — v’ | x, dove u è la massa ridotta 
delle particelle. Perciò 


B=3 Ivv I ftdo=pt|v-v' o, 
dove 
0,= f (1— cos x) do % 5 | x2do 


è la sezione di trasporto. La sezione differenziale di diffusione di 
angoli piccoli in un campo coulombiano è data dalla formula di 
Rutherford 

4 (ee')? do `, 8n (ee)? dy 


do vi © PVI 


(41,6) 


(e, e’ sono le cariche delle particelle collidenti). Di qui la sezione 
di trasporto risulta 

____ Art (ee')? 
— palv—v)i 


Quindi, per le grandezze Bag abbiamo 


o; L 1-4. (41,7) 


2n (ce’)? (Da —va) (on—-0}) 
Beta] vv Ì L|8xo -— Cc; ee yi s (41,8) 
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(e è la carica delle particelle cui si riferisce la funzione f, cioè per 
gli elettroni bisogna scrivere —e e per gli ioni ze). L'integrale degli 
urti nell’approssimazione logaritmica per un gas con interazione 
coulombiana tra le particelle è stato stabilito da L. D. Landau 
(1936). 

L'applicabilità dell'integrale degli urti di Landau è legata 
a certe condizioni. Le lunghezze caratteristiche 1/4, alle quali la 
funzione di distribuzione varia significativamente, devono essere 
grandi rispetto al raggio di schermatura a e gli intervalli di tempo 


1/œw grandi rispetto ad a/u,a; tuttavia, nell’approssimazione loga- 
ritmica di fatto è sufficiente che queste condizioni siano soddisfatte 
in forma debole, cioè che 


ka<1, o< Vrea (41,14) 


con il segno < al posto di «. 

Infine a scanso di equivoci notiamo quanto segue. A causa della 
lentezza con cui decrescono le forze di interazione coulombiane, 
urti significativi degli ioni nel plasma avvengono a distanze grandi 
rispetto alle distanze medie tra le particelle. Ciò significa che ogni 
ione si urta di fatto non con una particella, ma contemporaneamente 
con molte particelle. Fra l’altro l'integrale degli urti di Boltzmann 
(su cui è basata la deduzione suindicata dell’integrale degli urti di 
Landau) presuppone l'indipendenza degli urti a coppie delle par- 
ticelle. In realtà, tuttavia, è sufficiente che il risultato di un urto 
multiplo di una particella sia considerato come la somma dei risul- 
tati dei suoi urti indipendenti con ciascuna delle altre particelle 
separatamente. È ovvio che nel caso generale non è così. Ma nei casi 
degli urti a grandi distanze, in cui avviene solo una deviazione 
debole di una particella data dalla sua traiettoria rettilinea, la 
sua deviazione risultante in prima approssimazione è di fatto la 
somma delle deviazioni indipendenti nel campo di ciascuna delle 
altre particelle separatamente. È essenziale anche che, dopo aver 
calcolato la media rispetto alle posizioni dei centri di diffusione, 
i quadrati medi degli angoli di deviazione da ciascuno di essi diven- 
tino grandezze additive. 


PROBLEMA 


È stato mostrato al $ 34 che, dopo che le perturbazioni della densità elet- 
tronica con vettore d'onda k si sono smorzate a causa dello smorzamento di 
Landau, le perturbazioni della funzione di distribuzione continuano ad oscillare 


secondo la legge e *KY! (34,16). Trovare la legge di smorzamento di queste oscil- 
lazioni a causa degli urti coulombiani per tempi t > 41/kv. 
Soluzione. Cerchiamo la funzione di distribuzione nella forma 
f= fo + ôf, ôf = a (t, v) e ikvitike, (4) 


dove ôf è la perturbazione della distribuzione d’equilibrio fo e a una funzione 
della velocità variabile lentamente (soggetta a variazioni notevoli soltanto 
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negli intervalli ~v > 1/kt). Sostituendo la (1) nella (41,12) si deve conservare 
nell’ espressione integranda solo il termine 


n fP) __i A 
— fo (P a ~ +7 tdi (p) fo (p'); 
gli altri termini danno un piccolo contributo o per lo smorzamento dell’integrale 


grazie alla presenza del fattore rapidamente oscillante exp (—ikv't), o per 


mancanza in essi del fattore kt > 1/v. Per quest’ultima ragione nel calcolare 
div, s si deve derivare solo il fattore esponenziale. L'equazione cinetica dà 


infine 

da 

dt 
dove come ordine di grandezza i coefficienti bag ~ v2v (v è la frequenza degli 
urti). Di qui abbiamo 

1 

i a (t, vV} =a (Y) exp {3 kaksbapt®} 3 (2) 
perciò il tempo di smorzamento delle oscillazioni è 

Tsm ~ V3 (k0)-2A. 
Poiché tutta la teoria dello smorzamento di Landau ha senso solo per la condi- 


zione kv > v, allora tsm < 4/v. Il risultato (2) è valido solo a condizione che 
l'esponente nella formula (2) sia piccolo rispetto all’esponente kvt nella (1); 


a tal fine deve essere t < (vkv)-1/2. Durante questo tempo le oscillazioni si 
smorzeranno di exp (— V kolv) volte. 


= kakgba pia 4 


$ 42. Trasmissione dell'energia tra elettroni e ioni 


La grande differenza tra le masse degli elettroni m e degli ioni M 
rende difficile uno scambio reciproco dell'energia: per l'urto tra 
una particella pesante e una leggera l'energia di ciascuna di esse 
non varia. Perciò l'equilibrio tra gli elettroni a sé stanti e tra gli 
ioni a sé stanti si stabilisce molto più rapidamente che non l’equi- 
librio tra elettroni e ioni. Come risultato si crea facilmente una 
situazione in cui le componenti elettronica e ionica del plasma hanno 
ciascuna una propria distribuzione maxwelliana con temperature 
distinte 7, e T; (di solito Te supera 7;). 

La differenza tra le temperature elettronica e ionica implica una 
trasmissione d’energia tra le due componenti del plasma; determi- 
niamo questa trasmissione (L. D. Landau, 1936). 

Denoteremo per il momento le grandezze che si riferiscono a ioni 
e elettroni con lettere con e senza apice, rispettivamente. La varia- 
zione dell'energia ionica (in un secondo in 1 cm? del plasma) è 
data dall’integrale 


di _ f e St f dp = — {e div sdp, 
ossia, integrando per parti, 


dE d 
rosa f sir f SV d3p (42,1) 
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(l'integrale esteso a una superficie infinitamente lontana nello spazio 
dei vettori quantità di moto, come al solito, si annulla). 

Nelle somme (41,3), che definiscono i flussi di elettroni e ioni 
nello spazio dei vettori quantità di moto, restano i soli termini 
corrispondenti agli urti elettrone-ione; i termini elettrone-elettrone 
e ione-ione si annullano per le distribuzioni maxwelliane. Sosti- 
tuendo in questi termini restanti le distribuzioni maxwelliane con 
temperature T’ e T, otteniamo il flusso di ioni: 


[2B 2f ; 
sa= {il (FT) Ba dp. 
Ma in virtù della (41,5) abbiamo Bagvg = Bagvg; effettuando que- 
sta sostituzione e ponendo il flusso s nella (42,4), troviamo 
dE 1 1 Dice , 
<=(+-7) \ ff VaVgBag dp dèp a (42,2) 


Essendo piccola la massa degli elettroni, le loro velocità in 
media sono grandi rispetto alle velocità degli ioni. Perciò in Bag 
si può porre vs, — Va ® Va. Dopo questa operazione le grandezze 
Bas non dipenderanno più da va e nella (42,2) si può integrare ri- 
spetto a dp: 


1 = T 
f IDZIOT dip = ag NV? = ag W 
Quindi, 
NPI ICI 
di (7-7) | fBd'p', (42,3) 
Infine, sostituendovi in accordo con la (41,8) B = 4ne'22L/v' (ze 
è la carica ionica) e osservando che per la distribuzione maxwelliana. 


, d3p' ra/ 2m 
| rN y 


aT’? 
otteniamo 
i dE _4NN'22e4V2nmL p, 
TT == m (T'—-T). (42,4) 


Questa espressione col segno cambiato fornisce la diminuzione: 
dell'energia nella componente elettronica del plasma, —d£'/dt. 
Esprimendo l'energia degli elettroni nell'unità di volume in fun- 
zione della loro temperatura secondo Æ’ = 3N’7”/2 e tornando alla 
notazione delle grandezze elettroniche e ioniche con gli indici e ed i, 
scriviamo finalmente la seguente espressione per la velocità di 
variazione della temperatura elettronica: 


T3? M 
di — E, °? i  8NiztetLo (2am) 2" 


E a EEA tn 


(42,5} 
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Il logaritmo coulombiano che qui figura vale 


In (aT eze? er ze/ħvre > 1, 
= (aVF an) è ; (42,6) 


ln (V mT.a/ħ) per ze?/ħvre<& i1. 


La grandezza ta; rappresenta il tempo di rilassamento in cui si 
stabilisce l'equilibrio elettrone-ione. 


$ 43. Lunghezza del cammino delle particelle nel plasma 


Come abbiamo visto nella conclusione data al $ 44, la sezione 
di trasporto o; (41,7) funge da caratteristica degli urti nell’equa- 
zione cinetica. Questa è la ragione per cui detta sezione deve figu- 
rare anche nella definizione della lunghezza del cammino libero. 

Per urti elettrone-elettrone (ee) e elettrone-ione (ei) la massa 
ridotta è uy ~ m; poiché le velocità degli elettroni superano di gran 
lunga quelle degli ioni, allora 


u (Ve — vi) ~ me~ Te- 


Si ottiene perciò la seguente stima per la lunghezza del cammino 
degli elettroni: 
lo~ T3l4neN Le (43,1) 


con L, dalla (42,6). Non scriviamo i fattori z nelle stime supponendo 
che z;~ 1. La durata del cammino libero degli elettroni Te (o il suo 
inverso, ossia la frequenza degli urti ve) vale 

1 e (Dime 


Te o m lardio peer 
Ve VTe Anet N Le 


(43,2) 


Notiamo che 


dere E 
de Le ( N1/3 62 
e in virtù della condizione di rarefazione del plasma (27,1) le> ae. 
Corrispondentemente a ciò la frequenza degli urti è piccola rispetto 
alla frequenza di plasma degli elettroni 


Ve & Urelde = Le (43,3) 
Analogamente, la lunghezza del cammino degli ioni rispetto 
agli urti ione-ione (ii) è 
li~ TH4neNL;, Li = )n(aT;le?), (43,4) 
dove L; è il logaritmo coulombiano con le grandezze ioniche al posto 
di quelle elettroniche. La durata corrispondente del cammino è 
4 pareggio 


Tu x vii n ne NL; | (43,9) 
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La grandezza tę definisce, come ordine di grandezza, il tempo 
di rilassamento in cui si stabilisce l'equilibrio termico locale della 
componente elettronica del plasma, e t;; è lo stesso tempo per la 
componente ionica. Sebbene le frequenze Vee e Ve; degli urti ee ed ei 
siano dello stesso ordine di grandezza, t, non rappresenta affatto 
“il tempo di rilassamento per l’equilibrio tra elettroni e ioni; esso 
caratterizza soltanto la velocità di trasmissione della quantità di 
moto dagli elettroni agli ioni e non la velocità di scambio d'energia 
tra queste particelle. Il tempo di rilassamento per l’equilibrio tra 
elettroni e ioni è dato dalla grandezza té definita al paragrafo 
` precedente. Dal confronto di tutti questi tempi risulta che 


Tee | Tii i Ta~ 1: (M/mY : (Mim). (43,6) 


Facciamo ora la stima dei coefficienti cinetici di un plasma 
mediante la lunghezza del cammino libero. 

Per una stima della conduttività elettrica o ricorriamo alla 
nota formula « cinetica » elementare. Le particelle (portatrici della 
corrente) di carica e e massa m nel loro cammino libero durante 
un tempo t acquistano sotto l'influsso del campo elettrico Æ la 
velocità « ordinata » V~ teE/m. La densità di corrente elettrica 
creata da questo moto è j~ eNV. Di conseguenza, la conduttività 
(il coefficiente di proporzionalità tra j e E) vale 


: o~ eNtim ~ eN/mvr, (43,7) 


dove con }, m e vr si devono intendere grandezze che si riferiscono 
‘a particelle più leggere, ossia agli elettroni. Facendo la stima me- 
diante questa formula abbiamo 


o~ TY/emPL,. (43,8) 


Il coefficiente di conducibilità termica va stimato analoga- 
mente mediante la formula cinetica (7,10); qui sono gli elettroni 
a giocare il ruolo principale. Abbiamo x > Nelevrece (dove ce~ 1 
è il calore specifico elettronico), da cui 


n~ TIe PL. (43,9) 


Contrariamente alla conduttività termica ed elettrica, la visco- 
sità del plasma è legata, soprattutto, al moto ionico poiché proprio 
nella componente ionica del plasma è concentrata la sua quantità 
di moto. Inoltre, essa nel caso ionico varia poco per urti con elet- 
troni; questa è la ragione per cui è sufficiente considerare solo gli 
urti ii. Secondo la (8,11) il coefficiente di viscosità viene stimato 
come nr NMlwvri da cui 

| no MPT AL. (43,10) 


Il calcolo dei coefficienti nelle espressioni (43,8-10) richiede di 
risolvere un'equazione cinetica linearizzata con l'integrale degli 
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urti di Landau, il che è possibile soltanto con metodi numerici 
approssimati. Così, per un plasma d’idrogeno (z = 1) i coefficienti 
nelle espressioni per o, x, n valgono 0,6; 0,9; 0,4, rispettivamente. 


$ 44. Plasma di Lorentz 


Per il calcolo del contributo elettronico ai coefficienti cinetici 
di un plasma è necessario, in generale, tener conto sia degli urti ei 
che degli urti ee. Se, tuttavia, la carica degli ioni è sufficientemente 
grande, il ruolo degli urti ei può essere prevalente. Infatti, la sezione 
degli urti ee è proporzionale a (e)? e la frequenza di questi urti 
vee anche alla densità elettronica Ne; analogamente, la frequenza 
degli urti ei è proporzionale a (ze?) N; = e*;Ne, in modo che zœ 1 
si avrà anche v,; > vee. Il plasma, in cui si possono trascurare gli 
urti ee rispetto a quelli ei, si chiama plasma di Lorentz. Benché 
questo caso sia poco realistico, esso presenta interesse sia sul piano 
metodologico che per le possibili applicazioni ad altri oggetti *). 

Essendo le velocità degli ioni piccole rispetto a quelle degli 
elettroni, esse si possono trascurare in prima approssimazione, sup- 
ponendo gli ioni fissi e la loro distribuzione assegnata. Nel problema 
del comportamento di un plasma immerso in un campo elettrico ester- 
no esiste una direzione prefissata: la direzione del campo E. Se la 
funzione di distribuzione degli elettroni differisce poco dalla fun- 
zione d’equilibrio, f = fo (p) + ôf, la piccola correzione ôf è lineare 
nel campo, cioè ha la forma ôf = pEg (p). In queste condizioni l'in- 
tegrale degli urti elettrone-ione assume la stessa forma che è stata 
data nel $ 11 all’integrale degli urti per il problema della diffu- 
sione di una mistura di gas leggero in uno pesante, 


St f = —Vei (v) ôf, ` (44,1) 


dove è stata introdotta la frequenza efficace di urti dipendente dalla 
velocità 


vei W) = N pwof”, (44,2) 


e 06 è la sezione di trasporto della diffusione degli elettroni sugli 
ioni. Prendendo quest’ultima dalla (41,7) e sostituendo ZN; = Ne, 
otteniamo 


4nze!iN.L 
Vei V) = cre - (44,3) 


Più avanti in questo paragrafo scriveremo semplicemente v (v), omet- 
tendo gli indici ei. 

Calcoliamo la costante dielettrica del plasma di Lorentz in un 
campo elettrico variabile (~ e-i0!) spazialmente omogeneo (il vet- 


1) Per esempio, a un gas debolmente ionizzato in cui al posto degli urti ei 
si deve parlare di urti tra elettroni e atomi neutri. 
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tore d'onda k = 0). La correzione ôf alla distribuzione d’equilibrio 
dipenderà dal tempo secondo la stessa legge e l'equazione cinetica 
per essa ha la forma 


= ioôf —eE É +v(w)ôf=0. (44,4) 
Osservando inoltre che df,/0p = —vfo/T, di qui ricaviamo l 
ôf =e + Ev 7 . (44,5) 


La costante dielettrica è definita dalla relazione (29,4), —ioP = 
= j, ossia 


: —1 
— io —_ E= —e f vôf d° p. (44,6) 


Sostituendovi la (44,5) e calcolando la media rispetto alle direzio- 
ni v (secondo (vavg) = $;p0°/3), otteniamo 


Ante? vifa d3p 
e(0)=1- EF (LI. (44,7) 
Nel caso limite © > v !) questa formula dà 
e (0) =1- e Le ev (0), (44,8) 


dove il valore medio si calcola per una distribuzione maxwelliana 
degli elettroni. Dopo aver calcolato questa media per v (v) dalla 
(44,3) otteniamo 


Q 4V2n zeLNe % 


2 
elo=i1- +3 par a (>v). (44,9) 


Ricordiamo, tuttavia, che la regione di validità di questa formula 
è limitata anche superiormente dalla condizione generale (41,14) 
di applicabilità dell’approssimazione logaritmica nell’integrale 
degli urti, 0< vreé/a, = Qe, vale a dire che la frequenza deve essere 
piccola rispetto alla frequenza di plasma degli elettroni ?). 

La formula (44,9) ha un significato particolare in quanto sus- 
siste per ogni z (non soltanto grandi). Infatti, per œ > v il ruolo 
degli urti si riduce a piccole correzioni per cui gli urti ei ed ee si pos- 
sono includere indipendentemente. Ma in assenza di ioni il campo 
elettrico omogeneo non implicherebbe altro che la traslazione di 
tutto il sistema di elettroni come un tutt'uno e in questo sistema gli 
urti non possono generare dissipazione (espressa dalla parte imma- 


1) Con v (senza indicare l'argomento) si intende il valore v (v) per v = vr. 
In questo caso v = 4szetN,L/m1/?T,3/2, 
2) Il calcolo di e” per © > Q, è effettuato al $ 48. 
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ginaria della costante dielettrica €”); quest’ultima è condizionata 
quindi solo dagli urti ei inclusi nella (44,9). 

Nel caso limite inverso, in cui w<% v, la costante dielettrica ha 
la forma 


asi Ano P eNe ‘: v2 
e > si vl) /° 


z ar (44,10) 


La grandezza o che figura in questa espressione limite rappresenta 
la conduttività statica del plasma (si veda VIII, § 77). Calcolan- 
dola mediante v (v) dalla (44,3) abbiamo 


_ 4y? T’? 
T= eLm E 


(44,11) 


Questo risultato si potrebbe ottenere, ovviamente, anche con il 
calcolo diretto della densità di corrente elettrica 


j= —e f vôf d3p 


con ôf dalla (44,5) (per œ = 0). 

Calcoliamo anche gli altri coefficienti cinetici del plasma di 
Lorentz, legati al suo comportamento sotto l'influsso di un campo 
elettrico costante (@ = 0) e di un gradiente di temperatura. Ricor- 
diamo preliminarmente la definizione di questi coefficienti (si veda 
VIII, $ 26). 

Le condizioni di equilibrio termico richiedono, come noto, non 
soltanto la costanza della temperatura, ma anche la costanza nel 
mezzo della somma u + U, dove u è il potenziale chimico delle 
particelle e U la loro energia nel campo esterno. Nel caso considerato 
si tratta dell'equilibrio rispetto agli elettroni, cosicché con pu si 
deve intendere il loro potenziale chimico, mentre U = —eg, dove gp 
è il potenziale del campo elettrico. Ciò premesso, la corrente elet- 
trica j e il flusso dissipativo di energia q’ si annullano contempora- 
neamente soltanto per le condizioni T = costante e u — eq = co- 
stante, cioè per VT = 0, Vu + eE = 0. Le espressioni per j e q’ 
si scrivono nella forma delle seguenti relazioni che soddisfano detta 
condizione: 


41 1,4 
q =q— (9—4 )i=aTj—xyT. (44,13) 
Qui o è la conduttività elettrica del mezzo, x il coefficiente di con- 
ducibilità termica e œ il coefficiente termoelettrico; la relazione 


tra i coefficienti per VT nella (44,12) e į nella (44,13) deriva come 
conseguenza del principio di Onsager. La grandezza (@ — p/e) i, 
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sottratta dal flusso totale di energia, rappresenta la densità def 
flusso di energia per convezione !). 

Per il calcolo dei coefficienti cinetici partiamo dall’equazione 
cinetica 


ôf fo _ 
— Egr +v- = v (v) ôf. (44,14): 
Sostituendovi la distribuzione d’equilibrio nella forma 2) 


h=exp (47°), (44,15) 


otteniamo 
== 7y (E Vu) v + fo asy VVT. (44,16) 


Il coefficiente termoelettrico si calcola in base al coefficiente 


nell’uguaglianza j = —aoV7 per E + Vu/e = 0. Scriviamo 
i= —e | võftdp= — 4r | b ETEY (vor) sp 


e dopo aver calcolato il valore medio nelle direzioni v troviamo 


_ Nee v? (u—e)\ ___1 (12£/V (v)) 


— 307? v (v) (v2/v (v)) 
Il calcolo con v (v) dalla (44,3) dà 2) 
LS 
a=5 (4-4). (44,18) 


Per il calcolo del coefficiente di conducibilità termica osserviamo 
che per j = 0 deve essere E + vu/e = aV7. Ponendo questo valore 
(con æ dalla (44,18)) nella (44,16) abbiamo 


si=+47 (4-4) vyT. 


1) Per scrivere le relazioni (44,12-13) in VIII, $ 26, abbiamo cambiato la. 
notazione: con p e E abbiamo inteso @ — u/e ed E + V p/e. Questa definizione, 
ammissibile per un approccio fenomenologico, è inopportuna nella teoria cineti- 
ca, dove con —eE si deve intendere la forza agente sull’elettrone. 

2) È difficile che la notazione della costante dielettrica e dell'energia degli 
elettroni mv?/2 con la stessa lettera e possa causare equivoci. 

3) Nella statistica classica il potenziale chimico contiene un termine della 
forma $7 con la costante indefinita È (corrispondente alla costante additiva 
indefinita nell’entropia). Allo stesso modo compare la costante indefinita t/e 
in a. Questa indeterminazione non incide, tuttavia, su alcun effetto osservabile; 
i termini indefiniti (¢/e) VT si eliminano in ambedue i membri dell'uguaglianza: 
(44,12). Se fọ è scritta sotto forma della (44,15), con ciò è già prefissata la scelta. 
della costante &: y = 7 In [N, (21m7) 3/2]. 
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Con questa funzione calcoliamo il flusso di energia 


q= í veôf dîp 
e otteniamo 


o Ne v?e (4T —e) ` 
x= Se (44,19) 
æ, infine, 
16/2 75/2 
x= zetLm1/® ° (44,20) 


PROBLEMA 


Trovare la parte dovuta agli urti dello smorzamento delle onde di plasma 
elettroniche. 

Soluzione. Se la parte immaginaria della costante dielettrica è piccola, ì 
contributi ad essa, dovuti allo smorzamento di Landau e agli urti, vanno som- 
mati. Tenendo conto dell’ultimo contributo, e è definito dalla formula (44,9); 
uguagliando € a zero troviamo œ = Q, — iy, dove il coefficiente di smorzamen- 
to vale 

Vei 2y 2m zetLNe 
Y = ne = A 


3y 2x m1/273/2 * 
La relazione 
p Via (AN ga 
Qe 3 Te 


si ottiene in virtù della condizione di rarefazione del plasma; con ciò si giustifica 
l’applicazione della (44,9). 


$ 45. Elettroni in fuga 


La diminuzione rapida della sezione coulombiana all'aumentare 
della velocità delle particelle collidenti fa sì, come vedremo, che 
già in un campo elettrico debole a piacere la funzione di distribu- 
zione degli elettroni sufficientemente veloci nel plasma sia forte- 
mente distorta. 

Muovendosi con velocità termica v un elettrone durante il suo 
cammino libero nel campo elettrico £ acquista la velocità ordinata 

v eEl eE = vm E 
no ~ muN 604 (V) 4ne8LNe 
(la sezione o; è definita dalla (41,7)). Già per v~ ve, dove 
4nN ge8L \ 1/2 
v=( mE ) ) 


(45,4) 


si ha V~ v, e per v >», la lunghezza e la durata del camminò 
libero sono definite dalla velocità V. La quantità di moto acquistata 
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dall'elettrone durante il cammino sarà in questo caso 


eEl eE V3m?E y V \2 
Y Y VNo © nen, ~ ™ (5) . 


Quanto alla quantità di moto ceduta dall’elettrone per urto alla 
fine del cammino libero, essa vale —mV. Si vede di qui che gli 
elettroni con velocità sufficientemente grandi avranno un’accelera- 
zione illimitata; questi elettroni si dicono «in fuga». Per la 
condizione v. > (7/m)H? questo fenomeno sarà osservato soltanto 
nella « coda » della distribuzione maxwelliana; a tal fine il campo 
elettrico deve soddisfare la condizione 


E<E.= 4neLN/T.. (45,2) 


In queste condizioni si può risolvere il problema degli elettroni 
in fuga come un problema stazionario. La massa principale degli 
elettroni, distribuiti secondo Maxwell, svolge il ruolo di un grande 
recipiente da cui « fluisce » un piccolo flusso stazionario verso le 
grandi energie 1). 

Già dall'origine degli elettroni in fuga, come risultato della 
loro accelerazione da parte del campo elettrico, è evidente che essi si 
muovono essenzialmente sotto piccoli angoli 0 nella direzione del 
campo. Se ci prefiggiamo lo scopo di calcolare solo i valori del 
flusso degli elettroni in fuga, non occorre più la completa definizione 
della funzione di distribuzione; è sufficiente calcolare la media della 
distribuzione f delle energie rispetto agli angoli. 

L'equazione cinetica per la distribuzione delle quantità di moto 
degli elettroni nel campo elettrico ha la forma 


ô è . i 
Le + divps=0, (45,3) 
dove s è la densità del flusso d’urto nello spazio dei vettori quantità 
di moto. In cooordinate sferiche p, 0, ọ (con l’asse polare lungo la 
forza applicata —eE) abbiamo nello spazio dei vettori quantità di 
moto 


ôf 0 di seno d \ _ 
— eE apri (cos0 dp > a) 
così ô 1 ô 
=eE ( pî Pi 730 sen O). 


La divergenza del flusso è 


ô ô 


1 1 
ivp s= — — p? RAA * 
divp S= z op P Sp Heno zg Sen 0-50. 


1) Il fenomeno degli elettroni in fuga è stato scoperto da H. Dreicer (1958) 
e la teoria quantitativa qui esposta appartiene a A.V. Gurevič (1960). 
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Calcoliamo la media dell'equazione (45,3) rispetto agli angoli, 
cioè moltiplichiamola per 2n sen 0d9/4n e integriamo. Tutti i ter- 
mini con le derivate 0/00 scompaiono in questo caso; 1} fattore cos D, 
invece, si può sostituire con l’unità in prima approssimazione. Come 


risultato per il valore medio della funzione f otteniamo l'equazione 


ô eE ô z; 1i ð s 

Ir Ee ap T +e op P=. 9 
In essa resta solo la componente radiale della densità del flusso 
nello spazio dei vettori quantità di moto. Questa componente è le- 
gata alla trasmissione per urti dell’energia; il contributo degli urti 
ei ad essa è, evidentemente, piccolo rispetto al contributo prove- 
niente dagli urti ee. 

Poiché gli elettroni in fuga costituiscono una parte molto piccola 

di tutti gli elettroni, nel calcolare il flusso sp bisogna tener conto 
dei loro urti con la massa principale di elettroni maxwelliani (e non 
degli urti reciproci); le velocità di questi ultimi sono piccole ri- 
spetto alle velocità degli elettroni in fuga. In queste condizioni non 
c'è bisogno di calcolare di nuovo il flusso sp. Per esso si può scrivere 
l’espressione 


ôf . 
sp=—Teve (v) m -E + Fr | (45,5) 
per analogia diretta con la formula (22,5) dedotta prima; qui vee (v) = 
= 4ne'N,L/m?v è la frequenza degli urti coulombiani tra elettroni 
veloci e lenti (si veda la (44,3)) 1). Poiché l’espressione (45,5) si rife- 
risce agli elettroni con velocità v~ v,, allora anche per il logaritmo 
coulombiano poniamo 


L = In (mugale®). (45,6) 
La grandezza 
Sp = Sp + eEf (45,7) 


rappresenta, come risulta con evidenza dalla forma dell'equazione 
(45,4), la densità totale (per urti e per azione del campo) del flusso 
radiale nello spazio dei vettori quantità di moto. In accordo con 
quanto detto sopra, la distribuzione degli elettroni in fuga si può 
cercare come stazionaria, trascurando cioè la derivata rispetto al 
tempo nell’equazione cinetica (45,4). Allora 


4np*Sp = costante = Rfug- (45,8) 


1) Nel dedurre la formula (22,5) siamo partiti unicamente dal fatto che 
siano piecole l’energia trasmessa per urto e la velocità della particella bersaglio 
rispetto a quella dell'elettrone incidente. Per passare al caso in esame è suffi- 
ciente sostituire nella (22,5) M con m e con ! intendere la lunghezza del cammi- 
no libero rispetto agli urti ee. | 
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Questa uguaglianza (con sp dalla (45,5)) rappresenta l'equazione 
differenziale che definisce la funzione di distribuzione f. Quanto 
alla costante rig, essa dà la grandezza cercata, ossia il numero 
totale di elettroni in fuga (nell'unità di tempo per unità di volume). 

Introduciamo la variabile adimensionale u e la costante adimen- 
sionale b secondo la definizione 


u = plpa b = EIE,, Pe = (MT elb). (45,9) 
Allora l'equazione (45,8) diventa 
b df = 
—7_(1_u9)f=C (45,10) 


(la costante C differisce da Ntug per un fattore costante). Poiché si 
è supposto che il campo E < E. allora il parametro b< 1; questa 
grandezza nel problema in esame svolge il ruolo di piccolo para- 
metro che caratterizza il grado di approssimazione 1). 
La soluzione dell'equazione (45,10) è 
u 
j=F—CF f -p du, (45,11) 

G] 

dove 


F= ato {g (r) (45,12) 


è la soluzione dell'equazione omogenea. Il fattore di normalizzazio- 
ne è definito dalla condizione che per u + 0 la funzione f si trasforma 
nella distribuzione maxwelliana 


h= Ne ( u? 
o = amt gp C*P aei 


Per u —> co la funzione F cresce infinitamente, mentre f (u) deve 
restare finita. Ne deduciamo la condizione f/F + 0 per u — œ me- 
diante la quale si ottiene la costante C ?): 


coir [Jee i (e eae. 6619 


L'integrale si calcola con il metodo del punto di sella svilup- 
pando l'esponente in prossimità del punto di massimo, u = 1. Si 


1) In particolare, dall'analisi della parte angolare dell'equazione cinetica 
risulta che le direzioni dei moti degli elettroni in fuga giacciono nella regione 
degli angoli 0 ~ b!/4. 

2) La formulazione delle condizioni al contorno è analoga qui alla formula- 
zione del $ 24. 
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ottiene così la seguente legge di dipendenza del numero di elettroni 
in fuga dall’intensità del campo Æ: 


Ntug ~ NevVee (Vre) exp (— ai ) s , (45,14) 


4E 


Il fattore davanti all’esponente è scritto qui solo in forma dimen- 
sionale; un calcolo più preciso fuoriesce dall’approssimazione con- 
siderata e richiede sin dall'inizio che l'equazione cinetica sia ri- 
solta con una precisione più elevata. 


$ 46. Integrale degli urti convergente 


L'equazione cinetica con l'integrale degli urti di Landau con- 
sente di risolvere i problemi fisici del plasma soltanto con una 
precisione logaritmica, perché il grande argomento del logaritmo 
coulombiano non è definito completamente. Questa indetermina- 
zione è dovuta alla divergenza degli integrali per grandi e piccoli 
angoli di diffusione. Come è stato già detto, la divergenza per grandi 
angoli non ha un carattere di principio, in quanto compare soltanto 
in seguito alla realizzazione dello sviluppo in potenze della quantità 
di moto trasmessa q. Nell’integrale degli urti di Boltzmann questa 
divergenza non esiste. Quanto alla divergenza per piccoli angoli, 
essa compare poiché si è trascurata l’azione schermante del plasma 
sulla diffusione reciproca delle sue particelle. Per calcolare l’inte- 
grale degli urti con una precisazione più elevata di quella logarit- 
mica è necessario che sin dall'inizio la schermatura sia inclusa (e 
non soltanto nella definizione della regione d'integrazione nel 
logaritmo coulombiano). 

È stato già detto al $ 41 che le condizioni di applicabilità dell’ in- 
tegrale degli urti con un'interazione schermata tra le particelle cari- 
che richiedono che la funzione di distribuzione varii poco durante 
un periodo di tempo ~a/Vre] anche a distanze ~a. Le stesse condi- 
zioni consentono di considerare la schermatura delle cariche in modo 
macroscopico, come risultato della polarizzazione dielettrica del 
plasma. 

Studieremo il problema posto in due casi limite: 1) quando agli 
urti tra le particelle è applicabile l’approssimazione quantomecca- 
nica di Born e 2) quando il processo degli urti è quasi-classico. 


Caso di Born 
Iniziamo dal primo caso che si verifica con la condizione 
lee {hits & 1. (46,1) 


L'influenza esercitata dal mezzo dielettrico sulla diffusione delle 
particelle è formulata in modo molto più chiaro nel linguaggio della 
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tecnica dei diagrammi. Nell’approssimazione di Born la diffusione 
di due particelle è descritta (nel caso relativistico) dai diagrammi 1!) 


q+p p'-q 


= (46,2) 


P p’ 


dove alla retta tratteggiata corrisponde la funzione 4n/q?, ossia la 
componente di Fourier del potenziale coulombiano della carica 
unitaria (q è la quantità di moto che si trasmette per diffusione). 
La presenza di un mezzo incide soltanto sulla sostituzione di questa 
funzione con la componente del potenziale nel mezzo 41/da 0 9£a8 
dove gag (0, q/Å) è il tensore della costante dielettrica del mezzo e, 
inoltre, /iw coincide con l'energia trasmessa (si veda IX, $ 85). Ciò. 
premesso, anche nell’ampiezza di diffusione comparirà il fattore 
| supplementare g?/qaqg£ap e nella sezione il quadrato del suo modulo. 
Quindi, 
q? 
do = dorutb Tear da de li Cap da If E è (46,3) 


Per semplicità, supporremo in seguito isotropo il plasma. Per 
un tale plasma il tensore gag si riduce a due scalari (e; e e) e, inol- 
tre, nel prodotto 


Ealag = 819° 


figura soltanto uno di essi; ometteremo l'indice / intendendo con e. 
la costante dielettrica longitudinale. 
In tal modo la sezione di diffusione assume la forma 


____doRuth 

do = TO, gT? Gas 
dove doruth è la sezione ordinaria di Rutherford per la diffusione 
nel vuoto 2). Notiamo anche che l’energia trasmessa per urti è legata. 
alla trasmissione della quantità di moto dall’uguaglianza 


ho = qy, (46,5) 


1) Così come nel $ 41, le lettere con e senza apice si riferiscono a due parti- 
celle collidenti (di medesima o diversa specie). 

2) Per la diffusione di particelle identiche (per angoli non piccoli) con dop, th 
si deve intendere la sezione di diffusione coulombiana con inclusione di effettà 
di scambio (si veda III, $ 137). 
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dove V è la velocità del centro d'inerzia delle particelle collidenti +). 
Il valore del vettore q. invece, è legato all’angala di diffusione y 
nel sistema inerziale dalla formula ordinaria 

g=2p|v-vw]sent, (46,6) 
dove u = mm'/(m + m’). 

L'integrale degli urti, che include automaticamente e corret- 
‘tamente gli angoli di'diffusione grandi e piccoli ed è esente da diver- 
genza, si ottiene mediante la sostituzione della (46,4) nell’integrale 
«di Boltzmann ordinario 


St=I | e+ r -q— 
I (n! | v— v’ | doruth r 
ff MM} PP (46,7) 
(cfr. la (13,9)); la sommatoria è estesa a tutte le specie di particelle 
‘cui si riferiscono le grandezze con l'apice. 

L'equazione cinetica con l'integrale degli urti (46,7) è molto 
complicata, non soltanto per l'impossibilità di sviluppare l’espres- 
sione integranda in potenze di q, ma anche perché la stessa costante 
dielettrica del plasma è definita attraverso le funzioni di distribu- 
zioni cercate. Una semplificazione notevole si ottiene solo nel caso 
di una deviazione debole dall’equilibrio, in cui sia possibile la 
linearizzazione dell equazione cinetica. Allora la costante dielet- 
trica va calcolata assieme con le funzioni di distribuzione d'equi- 


librio e, quindi, diventa indipendente dalle funzioni di correzione - 
cercate. 


Caso quasi-classico 
Passiamo al caso limite inverso in cui 
| ee' Whivra > 1 (46,8) 


e sia applicabile l’approssimazione quasi-classica alla diffusione . 
delle particelle. In questo caso è impossibile includere in modo 
unico l'influenza del mezzo sulla diffusione, per angoli di diffusione 
grandi e piccoli (come è stato possibile nel caso di Born). Perciò 
dobbiamo considerare separatamente queste due regioni e in seguito 
«cucire » i risultati per gli angoli intermedi. 

Il campo di una carica e che si muove con velocità v in un mezzo 
dielettrico è definito mediante l’equazione 


div D = 4neô (r — vi). 
1) È facile verificarlo esprimendo le velocità delle particelle v e v' in fun- 


zione di V e della velocità di moto relativo v — w e tenendo conto che V e 
{w— v'| per diffusione non variano. - 
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Di qui ricaviamo per il potenziale del campo nelle componenti 
di Fourier !) 


åne è g 
Pk = Fe (kv, ©) evikvi, (46,9) 


Per piccoli angoli di diffusione la variazione delle quantità di 
moto della particella è data (si veda I, $ 20) dalla formula classica 


q= — = dh (46,10) 


dove U' è l'energia di interazione di due particelle e l'integrazione 
è estesa alla traiettoria rettilinea r = p + v't (p è il vettore della 
distanza d'impatto) ?). Esprimendo l'energia U = e'@ sotto forma 
dell integrale di Fourier 


x ei(kr-@wt) d3k 
U = 4nee f Fe (o, k) ©) (46,11) 


(dove œ = kv) e sostituendo nella (46,10) otteniamo 


d3k keîko 


co 
e) Pio -— ik(v-v/)f 
a Pe (o, &) ) € " dt} . 


q= — 4riee' 
= 290 i 
L'integrale interno dà 2x8 (ku)/| v — v’ |, dove ky è la proiezione 
del vettore k sulla direzione v — v’. Eliminando in seguito la 
funzione ô con l'integrazione rispetto a dk, troviamo 


ik jp 
4riee' kie + dky 
q= l vy—v | J k? e(o, k) (27)? ’ (46,12) 


dove k, (così come p) è un vettore bidimensionale nel piano per- 
pendicolare a v — v’. Inoltre anche la frequenza 


o = kv = kV. (46,13) 


Più avanti in questo paragrafo ometteremo l’indice 1, intendendo 
ovunque con k il vettore bidimensionale suindicato. 
Calcoliamo ora mediante la formula (46,12) le grandezze 


1 : > 
Ban=3 | qagnlv—v'| dp, (46,14) 


1) La deduzione della formula (46,9) parte dall'ipotesi che il legame tra D 
e E sia lineare e il campo sufficientemente piccolo. Questa condizione si verifica 
in ogni caso (in un gas debolmente non perfetto) a distanze r > a, dalle quali 
esattamente proviene la divergenza dell’integrale, per l’ eliminazione della 
quale vogliamo ricorrere alla formula (46,9). A guere distanze corrispondono 
valori k < 4/a per cui la costante dielettrica ifferisce notevolmente da 1. 

2) E indifferente come si calcola il valore di q: quale variazione della quan- 
tità di moto di ciascuna delle particelle collidenti o quale variazione delle quan- 
tità di moto del loro moto relativo. 
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che figurano nell’integrale degli urti sviluppato in potenze di q pic- 
colo (la sezione do della (41,4) è scritta qui sotto forma dell’area 
d'impatto dp). Scrivendo il prodotto dei due integrali (46,12) in 
forma di un integrale doppio (rispetto a d°% d°k'), integriamo rispetto 
a d°p secondo la formula 


f eintk+k’) d2p = (27)2 8 (k + k'). 


In seguito, l'integrazione rispetto a d°%' elimina semplicemente la 
funzione è e resta 
_ 2e?e'? kakg d?k 
Bas ST | ETEN T em 
(qui abbiamo tenuto conto che, in accordo con la (28,9), e (—o, k) = 
= e* (0, k)). Questi integrali convergono già per k piccoli (poiché 
e |2 — 0 per œ, k— 0) !). 

Nella (46,45) figura la costante dielettrica per la frequenza 
non nulla œ = kV; tenendo conto di questa circostanza, talvolta 
si dice che questa formula include l'effetto di schermatura dinamica. 

Notiamo la dipendenza dell'espressione integranda nella (46,15) 
dalla direzione V, attraverso l’argomento kV della funzione e. Que- 
sta dipendenza scompare calcolando l'integrale in approssimazione 
logaritmica, quando l’integrazione si limita alla regione da k~ 1/a 
a k~ pw/| ee' |. Il ruolo principale nell’integrale appartiene ai 
valori k, lontani da entrambi questi limiti; in questa regione di 


valori abbiamo |s |? = 1 e l'integrale diventa | kakgdkik*. Cal- 


colando la media dell'espressione integranda su tutte le direzioni 
di k nel piano perpendicolare a v — v’, riotteniamo la vecchia 


espressione (441,8) con L = | dklk. 


Per eliminare la divergenza nei casi in cui sia grande la trasmis- 
sione della quantità di moto, è necessario, come è stato già detto, 
« cucire » l'integrale degli urti sviluppato in potenze di q con l’in- 
tegrale non sviluppato (J. Hubbard, 1961; O. Aono, 1962). 

Consideriamo la differenza 


Sta f ua Sts f, (46,16) 


dove Stea è l'integrale degli urti convergente cercato e Stg quello 
dato dall'espressione (46,7) che nel caso di Born rappresenta rin- 
tegrale degli urti corretto, ma che qui svolge un ruolo ausiliario. 


1) L'eliminazione della divergenza nell’integrale degli urti di Landau, 
dovuta alla schermatura del campo coulombiano, appartiene a R. Balescu, 1960; 
A. Lenard, 1960. L'espressione (46,7) completamente convergente è stata scrit- 
ta da A. A. Ruchadze e V. P. Silin (1961). 
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Dividiamo in due regioni tutto l'intervallo di variazione dell’an- 
golo di diffusione 


I) X< ġo II) x>% 
dove y, è tale che 


lee V/uavta < Yi: <1. (46,17) 


Per una diffusione classica di piccoli angoli in un campo coulom- 
biano, l'angolo di diffusione x è legato alla distanza d'impatto p 
dalla relazione 


p=2lee |p (v =v} y. 


Perciò al valore y = Xı corrisponde (con la condizione (46,17)) il 
valore p = p, <« a, in modo che a questa distanza la schermatura 
diventa inessenziale e si può considerare la diffusione effettivamente 
come coulombiana pura. Lo stesso si riferisce anche a tutta la re- 
gione p < p, (cioè x > x). La sezione di diffusione in questa regio- 
ne sarà quindi quella di Rutherford e il contributo corrispondente 
all’integrale degli urti vale 


stif= X | fetoro- 


X>X1 


— f (p) f' (9) v—-v | dorun d3p'. 
Ma è esattamente lo stesso il contributo della regione y > %ı all’in- 


tegrale (46,7): in questa regione q >q, e, inoltre, in virtù della 
condizione (46,8) 


IL Wvrel%ı > | ee’ | >4 
h h hureje a’ 


e perciò nella (46,7) si può porre | e |? = 4. In tal modo, il contri- 
buto alla differenza (46,16) proviene unicamente dalla regione YZ 
< %1 (o >p:) che dobbiamo ora considerare. 

In tutta questa regione la trasmissione della quantità di moto 
è piccola, in modo che si può sviluppare l’integrale degli urti in 
potenze di q. Le grandezze Bag che figurano nell’integrale svilup- 
pato Sto si calcolano come gli integrali (46,14) con q preso dalla 
(46,12). Il contributo che proviene dalla regione p >; vale in 
questi integrali 


(ee)? 
27? | v—-v' | 


(Bag)a = Fag 


co 


= f do ( f ikae? gal: j S nd dk), (46,18) 
Pl 0 0 


k2g 
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dove come limiti negli integrali doppi (rispetto a d°p e d°%) sono 
indicati convenzionalmente i limiti rispetto a p e k. Riscriviamo 
in modo identico le grandezze Fag nella forma 


co qı/ħ qi/h 
Fæ=| 20 ( | stk). | a. dk) — 
Pl a1/h qu/h 


- È a20( | nan) (| Ph) + 


0 
+f] a) j e dk) + 


a1/h 
sE (as ( | ts) i dh) (46,19) 
PI Qu/h 0 


Il primo termine nella (46,19), essendo stato trasformato come 
per la deduzione della (46,15), fornisce alla (46,18) il contributo 


ze E nah 
AF A Fa" _ q2 
| y—v' | | pron 


Questa espressione coincide precisamente con quella che si otter- 
rebbe sviluppando l'integrale (46,7) esteso alla regione x < %%); 
di conseguenza, essa non dà un contributo alla differenza in esame 
(46,16). 

Per la trasformazione degli altri termini nella (46,19) osserviamo 
che nelle loro espressioni integrande si può porre e = 4; in questo 
caso gli integrali restano convergenti e i loro valori sono definiti 
dalla regione k ~ q,/ħ in cui Ka > 1 e perciò | e | ~ 1. È importante 
anche che in virtù della condizione (46,8) il parametro 


Qp = 2 | ee' Vhivsa> 1; (46,20) 


perciò bisogna conservare solo i termini che restano finiti per g,py/h + 
-» co. In questo limite il terzo e il quarto termine nella (46,19) si 


1) La sezione di diffusione di Rutherford per piccoli angoli, espressa in 
funzione di q, ha la forma 


4 (ee')? 
donum = r d?q 


(si è tenuto conto che q = p | v — v’ | x, do = dgip? (v — v’)?). 
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annullano. Quindi, non resta altro che 


I I 
(Bas) — (Bag)8= 
Pi a1/h gift 


= e f ao ( | ik eno DE | ikgetto E), (46,21) 


niv v] k2 


O 


dove gli indici « cl » e « B » indicano che i valori Bag si riferiscono 
rispettivamente agli sviluppi degli integrali Ste) e Stp. 

Ciascuno dei due integrali in dk è diretto lungo il vettore p; 
dopo aver integrato lungo queste direzioni (nel piano perpendicolare 
a v — v’) otteniamo per la differenza (46,21) un'espressione della 
forma (41,8) di segno opposto con 


pı E Q1/% 21 2 
= = ikp cos n 
L | oap [z f | cosge p ® de dk | e 


Usando la nota rappresentazione integrale della funzione di Bessel 
e l'uguaglianza J; (x) = —J, (z), riscriviamo questo integrale 
nella forma 


Pi q1fh o P/A dz 
L= {pdo[ | neoak = | ht, 
0 0. 0 


ossia dopo un'integrazione per parti 
L=ln ft 12 { J, (2) [J (2) —1] In z dz. 
0 


Qui abbiamo tenuto conto che il parametro p;q,/f (non contenente 
più la grandezza ausiliaria y;) è grande; ciò premesso, il limite 
superiore nell’integrale restante è stato sostituito con l’infinito 
e nel primo termine si è posto Jo (g;p1/R) œ 0. Mediante i valori 


J,j(x)lnxdx=—C+n2, 


Sta 8 


0 


f Ja (z) J, (x) In zdz = Do (ln 2—C) 
(dove C = 0,577... è la costante di Eulero; y = eC = 1,78...) 
e tenendo conto della (46,20) troviamo infine 


Dei, (46,22) 


hlv-v|° 
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Dall’esito dei calcoli effettuati possiamo concludere che nel 
caso quasi-classico l’integrale degli urti privo di divergenze può 
essere rappresentato nella forma 


Staf = Stf — Staf, (46,23) 


dove Stg è dato dalla formula (46,7) e Str, è l'integrale degli urti 
di Landau con logaritmo coulombiano (46,22). Sottolineiamo che 
|v — v’ | in quest'ultimo è una grandezza variabile precisa e non 
il valore medio vel- 

In forza delle semplificazioni fatte nella deduzione, questo 
risultato è valido, ovviamente, soltanto con « precisione logaritmica 
migliorata »: l'equazione cinetica con l'integrale degli urti (46,23) 
permette di migliorare la precisione dei calcoli solo nel senso della 
definizione del coefficiente esatto nell'argomento del grande loga- 
ritmo (con questa precisione, ovviamente, da tutte le risposte scom- 
pare ñ, che funge nella (46,23) da parametro ausiliario). 


PROBLEMI 


1. Nel caso di Born calcolare con precisione logaritmica migliorata la parte 
immaginaria della costante dielettrica per un plasma con una carica (z = 1) e 
in equilibrio (T; = T,) per frequenze © > Vej- 

Soluzione. Calcolando e” per la condizione œ > v si devono includere solo 
gli urti ei (come è stato già precisato nel dedurre la (44,8)). Poiché l'integrale 

egli urti (46,7) differisce dall’integrale di Boltzmann ordinario solo per il 
fattore | £|-* davanti a dogytn» il valore cercato e” si può calcolare mediante 
la stessa formula (44,8) 

E 4ne?N;N 

e” (= TE (011) (4) 
dove (. . .), 0 {- . .); indicano la media della velocità degli elettroni v, o degli 
ioni v; rispetto alla distribuzione d’equilibrio. A differenza dei calcoli realizzati 
al $ 44, ora o; è definito come 


o= | (1-cos n |e (ZE, 1) |"? donun O 


ed è necessario calcolare il valore medio di 0; rispetto alle velocità degli ioni 
(che, ovviamente, qui non si possono trascurare); nell'argomento © = qv/h 
della funzione e la velocità del centro d’inerzia dell'elettrone e dello ione è so- 
stituita approssimativamente dalla velocità dello ione. La sezione di Ruther- 
ford si scrive nella forma 


(ze?)? m? 2nsenydy _ 8n (ze?)? m? 


Sorun = Top — senta — p z 
dove 

= 2pe sen £ 1—cos = O<a<2 

q= Pe 2 , x= 2p2 ? 1% Pe 


(Pe = mv, è la quantità di moto dell'elettrone). 
La funzione e (œ, g/h) — 1 è definita mediante la formula (31,11) e consta 
delle parti elettronica e ionica. Poiché il suo argomento nella (2) è fio = 
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= 4V; « We, si può calcolare la parte elettronica per œ = 0; allora 


e (TL, #) 179 +8 )} (4) 


ER pai 3 oni 


{viq è la proiezione di v; su q; si è tenuto conto che per z = 1 si ha a; = ag). 
Ponendo le (3) e (4) nella (2) ed eseguendo delle trasformazioni evidenti 


-delle variabili, otteniamo 
2,2 Do. 
Jia VI es a f te- E? dé di 
d= Tp ) TF2+F + IR 


{F = F' + iF”). L'integrazione rispetto a dt è elementare e sostituendo i limiti 
‘si deve tener conto che %°/p2az < 1 ed omettere tutti i termini —Ah?/p2a? e di 
‘ordine superiore. Come risultato otteniamo 


__ Ame 2mvede 
(00i = TRE [in See 4 4] A (5) 
dove 
1 f 24r 2+F n 
Li: -32 ne eda 
á= ri { F [arctg F 7] 


= In 24 P+ r} a 


{si è tenuto conto che F’ (È) è una funzione pari e F” (Ẹ) dispari di È); il calcolo 
numerico dà = —0,69. 
La media nell'espressione (1) si calcola mediante le formule 


eae (2), CREY (7) [Lc] 


4C è la costante di Eulero). Troviamo infine 


„4V? aN Q? ap (mT)1/2 a 
= 97 Tania o La Lesl TT, 


Inop=3 In2— $-+A=1n1,06 (6) 


4V. I. Perel, G. M. Eliasberg, 1961). 

2. Risolvere il problema 1 nel caso quasi-classico. 

Soluzione. Secondo la (46,23), le espressioni per c; nel caso quasi-classico 
si ottengono sottraendo ln (ye?/hv) dal logaritmo nella (5): 


2r0e4 2mra 3 
u=- i | a +4] (Mm 
Per e” si ottiene la formula (6) con il logaritmo 
Lasin Teeter, Inag;=21n2—20+A=1n 0,63 (8) 


.al posto di Lg. i 
3. Determinare con precisione logaritmica migliorata la velocità di trasmis- 
sione dell'energia dagli elettroni agli ioni in un plasma con una carica (z = 1), 
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supponendo piccola la differenza tra le temperature degli elettroni e degli ioni 
(6T = Te — Ti & Te) . 

. Soluzione. Essendo piccolo il rapporto m/ M (e per di più piccola la trasmis» 
sione dell’energia in ogni atto), è chiaro a priori che l'equazione per la funzione 
di distribuzione degli elettroni si riduce a un'equazione del tipo di Fokker- 
Planck e ha la forma (si veda il $ 21) 


Ue sn {p28 (Pe) [++ te}. 


Moltiplichiamo questa equazione per p2/2m e integriamo rispetto a 4npē dpe. 
Dopo un'integrazione per parti otteniamo la seguente espressione per la velocità 
di trasmissione dell’ energia degli elettroni: 


Ole 
Ages | Sve - Pe ti 


afpponcade che la funzione di distribuzione degli elettroni sia maxwelliana e la 
differenza delle temperature piccola, troviamo 

dE {1 1 ôT 

-u 7 (9-7) f Bvéle dpe ¥— -yr Ne {Bv})e. (9) 
11 coefficiente B, così come nella (21,11), si esprime mediante la media quadratica 
della variazione della quantità di moto di un elettrone per urto con uno ione: 


v 
7, Í e] d? pe. 


(Ape) 4 
peal Nive f ((Ape)?)i do. (10) 
La grandezza Apg, invece, si ricava dall’uguaglianza (46,5): 
ad Via _ Vig 
SETTORI Te = Ve . 


Ponendola nella (10) e in seguito nella (9) e utilizzando il legame tra q e l’an- 
golo di diffusione y del problema 4, troviamo 


dEe ôT 


dt T? 

La formula (11) è completamente analoga alla formula (1) del problema 1 

e perciò i calcoli ulteriori sono praticamente identici. Nel caso di Born abbiamo 
4netT 

(wia = TAMA 


Nm? (vè (vi ,01)i)e (Ni= Ne = N). (11) 


2mveae 


in A +4] > 


dove A; è un integrale che differisce da quello A del problema 1 per il fattore 
supplementare 2È? sotto il segno di integrale (il calcolo numerico dà A, = —0,52). 
La media rispetto alle velocità degli elettroni si calcola come nel problema 1. 
Abbiamo infine 


dE 4V 2nm N?e? 
die AN LpôT, La=1n (Bp (mT) ael), a2) 


dove 
In pe=$ 1n 2—4, =l 1,26. 


1) Questo problema è stato trattato da R. R. Ramazašvili, A. A. Ruchadze 
e V. P. Silin (4962). — i 
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Analogamente, nel caso quasi-classico otteniamo una formula del tipo (12) 
con la sostituzione di Lg con 

Lei = ln (TaBe1/e), ln Ba = 2 In 2 — 2C + 4A, = ln 0,75. (13} 
Le formule (12)-(13) precisano i risultati del $ 42 e determinano (per il caso di 
una piccola differenza di temperature) il fattore numerico sotto il segno di 
logaritmo nella (42,6). 


$ 47. Interazione atiraverso onde di plasma 


In alcuni casi l’inclusione della schermatura dinamica dell’in- 
terazione coulombiana delle particelle nel plasma conduce non 
soltanto alla precisione dell argomento del logaritmo coulombiano, 
ma anche ad effetti qualitativamente nuovi. Per il loro studio 
rappresentiamo l'integrale degli urti nella forma che calcola esatta- 
mente il contributo della diffusione per piccoli angoli e tiene conto 
con precisione solo logaritmica del contributo proveniente dalla 
diffusione per grandi angoli. 

Nel caso quasi-classico i grandi angoli di diffusione (y- 1) 
provengono da distanze d’impatto piccole: 


p < lee uo. l 
L'integrale degli urti cercato ha la forma ‘dell’integrale di Landau 
contenente le grandezze Bag dalla (46,15): 
Bam TESST | Teava” (47,4) 
dove si integra sulla regione fino a 
kmax ~ urto /| ee' |. (47,2) 


Nel caso inverso di Born la forma cercata dell’integrale degli 
urti si ottiene sviluppando l’espressione integranda nella (46,7) 
in potenze di q. Come risultato riotteniamo l'integrale di Landau 
con le grandezze Bag date dalla stessa formula (47,1) con la sola 
differenza che ora 


kmax ~ por /fi (47,3) 


(il valore k = g/f si ha per trasmissione della quantità di moto 
q~ Wrei) Ricordiamo di nuovo che il significato fisico del taglio 
su grandi valori % è identico nel caso classico e in quello di Born, 
cioè il taglio si effettua sugli angoli di diffusione y~ 1; il legame 
diverso tra k e y in questi casi conduce, tuttavia, ad espressioni 
distinte per kmax- 

L’integrale degli urti di Landau con le grandezze Bag prese 
dalla (47,1) si chiama integrale di Balescu-Lenard *). Riscriviamo la 


1) La deduzione formale di questo integrale verrà data alla fine del $ 51. 
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‘formula (47,1) nella forma seguente più comoda per le considera- 
zioni ulteriori: 
Bag = 2 (ee')? f j ô (@ — kv) ô (o — kv’) 


=œ A&k 


kakg d3k do 
riso, np: 44 
max 

‘dove ora l'integrazione è estesa ai vettori k tridimensionali (invece 
che bidimensionali). Le due funzioni è nell’espressione integranda 
garantiscono l uguaglianza kv = kv’, cioè la trasversalità di k rispet- 
to a v — v’. L'integrazione rispetto a dœ, invece, sostituisce l’argo- 
mento © nella funzione e (©, k) con il valore richiesto ®© = kv = 
= kw = kV. 

Sottolineiamo che il fattore | e (œ, k) |-® nell espressione inte- 
granda della (47,4) diventa infinito per gli stessi valori © = kV 
ek per cui e (@, k) = 0, cioè per i valori corrispondenti alla legge 
.di dispersione delle onde di plasma longitudinali. Questi valori k 
possono fornire un grande contributo all’integrale degli urti. Fisica- 
mente si può descrivere questo contributo come risultato dell’inte- 
razione tra le particelle realizzata mediante l'emissione e l’assor- 
bimento da parte loro delle onde di plasma. L'effetto, tuttavia, 
sarà notevole solo nel caso in cui il plasma abbia un numero di 
particelle sufficientemente grande, con velocità comparabili con 
la velocità di fase delle onde, vrase = ©/k, o maggiori (soltanto 
per queste particelle può essere soddisfatta la relazione richiesta 
o = kV). 

Consideriamo un plasma in cui elettroni e ioni hanno le loro 
temperature Te e T;. Per Te œ 7; nel plasma si possono propagare 
‘(senza smorzamento considerevole) solo le onde di plasma elettroni- 
che, la cui velocità di fase vrase > Ure; il numero di elettroni capaci di 
« scambiarsi » onde in questo caso è, quindi, esponenzialmente pic- 
colo. 

Se, invece, 7.> Ti, nel plasma si possono propagare anche 
le onde ionico-acustiche, la cui velocità di fase verifica le disu- 
.guaglianze 

Vri & 0/k< UTEe-» (47,59) 


Queste onde possono fornire un contributo notevole all’integrale 
degli urti tra elettroni (V. P. Silin, 1962). 

Separiamo dalle grandezze elettrone-elettrone BKE la parte 
legata a questo effetto e indichiamola con BD. Essa proviene dalla 
regione d’integrazione nella (47,4) giacente nell’intorno della radice 
dell'equazione e (w, k} = 0, corrispondente alla legge di disper- 
sione delle onde ionico-acustiche. Questa radice œ (k) è di per sé 
complessa, con una piccola parte immaginaria (coefficiente di 
smorzamento delle onde); quando œ assume valori reali nella regione 
d'integrazione la parte reale della funzione e = e’ + ie” passa 
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per lo zero mentre la parte immaginaria resta piccola. Partendo 
dalla formula (30,9), rappresentiamo il fattore | e |7? nell’espressio- 
ne integranda della (47,4) nella forma 


1 2 n È 
Terre = eg d le). 


Per l'integrale degli urti elettrone-elettrone le velocità v e v’ nella 
(47,4) si riferiscono agli elettroni, e in virtù della disuguaglianza 
d< kvre negli argomenti di ambedue le funzioni ô si possono omet- 
tere i termini œ. In tal modo la parte BẸ considerata diventa 


A E n _ kakg d3k d 
BP =2ret | {6 (kv)6(kv) 8 (e) Feed de (47,6) 


dove l'integrazione rispetto a d?% è estesa (per © dato) alla regio- 
ne (47,5). 
Trasformiamo l'integrale rispetto a dk nelle nuove variabili 
x= kn, k, = kv, k, = kv’, 
dove n è il versore della direzione [vv’]. Calcolando direttamente lo 
jacobiano della trasformazione troviamo che dk va sostituito con 
dx dk; dk, 
I ivv} | 
L'integrazione in dk,dk, elimina le funzioni ô (in virtù delle quali 
kı = k, = 0) e si ottiene quindi k = xn. La variabile x assume 


sia valori positivi che negativi; convenendo di integrare solo rispetto 
ai valori positivi scriviamo 


00 


(pi) __2rtelnang 8 fe' (0, %)) 
RT) | eere TM 


La costante dielettrica di un plasma a doppia temperatura nella 
regione delle onde ionico-acustiche (47,5) è data dalle formule 1) 
ee i 


PEA n o f Qi w? 
Ja V3 w Ea +a OP (= ZE, Jk 
Il contributo principale all’integrale in dx nella (47,7) proviene 


(come verrà confermato dai calcoli successivi) dalla regione ax > 1; 
perciò si può trascurare l’ultimo termine in e’ (©, x). Osservando 


(47,8) 


1) Si veda la formula (33,3). Nella (47,8) in e” è incluso anche il contributo 
ionico. Benché questo contributo sia esponenzialmente piccolo nella regione 
(47,5), esso definisce la regione d'integrazione nell’integrale (47,9) più avanti. 


i pil 
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2 
ô (1—4) =Z 160-9)+60+0) 
e integrando nella (47,7) rispetto a dœ, troviamo 
4ne!9; f dx 
| vw] | ue” (Qi, x) ? 
so sostituendo l’espressione per e” e introducendo la variabile 
= di, 


Si evren? a 
BP = nam Serri ( £ (47,9) 


1 
B% = Nang 


| [vv] 1 a? 1+exp (— 1/254 L1/2) ? 
dove 
E 40%, 2MT3 7 
Lj=ln ai =1n "TI (47,40) 


In virtù delle condizioni (47,5) l'integrazione nella (47,9) va estesa 
alla regione (Q;0;/Q.a.)? K E< 1. Poiché l'integrale è convergente 
per È piccoli si può porre uguale a zero il limite inferiore. 

Per L, — co l'integrale nella (47,9) tende a zero; supponendo 
L, sufficientemente grande, calcoliamo questo valore nell’appros- 
simazione logaritmica, limitandoci cioè al primo termine dello 
sviluppo in 1/Z,. Il contributo fondamentale all’integrale proviene 
dalla regione in cui si può trascurare il termine esponenziale al 
denominatore. A questo fine deve essere —1/2È + L,/2 >1, cioè 
si deve calcolare l'integrale nei limiti da 0 a 14L; — 1) x 1/L,, 
il che dà semplicemente 1/L, 1). In tal modo otteniamo infine 


2 V 21 etzvreTe 


oD 
Bab = nange — ivv] ITL; 


(47,11) 


Il valore completo delle grandezze BẸ nell’ integrale degli 
urti elettrone-elettrone si ottiene Sommo la (47,11) all’espres- 
sione coulombiana ordinaria (41,8), dove nell'argomento del loga- 
ritmo coulombiano L il raggio di Debye vale 


a = (a + a?) & 
Il contributo delle onde di plasma dai diventa prevalente per 
3T/T;LL > 1. (47,12) 


1) Nella regione fondamentale per l'integrale È ~ 4/L, cioè x ~ 1a- 
In questo caso 
xa, ~ adal} ~ (T/T;L}f2>A 


in accordo con l'ipotesi suindicata. 
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$ 48. Assorbimento nel plasma nel limite delle alte frequenze 


La regione di frequenze in cui è valida la formula (44,9) per la 
‘parte immaginaria della costante dielettrica del plasma è limitata 
dalle disuguaglianze Q, > œw © vei; la prima disuguaglianza rappre- 
senta la condizione generale di applicabilità dell’integrale degli 
urti con interazione coulombiana schermata. Consideriamo ora il 
caso limite inverso rispetto all'ultima condizione, in cui 


>. (48,4) 


È da notare immediatamente che in questo caso la parte reale e’ 
della costante dielettrica è vicina a priori a 4 e la parte immaginaria 
e” è piccola. 

La dissipazione dell'energia del campo variabile esterno è dovuta 
agli urti ei, la cui durata è dell'ordine del periodo del campo o infe- 
riore. Ciò vuol dire che per © > Q, saranno importanti gli urti che. 
si verificano a distanze ~Vre/ © & Vrele = ae. A queste distanze 
il campo coulombiano degli ioni non è più schermato e, di conseguen- 
za, gli urti acquistano il carattere di urto tra due particelle (e non 
tra più particelle, quali sono di fatto gli urti con interazione scher- 
mata). In queste condizioni gli atti microscopici di assorbimento 
dell'energia diventano processi inversi alla radiazione di ritardo 
negli urti a coppie di particelle cariche. Questa circostanza consente 
di esprimere e” mediante il principio dell’equilibrio dettagliato in 
Pn della sezione della radiazione di ritardo (V. L. Ginzburg, 

949). 

La dissipazione Q dell'energia del campo elettromagnetico nel- 
l’unità di volume del mezzo per unità di tempo si esprime in fun- 
zione di e” mediante la formula (30,4). Per legare questa grandezza 
alla sezione della radiazione di ritardo, supponiamo che il campo 
sia creato da un'onda piana monocromatica, in cui la densità del- 
l'energia vale 

g= EH? |E}? 
—<— Bn © 8 


(nell'ultima espressione si è supposto che E sia espresso in forma 
complessa; si veda la nota a pag. 157); essendo prossima a 1 la costante 
dielettrica, poniamo qui e = 1. In seguito si può scrivere la formu- 
la (30,4) come segue: 

Q = we'g. (48,2) 


D'altra parte, la dissipazione è uguale alla differenza tra l'energia 
Qass assorbita negli urti tra elettroni e ioni e l’energia irradiata 
in seguito a questi urti. Inoltre si tiene conto proprio dell'energia 
Qtor della radiazione forzata (e non spontanea) che implica la com- 
parsa di fotoni coerenti con il campo iniziale e in questo senso da 
esso indistinguibili. 
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Scriviamo la sezione dell'emissione spontanea di un fotone, 
cioè della radiazione di ritardo ordinaria, nella forma 


dosp =P bene — ho) i dp. (48,3) 


Qui k è il vettore d’onda del fotone, p e p' sono le quantità di moto 
dell'elettrone iniziale e finale. Il prodotto N ivdosp (dove N; è la 
densità ionica) è la probabilità di emissione di un fotone da parte 
di un elettrone nell'unità di tempo; la funzione w (p’, p) dipende 
anche dalla polarizzazione del fotone emesso. Integrando nelle 
direzioni p’ e k e sommando sulle polarizzazioni del fotone, otte- 
niamo la sezione differenziale (rispetto alle frequenze) della radia- 
zione di ritardo doa; la funzione ô nella (48,3) si elimina integrando 
rispetto a e’ = p’*/2m. In tal modo, 
4m2y' ~ 


cn 2 
do, = a La do, 


dove w (p, p’) è il valore medio della funzione w (p, p’) calcolato 
nelle direzioni p e p'; questo valore non dipende più dalla polariz- 
zazione del fotone e perciò la sommatoria rispetto ad esse si riduce 
alla moltiplicazione per 2. Introducendo la «radiazione efficace » 
Xa secondo la definizione 

ho do, = Xo do, 
esprimiamo di qui w nella forma 


= nve? 
w = Amv hos Hoe (48,4) 


La sezione della radiazione forzata differisce dalla (48,3) solo 
per il fattore Nķe, ossia per il numero di fotoni nello stato quanti- 
stico con il vettore d'onda k e la direzione della polarizzazione e 
lungo E (si veda IV, $ 44). Perciò l’energia totale della radiazione 
forzata è 


Qior=N: DI | Nuehcw (p', p) f (P) 8 (e—e' — ño) 


dk r 
n)? d*p dp’, 


dove f (p) è la funzione di distribuzione degli elettroni. Più avanti 
supporremo questa funzione maxwelliana dipendente solo dal mo- 
dulo p. Calcolando la media lungo le direzioni p e p’ e osservando 
che in virtù della monocromaticità del campo 


d3k E 
Di | Ne= n 
e 
riscriviamo Qor nella forma 


Qror=N€ | wf (p)8(e-e' — ho) pap. (48,5) 
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Si calcola analogamente l’energia assorbita per transizioni in- 
verse con la variazione della quantità di moto p’ + p (diffusione ane- 
lastica dell’elettrone nel campo elettromagnetico). In questo caso, 
in accordo con il principio dell’equilibrio dettagliato, le funzioni 
di probabilità w, che definiscono le sezioni dei processi diretto e 
inverso, sono uguali. Perciò per Qass si ottiene un’espressione che 
differisce dalla (48,5) solo per la sostituzione della funzione di distri- 
buzione f (p) con f (p’). La dissipazione è Q = Qass — Qtor} confron- 
tando questa espressione con la (48,2) otteniamo 


e= (WIF(p)-f(1S(e—e — ha) dp dip. (48,6) 


Limitiamoci alle frequenze per cui 


ho< T. (48,7) 
Allora la differenza p’ — p è piccola e si può porre 
, d h 
i (p)=f(p=—ho=-E f(p), 


e negli altri fattori p = p’. Ponendo ciò nella (48,6) ed esprimendo w 
in funzione di x, secondo la (48,4), troviamo infine la seguente 
espressione per la parte immaginaria della costante dielettrica: 
” = 203 
e (0) =N N Fa Vro) (48,8) 

dove le parentesi angolari indicano il valore medio secondo la distri- 
buzione maxwelliana degli elettroni. 

Applichiamo questa formula ai due casi limite: quasi-classico 
e di Born. Nel primo caso, cioè per 


zelhv>1, (48,9) 


limitiamo ancora la regione delle frequenze 0 > Qe a un intervallo 
più ristretto 


mvpelze? > a> Le (48,10) 


(a primo membro figura una grandezza inversa del tempo necessario 
all’elettrone per arrivare a una distanza dallo ione tale che l'angolo 
di diffusione diventi 4); si vede facilmente che dalle condizioni 
(48,9-10) deriva automaticamente la (48,7). Nel caso quasi-classico. 
la radiazione efficace alle frequenze (48,10) per l’urto di un elet- 
trone con uno ione fisso è data dalla formula 


162268 2mv3 
Ko = “3rtc8mè ln ore , i (48,11). 
dove y = e = 4,78..., C è la costante di Eulero (si veda II, 


(70,21)). Sostituendo questo valore nella (48,8) e calcolando la media 


i i. 
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‘otteniamo 1) 


n _ 4 y 2n ze Ne RÈ 23/2799 
E =F Eni e D Fini (48,12) 


Nel caso di Born, cioè per ze?/fiv< 1, la radiazione efficace alle 
frequenze fim « T è data dalla formula 2) 


162268 2mv? 
Xo = -gim ho (319) 
11 calcolo in base alla (48,8) conduce all'espressione 
n AVI  seiNo | DI 4T 
Ee =— 3 WERE œ T ho? (48,14) 


che: differisce dalla (44,9) solo per l'argomento del logaritmo. 


$ 49. Teoria quasi-lineare dello smorzamento di Landau 


x 


La teoria delle oscillazioni del plasma esposta ai $$ 29-32 è 
basata sulla soluzione dell'equazione cinetica nell’approssimazione 
lineare della teoria delle perturbazioni. La condizione di applicabi- 
lità è che le correzioni alla distribuzione ôf (29,2) siano piccole 
rispetto alla funzione imperturbata fọ: 

eE fo . 
ol op & fo: (49,1) 
Per le oscillazioni del plasma che si smorzano debolmente con 
frequenza = Q, e vettore d'onda k & Q/vr, è necessario, quindi; 
che sia 


Per un plasma maxwelliano si può scrivere questa condizione (dopo 
l'elevazione al quadrato di ambedue i suoi membri) come segue: 


Elán NTa (49,2) 


In questa forma la condizione ha un significato fisico semplice: la 
densità dell'energia del campo ondulatorio deve essere notevolmente 
inferiore alla densità dell'energia cinetica degli elettroni nel plasma. 


1) In questo caso si usa il valore dell’integrale 
00 
f e ln z dr= —Ce 
0 


2) Si veda IV, (92,16). Passando da questa formula alla (48,14) si è tenuto 
anche conto che per žo < T = muà, l'elettrone perde per irraggiamento sol- 
tanto una piccola parte della sua energia. 
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La condizione (49,2) garantisce che sia piccola la correzione 
6f per la massa fondamentale di elettroni. Ma anche se essa è sod- 
disfatta esiste un numero relativamente piccolo di particelle per le 
quali la condizione (49,4) può essere violata; tali sono le particelle 
che si muovono quasi in fase con l’onda (kv & ©) e quindi parteci- 
pano allo smorzamento di Landau (particelle di risonanza); persino 
un campo debole può cambiarne notevolmente la funzione di distri- 
buzione. Questa variazione sarà un effetto non lineare e perciò il 
suo carattere dipenderà sostanzialmente dalla composizione spettra- 
le (rispetto a œ e a k) del campo ondulatorio; il fatto è che solanto 
nell’approssimazione lineare le diverse componenti di Fourier del 
campo sono indipendenti nella loro azione sulle particelle. 

Considereremo qui le perturbazioni elettromagnetiche nel plasma 
come un insieme di onde di plasma, con vettori d'onda che assumono 
una serie continua di valori in un certo intervallo Ak. 

Se la perturbazione iniziale contiene un largo spettro di vettori 
d'onda k~ Q/vre, lo smorzamento di Landau si estende a un gran- 
de numero di elettroni che si trovano (nel senso dell’azione del 
campo) nelle stesse condizioni. Come risultato la distorsione della 
funzione di distribuzione sarà relativamente piccola per tutte le 
velocità; la teoria lineare (per l'ipotesi (49,2)) sarà, di conseguenza, 
applicabile a tutto l'andamento dell'evoluzione della perturba- 
zione. 

Contrariamente, se la perturbazione contiene vettori d'onda solo 
nell'intervallo ristretto Ak, intorno a un certo valore ko per il quale 
ko< Qelvre, allora l'intervallo di risonanza delle velocità degli 
elettroni 
se ade Ak|, v= 
è anch'esso piccolo posto intorno al valore v > vre. Quindi, allo 
smorzamento di Landau parteciperà un numero di elettroni rela- 
tivamente piccolo e la loro funzione di distribuzione può perciò 
fortemente distorcersi. 

Diamo la teoria quantitativa di questo fenomeno per il caso in 
cui la perturbazione sia un'onda quasi monocromatica, la cui am- 
piezza e fase sono modulate nello spazio secondo una legge stati- 
stica. Lo spettro dei valori k della perturbazione iniziale è ristretto 


Qe Ko 
ko ko 


[Av] ~A (49,3) 


| Ak |/ko& 1, (49,4) 
ma al tempo stesso 
|L Ak | 1 (el@ol 1/2 
p >T (=) , (49,5) 


dove @, è l'ordine di grandezza dell’ampiezza del potenziale del 
campo elettrico delle onde (il significato di questa condizione verrà 
precisato più avanti); notiamo che in virtù della (49,2) (dove £ ~ 
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~ ky) l'espressione a secondo membro della disuguaglianza (49,5) 
è piccola: e | o [/mv$<1. Supporremo inoltre il campo omogeneo 
in media su tutto il volume del plasma; ciò vuol dire che il quadra- 
to E°, il cui valore medio è calcolato in base alla distribuzione sta- 
tistica delle fasi e intensità delle onde, non dipende dalle coordinate 
(questo valore medio è equivalente a quello calcolato su porzioni di 
spazio di dimensioni Ar > 1/] Ak |). 
Rappresentiamo il campo E all'istante iniziale sotto forma del- 
l'integrale di Fourier 
3 
E= f Eņeikt -2 ; (49,6) 
dove in virtù della condizione di realtà E-x = Et. L'ipotesi (49,4) 
sul carattere della perturbazione iniziale significa che l'integrazione 
nella (49,6) è estesa di fatto soltanto agli intorni dei punti k = +ko 
Quanto alla condizione di omogeneità spaziale della perturbazione, 
è facile formularla scrivendo il tensore quadratico E„ Eg sotto forma 
dell’integrale doppio 


; ne dk d3k' 
EgEg= f j EgaE ppe ktk yr N . 


Dopo il calcolo della media in base alla distribuzione statistica, 
questa espressione deve essere indipendente da r 1). A tal fine il 
valore medio (ZygZx'p) deve contenere la funzione delta ô (k + k’). 
Tenendo anche conto della longitudinalità delle onde di plasma, 
scriviamo 


(Exa Ew p) = (27)? SEL (E) ô (k +k’). (49,7) 
Questa relazione si deve considerare come definizione delle gran- 
dezze indicate qui simbolicamente con (E°)y. È da notare che queste 
grandezze sono reali. L'espressione (49,7) è diversa da zero soltanto 
per k = —k' e simmetrica rispetto alle permutazioni di k e kK’. 
Perciò (E°) = (E?).x e il cambio di segno di k è equivalente alla 
coniugazione complessa. Il quadrato medio (E?) si esprime in fun- 
zione di queste grandezze mediante la formula 


E) = | (Er (49,8) 


L'integrazione nella (49,6) e perciò anche nella (49,8) è estesa, 
come è stato già detto, agli intorni dei punti k, e —ko. È più como- 
do, tuttavia, escludere dalla considerazione il vettore —k, rap- 

‘’ 1) Per le perturbazioni del tipo considerato gli integrali E, = 
= \ E (r) ei" d3z sono di fatto divergenti, in quanto E (r) non si annulla al- 


l'infinito. Questa circostanza, tuttavia, è inessenziale per le conclusioni formali 
che hanno a che fare a priori con i quadrati medi finiti. 
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presentando la (49,6) nella forma 


E= | Eyeikr a = +c.c., . (49,9) 


k=ko 


dove si integra già rispetto al solo intorno del punto k = k, e c.c. 
indica un'espressione complessa coniugata. Corrispondentemente?la 
(49,8) si scrive come 
c d3k 
(E)=2 | (E (49,10) 
0 i 


kæk 

e la relazione (49,7) nella forma 
(Exa Etg) = (211)? (Ea SEP ô (k —k'), 

(ExaEwg)=0. 
L'evoluzione ulteriore della perturbazione (49,9) nel tempo 
sarà rappresentata dall'espressione 1 
E= j ei (kr-01) Ey (t) 
kæko 


dove w (k) <Q. è la frequenza delle onde di plasma e i coefficienti 
E; (t) variano lentamente a causa dello smorzamento di Landau. 
Rappresentiamo analogamente anche la funzione di distribuzione 
degli elettroni 


(49,11) 


aa +c.c., (49,12) 


f=folt Di Î felt, peara Ek ee}, (49,13) 


k=ko 


L'espressione tra parentesi graffe rappresenta la parte « caotica » 
della funzione di distribuzione, che oscilla rapidamente nello spazio 
e nel tempo; essa scompare con la media statistica delle onde. Quanto 
al termine fo (t, p), esso rappresenta la distribuzione media varia- 
bile lentamente 1). 

Il nostro scopo è di ottenere un sistema di equazioni che defini- 
scano l’evoluzione delle caratteristiche medie dello stato del plasma, 
ossia delle funzioni (E°), e fo (t, p). Affinché il detto sistema sia 
chiuso, queste caratteristiche devono includere tutti gli elettroni 
che partecipano agli effetti non lineari in esame. A tal fine l’inter- 
vallo delle velocità (49,3) corrispondente alla dispersione dei vettori 
d'onda Ak deve, a sua volta, in ogni caso coprire largamente l’ampiez- 
za delle oscillazioni della velocità degli elettroni sotto l’influsso 
del campo di onde in risonanza con essi. È questa la condizione 
espressa dalla disuguaglianza (49,5); (e | po |/m)? è l'ordine di 


1) Non confondere con la distribuzione d’equilibrio maxwelliana! 
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grandezza dell’ampiezza suindicata. Infatti, nel sistema di coordi- 
nate che si muove con la velocità di fase dell'onda, il campo di 
quest'ultima è statico ed è una successione di gobbe di potenziale 
di altezza | pọ |. In questo sistema l’elettrone di risonanza compie 
oscillazioni tra due gobbe e, inoltre, la sua velocità varia nell’inter- 
vallo tra + (2e | Po |/m)!?. 

Una delle equazioni che legano (E°), con fọ esprime lo smorza- 
mento di Landau di ciascuna delle componenti di Fourier del campo 


£ (E): = — 2yr (E (49,14) 


dove 


y= ne, È i E 6(0—kv) dp (49,15) 
è, in accordo con le (32,6) e (30,1), il coefficiente di ampiezza dello 
smorzamento delle onde; il fattore 2 a secondo membro dell’ equa- 
zione (49,14) è legato al carattere quadratico della grandezza (E?),. 

Partendo dall’equazione cinetica del plasma senza urti ottenia- 
mo la seconda equazione 


ôf ôf ôf 


Applichiamola dapprima nell’approssimazione lineare a una sin- 
gola componente di Fourier della perturbazione. Nell'ultimo ter- 
mine dell'equazione, già contenente la piccola grandezza Eyeir-05), 
poniamo f = fo. Nel primo termine, invece, trascuriamo la dipenden- 
za lenta di fk da t. Otteniamo così per fx l’espressione ordinaria 


iE, ôf 
f= " 


= op (49,17) 
dove, come sempre, nelle integrazioni ulteriori con œ si deve inten- 
dere œ + i0. 

In seguito, sostituiamo nella (49,16) le espressioni complete di 
E e f nelle forme (49,12) e (49,13) con fk dato dalla (49,17) e cal- 
coliamo il valore medio in base alla distribuzione statistica delle 
onde mediante la (49,11). Scompaiono tutti i termini lineari rispetto 
alla perturbazione, mentre i termini quadratici definiscono la deri- 
vata df,/0t nella forma 


Cin — 02 ô fo f kakg DA [ i i si dk 
ât € Pa Ps k? (E>) o-kv+i0 = @—kv—10 | (27)? * 
k 


0 


Sostituendo, secondo la (29,8), la differenza tra parentesi quadre 
con 2n$ (0 — kv) otteniamo infine 


fo _._d n) ôf 
T= (28 ape)» (49,18) 
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dove 


kak d?k 
DE (p)=2ne | (E) FHE 8 loi). (49,19) 
kæko 


Le equazioni (49,14) e (49,18) costituiscono il sistema completo cer- 
cato. La teoria delle onde di plasma basata su queste equazioni si 
chiama quasi-lineare 1). 

L'equazione (49,18) ha la forma di un'equazione di diffusione 
nello spazio delle velocità, dove DO} svolge il ruolo del tensore dei 
coefficienti di diffusione (l'indice (n) ricorda che questa « diffusio- 
ne » è legata agli effetti di non 
linearità). Questi coefficienti, come fg(P) 
funzioni della velocità degli elettroni, 
sono diversi da zero nell'intervallo Av 
in prossimità di v,, legato alla di- 
spersione Ak in accordo con la (49,3). 
Sarà questa la regione di velocità in 
cui avrà luogo la diffusione e, rispet- 
tivamente, comparirà la distorsione 
della funzione di distribuzione (che 
resta maxwelliana per tutta la massa 
restante di elettroni). Il carattere di 
questa distorsione è evidente dalle mo i 
proprietà generali di tutti i processi di g P 
diffusione: la diffusione conduce a uno Fig. 13 
smussamento, cioè alla comparsa nel 
caso in esame di un ripiano di larghezza — Av nella « coda » della fun- 
zione fo (p) per v = do > Vre, come è rappresentato schematicamente 
nella fig. 13. È da notare che per questo carattere della distorsione 
cambia soprattutto la derivata ôf,/ôp, mentre il valore fọ resta 
vicino a quello maxwelliano. 

Stimiamo il tempo di rilassamento di questo processo tn. Poiché 
si tratta di livellamento sull’intervallo Ap = mAv, allora 


Ta ~ mè? (Av)}?/DW, (49,20) 


Per stimare il coefficiente di diffusione, osserviamo che secondo la 
(49,10) (E?) (Ak/27) ~ (E?) La presenza della funzione ô nell’e- 
spressione integranda della (49,19) equivale, come ordine di gran- 
dezza, alla moltiplicazione dell’integrale per 1/v,^k. Quindi, 


(n) _ 2 (E?) e? (E?) 
D ele (49,21) 


1) La teoria è stata sviluppata da A. A. Vedenov, E. P. Velichove R. Z. Sag- 
deev (1961). Le equazioni (49,14) e (49,18) sono state dedotte indipendentemente 
anche da Ju. A. Romanov e G. F. Filippov (1961), e da W. E. Drummond e 
D. Pines (1961). 
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Infine, esprimendo (E?) in funzione dell’ampiezza o delle oscil- 
lazioni del potenziale (~k? | Po |?) e sostituendo la (49,21) nella 
(49,20), troviamo 1) 

(Av)? 
ko (e 1pol/m)? * (49,22) 

Nel ragionamento esposto si suppone, ovviamente, che il tempo 
Tn sia piccolo rispetto al tempo dello smorzamento di Landau: 
tn & 1/y; in caso contrario le onde si smorzeranno prima che si 
verifichino effetti non lineari. Al tempo stesso, l’applicabilità 
dell’equazione (49,14) presuppone un tempo 41/y piccolo rispetto 
al tempo del cammino libero degli elettroni: 1/y< 1/v., dove ve 
è la frequenza media degli urti. L'ultima condizione, tuttavia, non 
garantisce ancora che sia legittimo trascurare gli urti nel fenomeno 
considerato (cioè che sia legittimo usare qui l’equazione cinetica 
nella forma (49,16)). Per la concorrenza con gli effetti non lineari 
è importante non il tempo generale di rilassamento degli urti, bensì 
il tempo di rilassamento degli urti nell’intervallo delle velocità 
Av; indichiamolo con Turt- 

Poiché si tratta del rilassamento nell’intervallo Av posto in 
prossimità dei valori vo > Vre e in cui si trova soltanto una parte 
relativamente piccola di tutti gli elettroni, allora la situazione è 
analoga a quella che abbiamo visto nel problema degli elettroni in 
fuga. Il processo è una diffusione nello spazio dei vettori quantità di 
moto con il coefficiente di diffusione 

NeT miVee (Vre) V$ À 
Reiter serene: (40029) 
(il coefficiente davanti a ðf/ôp nella densità del flusso nello spazio 
dei vettori quantità di moto (45,5)). 

Il tempo cercato del rilassamento d’urto nell’intervallo Av dif- 
ferisce dalla (49,20) per la sostituzione di D™ con Drt); 


Tn ~ 


DUO — m2vee (v) vhe = 


m? (Av)? (Av)? v 3 
Tan pier ~ peer (on): | (2A 
Per 
Tr > Turt (49 125) 


(cioè per DM & Durt) gli effetti non lineari sono inessenziali: gli 
urti fanno in tempo a mantenere la distribuzione maxwelliana 
nell'intorno di v, malgrado la perturbazione proveniente da parte 
del campo d’onda. Corrispondentemente il coefficiente di smorza- 


1) Per Av ~ (el po {/m)}/3, quando la teoria esposta è già, a rigore, inap- 
plicabile dl segno ~ al posto del segno > nella (49,5)), questa stima dà ta ~ 
~ kg} (m/e | po [)!/3. Ci si doveva aspettare questo risultato, quando la disper- 
sione delle velocità di risonanza Av coincide con l’ampiezza della velocità degli 
elettroni per le loro oscillazioni nel campo dell’onda: come ordine di grandezza 
Tn coincide con il periodo di queste oscillazioni. 
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mento di Landau verrà dato dall'espressione ordinaria, corrispon- 
dente al valore maxwelliano della derivata ôf,/ôp nell'intorno di vo. 
In tal modo, la disuguaglianza (49,25) è la condizione di applica- 
bilità della teoria dello smorzamento di Landau rigorosamente li- 
neare. Ricordiamo al tempo stesso che la teoria quasi-lineare in 
esame è valida per la condizione (49,2) di gran lunga più debole. 
La condizione (49,25) si può rappresentare nella forma 
E? — vre \3 Av 
KNIV Lat (SE) |], 
dove n = e?N!8/T è il parametro di gassosità. Il fattore piccolo 
tra parentesi quadre dimostra la debolezza della condizione (49,2) 
rispetto alla (49,20). 

Nel caso limite inverso, per tn<« Turt gli effetti non lineari 
implicano una forte diminuzione della derivata dfo/0p nella regione 
suindicata, cioè grosso modo nel rapporto D(urt)/DM. Rispettiva- 
mente diminuisce il coefficiente di smorzamento di Landau. 


$ 50. Equazione cinetica per un plasma relativistico 


Se le velocità delle particelle (degli elettroni) nel plasma non 
sono piccole rispetto alla velocità della luce, l'equazione cinetica 
deve essere scritta tenendo conto degli effetti relativistici (S. T. Be- 
ljaev, G. I. Budker, 1956). 

Mostriamo preliminarmente che la funzione di distribuzione 
f (t, r, p) nello spazio delle fasi è una grandezza relativisticamente 
invariante. A tal fine osserviamo che la densità spaziale delle par- 
ticelle e la densità del loro flusso, cioè gli integrali 


N=|fðp, i=\|vi&p, 


devono formare il quadrivettore i = (cN, i) (si veda II, $ 28) 1). 
Tenendo conto che nella meccanica relativistica la velocità di una 
particella di quantità di moto p ed energia e è v = pe?/e, si può 
scrivere questo quadrivettore nella forma 
3 

pae f pie, (50,4) 
dove pè = (e/c, p). Ma l’espressione d*p/e è un quadriscalare (si 
veda II, $ 10). È chiaro perciò che dalla quadrivettorialità dell’in- 
tegrale (50,1) segue che la funzione f è un quadriscalare 2). 

1) In questo paragrafo con le lettere k, l si denotano gli indici vettoriali 
quadridimensionali. Il prodotto scalare di due quadrivettori a e b si indica con 
(ab) = apbk. 3 ss 

2) Quanto alla funzione di distribuzione delle sole quantità di moto, ossia 


all’integrale f (t, p) = \ f(t, r, p) dz, essa non è un quadriscalare (proprio 
questa funzione è considerata in II, $ 10).. i 
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Passando alla deduzione delľ equazione cinetica del plasma, 
osserviamo che i calcoli effettuati al § 41 restano validi anche nel 
caso relativistico fino all'espressione (41,3-4), per la densità del 
flusso nello spazio dei vettori quantità di moto. È necessario sol- 
tanto calcolare di nuovo le grandezze 


1 
Bap=7 |dadwra do. (50,2) 


La grandezza Ve) è, come prima, la velocità relativa di due 
particelle. Ricordiamo, tuttavia, che nella meccanica relativistica 
essa è definita come la velocità di una particella nel sistema a riposo 
dell'altra e, in generale, non si riduce alla differenza v — v’ (si 
veda II, $ 12). 

Precisiamo soprattutto il carattere di trasformazione di queste 
grandezze. Il prodotto 


vre do-jf"d*p d'p'dr di 


è il numero di atti di diffusione che si verificano nel volume dër 
durante il tempo di tra due particelle con quantità di moto negli 


intervalli assegnati dp e dp’; per definizione, questo numero è 
invariante. Riscrivendolo nella forma 


3° 
ee'vra do- fef EL. LP dsg di 


e osservando che gli ultimi cinque fattori (separati da punti) sono 
invarianti, concludiamo che il primo fattore ee'v,e do è anch'esso 
invariante. Ne segue, a sua volta, che gli integrali 


VALE $ ee’ f da'ure, do (50,3) 


formano un quadritensore simmetrico. Le grandezze (50,2), invece, 
sono legate alle componenti spaziali di questo quadritensore come 
segue: 

wo 


Bag= -p 


(50,4) 


Calcoliamo dapprima il quadritensore (50,3) nel sistema di 
riferimento in cui una delle particelle (la particella e, ad esempio) 
è a riposo. La sezione relativistica di diffusione di Rutherford delle 
particelle e’ sulle particelle e a riposo (prima dell'urto), per piccoli 
angoli di diffusione y, ha la forma 1) 


do = TERE 2ry dy. (50,5) 


1) Questa espressione si riferisce alla diffusione degli elettroni sia su elettro- 
ni che su ioni. Nel primo caso essa si ottiene dalla (81,7) del volume IV, nel 
secondo dalla sezione di diffusione (80,7), IV, su un centro coulombiano fisso. 
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Lo stesso calcolo, fatto per la deduzione della (41,8), conduce alla 
seguente espressione per le componenti spaziali del tensore (50,3): 


W = 2n (ee)? L (0'28ap— vvh) me E. (50,6) 


Le altre componenti si devono supporre nulle: 
Wa = We =Q. (50,7) 


Infatti, la variazione dell'energia delle particelle per urti (9°) nel 
sistema di riferimento in esame è una grandezza del secondo ordine 
rispetto al piccolo angolo di diffusione; perciò W® e W° sarebbero 
infinitesimi del terzo o del quarto ordine, mentre tutta la deduzione 
dell’integrale degli urti si effettua a meno di infinitesimi del secondo 
ordine. 

Dalle (50,6-7) abbiamo 


Wi = W$ = —ån (ee)? Lme?e' iv. 


Questo quadriscalare si può scrivere in forma invariante, osservando 
che nel sistema a riposo della particella e abbiamo 
no g [uu —1] v 
(uu )= m?’ (uuw) — 4 
dove u? = p*/me, u'* = p'*/m'c sono le quadrivelocità di ambedue 
le particelle. Perciò 


"a 
W= — 4n (ee)? Lmm'c* r ` (50,8} 

Dalle (50,6-7) troviamo che 
Wèl up = Wh ut = 0, (50,9) 


e, essendo relativisticamente invariante la forma di queste uguaglian- 
ze, esse sono valide in qualsiasi sistema di riferimento. 

L'espressione del quadritensore W?, valida in un sistema di 
riferimento arbitrario, deve essere, evidentemente, simmetrica ri- 
spetto alle due particelle. La forma generale di questo quadritensore, 
dipendente unicamente dai quadrivettori u? e u'* è 


WH = agli + B (utu! + utu!) + ô (uu! + utu), 
dove a, B, 6 sono scalari. Definendo questi ultimi con le condizioni 
(50,8-9) otteniamo 


mm'c4 (uu')? 
WBa (ee) L arpa (— (ua)? — 1] g81— 
— (uu + u'*u’) + (uu) (uu +u'*u')}. (50,10) 

Infine, considerando la parte spaziale di questo quadritensore 

in un sistema di riferimento arbitrario, otteniamo le seguenti espres- 
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sioni definitive per le grandezze Bag che figurano nell’integrale 
degli urti: i 


F ' (1—v ' 2)? x 
Bap = 2a (ee’)? L TR x 


x {[y? (1-3) 1] ôa — E Vale — 


12 ay 2 , ; i 
-1 Vavg + DE (1 Hr) (Vave + vave) } a (50,414) 
dove 


ct ea 


c? c? 


sono i coefficienti di Lorentz di entrambi le particelle. È da notare 
che malgrado la forma più complicata (rispetto al caso non rela- 
tivistico) il tensore tridimensionale (50,11) verifica, come prima, 
le relazioni 


Bagts = Bath (50,12) 


Per la stima del logaritmo coulombiano osserviamo che nel 
caso relativistico ha luogo la situazione di Born, ze?/ħv ~ zelic& i. 
Perciò per gli urti ee ed ei abbiamo 


L æ ln (pa/h) = ln (T.a/he). (50,13) 


Per gli urti ii si deve sostituire Te con T; (se gli ioni sono anch'essi 
relativistici) o ricorrere alle espressioni non relativistiche ordinarie. 

L'equazione cinetica con l’integrale degli urti coulombiano 
ha senso finché la diffusione di Rutherford resta la causa principale 
della variazione della quantità di moto e dell’energia dell'elettrone. 
Un processo concorrente si rivela qui la radiazione di ritardo (e anche 
l’effetto Compton se nel plasma esiste un numero grande di fotoni). 
La sezione (di trasporto) della diffusione di Rutherford ha come 
ordine di grandezza 


orun ~ 2° ( a F sca L~, A VP) (50,14) 


mc? e me? 


La sezione dell'emissione di ritardo dei fotoni con energia Ro Te è 


2 2 2 Te i 
om ~ F77 ( g ) In (50,15) 


me mei 
(si veda IV, (93,17)). Queste sezioni sono comparabili per 


Te = ( 137L a 
me In (1372) 
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PROBLEMI 
1. Trovare la velocità di trasmissione dell'energia da elettroni con tempe- 
ratura 7, > mc? a ioni con temperatura T; < Mel. 
Soluzione. Fino alla (42,3) restano validi tutti i calcoli eseguiti al $ 42. Le 
grandezze B, invece, le ricaviamo dalle (50,4), (50,6) ponendo v % e: 
BE = ånetz Lle. 
Come risultato otteniamo 
dE; ER iel Fi) ánz?et Ni NeeL 
dt © dt Te Me $ 
Esprimendo l'energia degli elettroni ultrarelativistici in funzione della loro 
temperatura, secondo Ee = 37,N (si veda il problema del $ 44, V), otteniamo 
dTe ánz3e NL 
dt 3McTe ° 
2. Trovare la conduttività elettrica di un plasma relativistico di Lorentz. 
Soluzione. Dopo aver trascurato gli urti ee e passando al limite per M + œ, 
l'andamento della soluzione nel caso relativistico coincide con la soluzione del 


problema non relativistico del $ 44. Per la correzione alla funzione di distribu- 
zione in un campo elettrico costante (œ = 0) riotteniamo 


eEv 
Lia TeVei (P) fo 


(si veda la (44,5)) con la sola differenza che la frequenza degli urti è definita 
ora dalla sezione di diffusione di Rutherford 


=—(7.—T:) 


%2 4n1z2e*L 
Vei (P) =N V0 01% | DE do = 


g 


Calcolando la corrente come l'integrale —e f vôf d'p, otteniamo la conduttività 
elettrica 
P?) 
TanzeTeL * 
Nel caso ultrarelativistico v ® c, (p?) = 12 (7/0)? in modo che 
o = eT/nzL. 


a. 


$ 51. Fluttuazioni in un plasma 


x 


La teoria delle fluttuazioni in un plasma è costruita, in via di 
principio, come in un gas ordinario ($$ 19, 20). I correlatori tempo- 
rali ; 


(6fa (ti; rı Pi) fo (ta, DET) Pa)), (59 (ti r4) Ôfa (ta; ras Pa)) 


(p è il potenziale del campo elettrico; gli indici a, b distinguono il 
tipo di particelle), per esempio, verificano, per t = t, — t, > 0, 
lo stesso sistema di equazioni, ossia l'equazione cinetica el equa- 
zione di Poisson linearizzate, che la funzione di distribuzione fa 
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e il potenziale 4. Per risolvere questo sistema bisogna conoscere i 
correlatori simultanei corrispondenti. che fungono da condizione 
iniziale. Ma a differenza del gas di particelle neutre in equilibrio, 
nel plasma esiste la correlazione simultanea tra le posizioni di 
particelle distinte, che è legata alla loro interazione coulombiana 
e che si estende a grande (~a) distanza. Nel caso d’equilibrio questa 
correlazione viene descritta dai correlatori di densità calcolati in V, 
$ 79. Nei casi di non equilibrio, invece, la definizione dei correla- 
tori simultanei è un problema difficile. 

Tuttavia, questa difficoltà si può superare in forma generale nel 
caso di un plasma senza urti. Osserviamo che per un plasma senza 
urti il problema delle fluttuazioni nello stato stazionario di non 
equilibrio si formula in modo particolarmente naturale, poiché 
in questo plasma, qualora non esista un campo esterno, qualsiasi 
funzione di distribuzione f, (p) dipendente unicamente dalla quan- 
tità di moto delle particelle è una soluzione stazionaria dell’equa- 
zione cinetica. Il correlatore delle fluttuazioni rispetto a tale distri- 
buzione, così come nel caso d’equilibrio, dipenderà dalle coordinate 
di due punti e da due istanti di tempo soltanto come funzione delle 
differenze r = r} — r et = t; — ty. L'assenza di urti nel plasma 
inoltre significa che vanno considerati istanti ¢ piccoli rispetto a 
1/v, dove v è la frequenza efficace degli urti. Il metodo che sarà e- 
sposto più avanti è applicabile proprio in queste condizioni; sin 
dall'inizio in esso si suppone l'assenza di urti. Esso è basato sul 
calcolo diretto del valore medio dei prodotti delle funzioni esatte 
di distribuzione fa (t, r, p) fluttuanti 1). 

Queste funzioni verificano le equazioni 


dfa _ ôf ôf 09 dfa _ 
moo Tua ai le iaia dio ieri (51,1) 


dove ọ è il potenziale esatto del campo elettrico, che soddisfa l’equa- 
zione 


Ag= — 4r Di ea | fad’p. (51,2) 


Le equazioni (51,1) esprimono l'analogo del teorema di Liouville. 
Sottolineiamo che in queste equazioni esatte non si trascurano 
ancora gli urti. Le funzioni esatte di distribuzione 


fa (t; r, p) = J; ô [r — ra (£)1 ô [p — Pa (¢)) (51,3) 


(la sommatoria è estesa a tutte le particelle del tipo a) contengono 
il moto descritto dalle particelle lungo le traiettorie r = rą (4), 
che sono soluzioni esatte delle equazioni di moto del sistema di 


1) Questo metodo appartiene a N. Rostoker (1961) e a Ju. L. Klimontoviè, ` 
V. P. Silin (1962). 
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particelle interagenti. Le equazioni (51,1) si verificano facilmente, 
con la derivazione diretta delle espressioni (51,3), tenuto conto 
delle equazioni di moto delle particelle in un campo autocompa- 
tibile. 

Le equazioni (51,1-2) sono di per sé abbastanza inutili; ricorrere 
alle funzioni di distribuzione nella forma (51,3) è lo stesso che se- 
guire separatamente ogni particella. Se, invece, si calcola il loro 
valore medio su volumi fisicamente infinitesimi !), si ottengono le 
equazioni cinetiche ordinarie. Ponendo fa = fa + dfa P = p + ôọ 
e calcolando la media delle equazioni (senza trascurare nulla!) 
otteniamo 


9a ôfa ôg fa, / að öfa 
at tar ar dp N e dp_ Jı (51,4) 


Aq= —4n Yea f i. dip. (51,5) 


a 


Il secondo membro nella (51,4) è l'integrale degli urti 2). 

Sottraendo le (51,4-5) dalle equazioni esatte (51,1-2) otteniamo 
le equazioni per le parti fluttuanti delle funzioni di distribuzione 
e del potenziale. Inoltre i termini quadratici in ég e ôfa nell’equa- 
zione cinetica descrivono l’influenza degli urti sulle fluttuazioni. 
Trascurando questi termini e considerando il caso spazialmente 
omogeneo, ponendo cioè 


fa = fa (p), F = 0, (51,6) 
otteniamo le equazioni 
bôfa 3ôfa döp öfa __ a 
a tioa aa a Y (0127) 
Asp= —4n Di ea f ôfad?p. (51,8) 


Queste equazioni consentono di esprimere le funzioni ôf, (t, r, p), 
a un istante t arbitrario, mediante i loro valori all'istante iniziale 
t = 0; ciò permette di esprimere anche il correlatore 


(6fa (tıs ris Pi) Ôfo (#2, ro: Pa)) (51,9) 


‘mediante il suo valore per t, = tą = 0. Questo valore iniziale del 
correlatore (indichiamolo con gas (ri — rs; Pi; P2)) è in misura 
notevole (si veda più avanti) una funzione arbitraria. Sottolineiamo 


1) Ossia, il che è lo stesso, rispetto alle condizioni iniziali del problema 
meccanico esatto, corrispondenti allo stato macroscopico considerato. 

?) Torneremo su questa espressione alla fine di questo paragrafo; per il 
momento osserviamo che essa corrisponde al secondo membro dell'equazione 
(16,7), nel caso in cui l'interazione tra le particelle sia coulombiana. 
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immediatamente che esso non rappresenta affatto quel correlatore 
simultaneo che ci proponiamo di trovare (assieme con il correlatore 
completo non simultaneo). Il punto centrale che garantisce l’effi- 
cienza del metodo proposto è che per una funzione g arbitraria il 
correlatore (51,9) calcolato in questo modo si riduce con il tempo 
(t,, t, sono dell'ordine di tempo dello smorzamento di Landau) 
a una funzione della sola differenza t = t, — t, indipendente dalla 
scelta di g. Così il problema sarà risolto: questa funzione limite rap- 
presenterà il correlatore non simultaneo cercato, e il suo valore per 
tı — t, = 0 sarà il correlatore simultaneo. 

Passando alla realizzazione di tale programma, introduciamo le 
componenti dello sviluppo di Fourier nelle coordinate e dello svi- 
luppo unilaterale di Fourier nel tempo 


00 


Sft (p) = j dx f dt-e-ì&r-at) ôf, (t, r, p), (51,10) 


e analogamente per pé}. Moltiplicando le equazioni (51,7-8) per 
e-i(kr-@1), integrando rispetto a dt da 0 a co e rispetto a d'z, otte- 
niamo 


i (£v— ©) dft— iegk fe Sos = 6fax (0; p), 
— kôp = 4n Y) ea j öf dp. (51,11) 
a 


» Abbiamo già avuto a che fare con equazioni simili (cfr. le (34,10-11)); 
da esse ricaviamo 


# án ôfak (0, p) 
Sei= Tarta Die {TRS P (6112) 


dove e, è la costante dielettrica del plasma con distribuzione 


f (p) 1). Il prodotto di queste due espressioni e il calcolo della media 
Statistica danno 


1653 

(+) (SLA 

Pok) == Ke; (0, k) E; (0°, k’) DI eab x 
a, d 


t+) 


(ôporô 


f (Sfax (0, P) ôfor (0, p')) 


i (kv— o) i (k'v'— o’) 


d?p dè?p'. (51,13) 


Il valore medio a numeratore dell'espressione integranda è legato 
alla componente di Fourier gax (Pı, ps) del correlatore « iniziale » 


1) Soltanto per semplificare la scrittura delle formule ulteriori, supporremo 


che la funzione f (p) sia isotropa in modo che il corrispondente tensore della, 
Costante dielettrica egg si riduce agli scalari e; e er. 
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Bab (ri — rz, Pı, P2) dalla formula 
(Bfax (0, p) ôfoxe (0, p')) = (22)? 8 (k + k’) gask (Pis Pa) 


(si veda la (19,13)). Come ogni funzione di correlazione simultanea, 

.il correlatore iniziale deve contenere un termine con funzione ô, 
che esprime i casi in cui una sola particella si trova in elementi coin- 
cidenti dello spazio delle fasi 


Basf (p) è (r, — r2) ô (P1 — Pa) 


(cfr. la (49,6)). L'immagine della trasformazione di Fourier di 


questo termine è ôa» f (p) ô (Pı — ps). Quindi nella (51,13) si deve 
porre 


(Sfax (0, p) Sfax” (0, p')) = 
= (20)? ô (k + k’) [Baofa (p) (p — p') + pa (P, PI, (54,14) 


dove ux (p, p’) è una funzione regolare qualsiasi (senza singolarità 
per p e p' reali), ossia la trasformata di Fourier di una funzione 
u (r, — ra, Pı» Po) che tende a zero per |r; — r |+ co. 
Sostituito nella (54,13) il termine con questa funzione arbitraria 
nella (51,14) dà 
i 8 , ’ 3 3n’ 
4 (27) 8 (k+k') 5 f Hy (P, p’) °p dîp (54,15) 
a, b è 


k*e; (0, k) e; (W, k') i{kv— o) i (kv'— o’) * 


Mostriamo che questa espressione corrisponde nella rappresentazione 
temporale a una funzione che si smorza rapidamente al crescere di 
tor. 

Il passaggio dalla trasformata di Laplace (ôg ôg.) (si veda 
la nota a pag. 170) alla funzione del tempo t, e t, = t, + t si realizza 
mediante la formula d’inversione 


(ep (£a) Suo (1,))= | eniotiziore (Spini) (51,16) 


dove l'integrazione è estesa ai cammini nei piani delle variabili 
complesse œ e œ’, che passano sopra tutti i punti singolari dell’e- 
spressione integranda. Vediamo quale è l’asintotica dell'espressione. 
(51,146) per t,, tą —> co. Per determinarla si devono spostare in basso 
i contorni d’integrazione finché non « si attaccano » ai punti singo- 
lari; così, la singolarità nel punto œ = oe condurrà alla dipendenza 
asintotica dell’integrale in do dal tempo nella forma exp (—i@.t). 
È facile vedere che l’espressione (51,15) ha singolarità soltanto nei 
semipiani inferiori di w o œ’ (e non sugli assi reali di queste variabili). 
e perciò l’asintotica dell’integrale (51,16), con la (54,15) in 
qualità di (ôk ôpS k), contiene solo i termini che si smorzano.. 
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Consideriamo, ad esempio, l'integrale in œ. Il fattore 1/e, (0, k) 
nella (51,15) ha poli negli zeri della funzione g; (œ, X), disposti sol- 
tanto nel semipiano inferiore di œ !). Della stessa proprietà gode anche 

l'integrale in d'p nella (54,15). 
e) Infatti, questo integrale ha la forma 
f * (z) dz 


z—o/k— ið ? 


dove z == p, è la proiezione del 
vettore p sulla direzione k e, inoltre, 
il fattore p (z) (secondo le proprietà 
supposte della funzione px (P, P')) 
potrebbe avere punti singolari solo 
‘per valori complessi di z. Un 
integrale di questo tipo è stato già studiato alla fine del $ 29 e, come 
è stato mostrato, può avere poli soltanto nel semipiano inferiore di @. 
In tal modo, la parte che non si smorza del correlatore proviene 
unicamente dal contributo del primo termine dell'espressione (51,14) 
all’integrale (51,13): 


(Ôporspo k) = 


____4(@298(k+k) fa (p) d°p 
= — Wie; (0, k) e (0, k) Zef (@— kv + i0) (0° +ky + i0) ` (51,17) 


Fig. 14 


‘Trasformiamo l'espressione integranda scrivendo 
To — kv + i0) (w + kv -+ i0)! = 
1 i 1 

T @+o0'-|+i0 [ 0—kv+ iù + o +kv+ il | 
Nell’integrazione ulteriore rispetto a œ nella (51,16), il contributo 
che non si smorza per # + co proviene dal residuo nel polo œ = 
= —ø — i0, che viene aggirato con il cammino d'integrazione 
mostrato nella fig. 14; in questo senso il fattore 1/(@ + œ’) si deve 
intendere come —2niô (0 + o’). Il significato dei fattori 1/(0 + ky) 
nella successiva integrazione rispetto a œ è definito dalla formula 
(29,8), secondo cui 

1 1 + 
o-kv+i0  @—kvy—ið =—2nid(a—kv) 

(questa notazione sottintende che l'integrazione in © e œ’ si effet- 
tua già sull’asse reale). 


1) Si intende che la distribuzione 7 (p) corrisponde allo stato stazionario 
del plasma in modo che le onde di plasma si smorzano. È evidente che soltanto 
in questo caso ha senso l'impostazione del problema delle fluttuazioni stazio- 
narie. 
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-vsì, per calcolare il correlatore nel limite asintotico dei tempi t 
grandi, nell’integrale (51,17) si deve eseguire la sostituzione 


[o — kv + i0) (0’ + kv + i0)]}1 + 
+ — (21)? ô (0 + 0‘) ô (o — kv}. (51,18) 
Come risultato otteniamo !) 
(Spik Spok) = (27) 8 (0 + 0‘) ô (k + k°) (p’)or, (51,19) 


dove 


Mas È eè ff) Bk dp. (54,20) 


Dalla definizione (51,19) si vede (cfr. la (19,13)) che le grandezze 
(59°),x rappresentano la trasformata di Fourier cercata della fun- 
zione di correlazione, cioè il correlatore spettrale. In tal modo la 
formula (51,20) risolve il problema posto per le fluttuazioni del 
potenziale. 

Analogamente si definiscono gli ‘altri correlatori. Così, espri- 
mendo 6faw dalla (51,11) in funzione di 69}, moltiplicando per 
6pgi dalla (51,12) e calcolando il valore medio, otteniamo il cor- 
relatore del potenziale e della funzione di distribuzione ?) 


ak di 
($96fa) o = Eoi de (09?) ox + 


+e (0) 8 (0—kw). (51,24) 


Ricordiamo che l'ordine in cui si scrivono $pedf, nel simbolo (ôpôfa)ok 
è fondamentale: la (51,21) è, per definizione (cfr. V, (122,14)), l'im- 
magine di Fourier del correlatore spazio-temporale 


(Sp (t, r) ôfa (0, 0)). 
Se il correlatore è definto come (ôfa (t, r) èg (0, 0)), allora si avrà 
(6/20) = (898fa)-0-x = (ÔPôfa)* ak (51,22) 
(cfr. V, (122,13). 


1) A scanso di equivoci ricordiamo che questa non è tutta l'espressione, 
bensì la parte singolare in @ + œ’, che definisce l'andamento asintotico del 
correlatore. Nell’espressione completa non tutti i termini conterrebbero 
ô (w + è’), in quanto la corrispondente funzione di t,, tą dipende dalla diffe- 
renza t = t1 — f soltanto asintoticamente, per t,, tą grandi. : se 

2) Sottolineiamo che esiste la regola di aggiramento inversa nel primo 
Ln n al posto di œ + i0). Essa è dovuta al fatto che per o = —o' 

= —k’ si ha 


(k'v — 0° — i0) = —(kv — o + i0). 
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Infine, il correlatore spettrale delle funzioni di distribuzione è 


(6fa0fr)ok = 216,56 (pi ai P2) Fa (Pa) ê (0 Sg kv,) + 
eaeb (Ô?) k ( di, dî; 
@ k lla ) ( k Se) zi 


L maaana TE 
T(@—kv,-+ i0) (0—kvs— 10) ETA PPa 


n 8n2egeb dia = ô (0—-kvy) ni 
TTA {(k dpi ) f gı (0, pe m Tii +. 


i of \ F ô (0—kvi) 
+(e) HOC kv i) } (51,23) 


Questa è l'immagine di Fourier del correlatore 
(8fa (t, F, Pa) ôfo (0, 0, P2). 


Se nelle formule (51,20-23) al posto di f consideriamo le funzioni 
maxwelliane foa, otteniamo i correlatori delle fluttuazioni in un 
plasma in equilibrio senza urti. 

Consideriamo, ad esempio, le fluttuazioni del potenziale. Per 
un plasma maxwelliano si può rappresentare la parte immaginaria 
della costante dielettrica longitudinale nella forma 


ei (o, = 00 Det f foa (P) B(o-kv) dip (51,24) 


(si veda la (30,1); la generalizzazione a più specie di particelle è evi- 
dente). Introducendo questa espressione nella (541,20) otteniamo 


8aT e1 (9, k) 
(ghar = TE 0, I Phen 


Il correlatore dell'intensità del campo elettrico longitudinale è 
(EaE plolk Fg kakg (59°) ok (51,26) 


È ovvio che questo risultato si potrebbe ottenere anche dalla 
teoria macroscopica generale delle fluttuazioni elettromagnetiche 
in equilibrio, esposta in IX, $$ 75-77 1). Secondo questa teoria, il 
correlatore spettrale dell'intensità del campo elettrico si esprime 
mediante la funzione di Green ritardata con una formula che nel 
limite classico (fio < T) si scrive 


T 
(E«Eplak = — r Im Dap (0, k) (54,27) 


1) Il campo autocompatibile nel plasma è una grandezza macroscopica; 
perciò ad esso è applicabile la teoria macroscopica delle fluttuazioni. Quanto 
alla funzione di distribuzione, essa non è una grandezza macroscopica e le sue 


fluttuazioni richiedono sempre uno studio cinetico. 
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(si veda IX, (76,3) e (77,2)). In un mezzo con dispersione spaziale la 
funzione di Green è t) 
nh kak 4rhe® kak 
Das (0, k)= aa (den ae) H e e (51,28) 
La sostituzione della parte longitudinale di questa funzione (il se- 
condo termine) nella (51,27) fornisce le espressioni (54,25-26). 


Torniamo infine all’equazione (51,4) e mostriamo che l’espres- 
sione 


ddq (t, 
6035 (Pein. Ôfa (t, T, P)) i (51,29) 


che figura al suo secondo membro, coincide effettivamente con la 
nota espressione per l'integrale degli urti in un plasma. La grandezza 
(51,29) si ottiene dalla funzione di correlazione (êp (t, r) ôfa (0, 0)) 
derivando rispetto a r e ponendo quindi r = 0. Troviamo così 


069 et (a do dîk __ 
( E ôfa Y = fik (Ôpôfa)ox a = 
= — f k Im (808f o E (51,30) 


(nell'ultima uguaglianza è inclusa la (51,22)). Ma dalla (51,21) 
abbiamo (usando le (51,20) e (30,1) : 


Im (898fa)ox={— ak -F (899) 7} 648 (0 — kva) = 


Pa 
32x dia 7 = di 
=D IE end). 


Sostituendo questa espressione nella (514,30), riduciamo facilmente 
la o alla forma dell’integrale degli urti di Balescu-Lenard 


($ 

Dopo tale deduzione può sembrare strano che per il calcolo del- 
l'integrale degli urti sia stato sufficiente considerare le fluttuazioni 
in un plasma senza urti. Ciò, tuttavia, è dovuto al fatto che per 
gli urti in un plasma sono importanti le componenti di Fourier del 
campo elettrico conk > 1/a > 4/1, il che permette di trascurare gli 
urti. La situazione qui è completamente analoga a quella che ha avuto 
luogo per la deduzione dell’equazione cinetica di Boltzmann al $ 16. 
Infatti, l’equazione (16,10) significa esattamente che è stata trascu- 
tata l'influenza degli urti sulla funzione di correlazione a coppia. 


1) Questa espressione si deduce dalla formula (75,20) in IX se si divide 
quest'ultima nelle componenti trasversale e longitudinale e se si sostituisce e 
in queste componenti rispettivamente con £; (0, k) e s (0, k). 


Capitolo V 


PLASMA IN UN CAMPO MAGNETICO 


$ 52. Costante dieletirica di un plasma freddo senza urti 


Questo capitolo è dedicato allo studio delle proprietà di un plasma 
posto in un campo magnetico esterno; esso si dice magneticamente at- 
tivo. Il campo magnetico costringe le particelle a descrivere traiettorie 
spiraliformi lungo le linee di forza, esercitando così un'influenza pro- 
fonda sul comportamento del plasma. Il campo incide, in particolare, 
anche sulle proprietà dielettriche del plasma. 

Ricordiamo preliminarmente alcune proprietà generali del ten- 
sore della costante dielettrica in presenza di un campo magnetico 
con induzione B (si veda VIII, $ 101). L’uguaglianza (28,6) è veri- 
ficata, così come in assenza di campo: 


aB (—0, —k; B) = eap (0, k; B). (52,1) 


Secondo il principio di Onsager, questo tensore è simmetrico se con- 
temporaneamente il campo cambia di segno: 


eap (@, k; B) = £ga (0, k; —B). (52,2) 


Sottolineiamo, tuttavia, che questa proprietà si riferisce unicamente 
a un mezzo in equilibrio termodinamico, mentre la proprietà (52,1) 
è conseguenza della definizione stessa di £aß +). 


Nel caso generale il tensore egg si può dividere in due parti: 
hermitiana (€48 + &fa)/2 e antihermitiana (898 — €$a)/2. L'ultima 
parte definisce la dissipazione dell'energia del campo nel mezzo 
(cfr. la (30,3)). 

Iniziamo lo studio del plasma magneticamente attivo col caso 
“elementare di un plasma « freddo » senza urti. La temperatura di 
questo plasma è supposta così bassa da poter trascurare il moto ter- 
mico delle particelle (le condizioni necessarie verranno formulate 
più avanti). Non esiste in questa approssimazione dispersione spa- 
‘ziale e la costante dielettrica dipende solo dalla frequenza del campo 
elettrico. Non esiste neanche dissipazione, in modo che il tensore 


1) La formula (52,2) è scritta immediatamente per un mezzo invariante 
rispetto all’inversione spaziale (è evidente che un plasma in equilibrio ha questa 
proprietà). In tale mezzo gag sono funzioni particolari di k. In un mezzo arbi- 
trario le relazioni di Onsager hanno la forma 


tap (0, k; B) = Ega (0, —k; —B). (52,2a) 
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tag è hermitiano, cioè 


Zap (0; B) = eĝa (0; B). (52,3) 
Assieme all uguaglianza (52,1) di qui segue che 
tap (0; B) = £ga (—0; B). (52,4) 


Dividendo il tensore hermitiano nelle parti reale e immaginaria, 
8.8 = ap + isap, in virtù delle (52,2-3) avremo 


eap (0; B) = Efa (0; B) = eap (0; —B), 


S 52,5 
ezg (0; B) = —efa (0; B) = —eas (0; —B). (52,5) 


In tal modo, in un mezzo senza dissipazione le ex, sono funzioni 
pari del campo e le egg funzioni dispari. 

Supporremo che l’anisotropia del plasma sia legata soltanto alla 
presenza di un campo magnetico costante omogeneo (la cui induzione 
all’interno del plasma indichiamo con By). In questo caso la dipen- 
denza lineare generale tra induzione dielettrica ed intensità di un 
campo elettrico monocromatico debole ha la forma 


D = e, E + (e — £1) b (bE) + ig [Eb], (52,6) 


dove b = B/B, € €;, €], g sono funzioni di œ e B,. Questa relazione 
in forma tensoriale si scrive come Da = EagEp, dove 


Eap = €158 + (ey (E g1) ba bg + igeagyby- | (52,7) 


Se la direzione dell'asse z coincide con Bọ, le componenti di questo 
tensore sono 
Exx = Eyy = € €, = € 
xx S yu = zz x fi» (52,8) 
Exy = —Eyx = İZ, Ezz = Eys = 0. 
Dalla condizione del carattere hermitiano del tensore (52,7) risulta 
che le funzioni e), &y, g sono reali; dalla (52,4) segue che e) e ep 
sono funzioni pari della frequenza e g una funzione dispari. Il prin- 
cipio di Onsager si verifica automaticamente con l’espressione (52,7). 
Nei campi deboli il tensore e,g va sviluppato nelle potenze intere 
del vettore B,. Pertanto per Bọ +0 il coefficiente e) tende a un 
limite finito, ossia alla costante dielettrica in assenza di un campo 
magnetico. La differenza e, — €y ~ Bj e il coefficiente g ~œ Bo 
Il calcolo del tensore egg nell approssimazione considerata si può 
effettuare direttamente partendo dalle equazioni del moto delle 
particelle nei campi variabile E e costante B,, così come è stata dedot- 
ta la formula (31,9) al $ 341. Dunque, per gli elettroni abbiamo 


m— = —eE- [vB]. (52,9) 


La velocità v varia con il tempo secondo la stessa legge (e7'01) 
del campo E; trascurando la variazione spaziale di quest’ultimo nella 
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regione di moto della particella, dalla (52,9) ricaviamo 
iov= £ Ri 
iov=+ E+ n [vBo]. 
La soluzione di questa equazione vettoriale algebrica contiene termi- 


ni diretti lungo E, be [Eb]; considerando in modo appropriato i coef- 
ficienti in questi termini abbiamo 


jew o} RIO) 
v=- ap E- 2° b (Eb) — i2 Ze [Eb]}, (52,10) 
dove © ge = eB,/me. La polarizzazione P e con essa l’induzione D 
generate dal moto degli elettroni sono legate alla velocità degli elet- 
troni mediante la relazione (29,4): 


D-E j= —eN Y. 


—ioP= — io 


Si calcola così anche il contributo ionico alla polarizzazione e si 
sommano tra loro. Come risultato otteniamo 


0? — 0, 0-0; ? 
Q2-+ Q? 
e=1 LL, (52,11) 
© pe? Opi 
Coe) (0-0) | 
Qui 
eB zeB, ; 
onmi, opm 72 (52,12) 


sono le cosiddette frequenze di Larmor degli elettroni e degli ioni +); 
i valori di questi parametri sono una caratteristica importante di 
un plasma magneticamente attivo (ricordiamo che questa è la fre- 
quenza di rotazione di particelle cariche lungo orbite circolari in 
un campo magnetico). 
I rapporti 
Ogi __ zm Q; _ / zm \1/2 
Miei N) 


(52,13) 


sono grandezze piccole. Per quanto riguarda il rapporto tra le frequen- 
ze Q, e Ope (0 Q; e © p) dipendenti da parametri completamente 
diversi (dalla densità del plasma e dal campo B,), esso può variare 
entro limiti molto larghi. 

Notiamo che il contributo ionico alla costante dielettrica di un 
plasma magneticamente attivo, malgrado la grande massa degli ioni, 


1) Si chiamano anche frequenze ciclotroniche o giromagnetiche. 
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può essere commensurabile (per frequenze œ sufficientemente piccole) 
o persino superiore al contributo elettronico. Per © + 0 due termini 
in g si elidono mutuamente e g.+ 0; è facile vederlo osservando che 


Qi/vge pad 97/05; (52,14) 


poiché il plasma è elettricamente neutro (N, = 2V;). Ambedue 
i termini in g restano dello stesso ordine di grandezza per 0 ~ Opi; 
si può trascurare la parte ionica in g per © > Og: Quanto alla 
costante dielettrica trasversale g}, i due termini sono comparabili 
soltanto nella regione 


o ~ Og: (Mim)! ~ (0gioge)!?. 
Qui è possibile trascurare il contributo ionico soltanto per 
0 D (0g;0ge)!/3. (52,15) 


Inf ne, si può sempre trascurare la parte ionica nella costante die- 
lettrica longitudinale ey (in cui Q2 e Q} figurano sotto forma di som- 
ma). Notiamo in proposito che l'indipendenza di ey da By è conse- 
guenza dell’omogeneità del campo B in esame: nei campi omogenei 
incrociati il campo magnetico non cambia il moto delle particelle 
lungo la direzione B,. 

Soffermiamoci infine sulle condizioni di applicabilità delle for- 
mule dedotte. Applicando al moto delle particelle l’equazione 
(52,9), abbiamo trascurato la variazione spaziale del campo E nella 
regione di localizzazione della particella. Le dimensioni di questa 
regione nella direzione del campo costante B, sono definite dalla 
distanza vr/œ percorsa dalla particella che si muove con velocità ter- 
mica media vr durante il periodo di variazione del campo. Nelle 
direzioni perpendicolari al campo B, queste dimensioni invece sono 
definite, per © < ©g, dalla grandezza 


Ta Urlop, (52,16) 


ossia dal raggio delle orbite circolari delle particelle, che si muovono 
con velocità vy nel campo magnetico B, (raggio di Larmor delle parti- 
celle). Per poter trascurare la variazione spaziale del campo E è ne- 
cessario che queste distanze siano piccole rispetto a quelle su cui 
varia il campo E (nelle direzioni corrispondenti): 


Ur | kz |/0<1, vrkalOp & 1, (52,17) 


dove k, = ky e k, sono le componenti del vettore d'onda parallela- 
mente e perpendicolarmente al campo B,. Queste disuguaglianze 
devono essere soddisfatte per le specie di particelle nel plasma. 
Inoltre, vedremo più avanti che la frequenza œ non deve essere 
troppo vicina a una delle frequenze Oge, 0g; 0 ai loro multipli 
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(le condizioni (53,17)). In prossimità di queste frequenze si deve tener 
conto della dispersione spaziale anche se sono soddisfatte le condi- 
zioni (52,17). Come vedremo al $ 55, ciò elimina i poli che le espres- 
sioni (52,11) hanno per œ? = og 0 0° = of. 


$ 53. Funzione di distribuzione in un campo magnetico 


Il tensore della costante dielettrica per un plasma magnetica- 
mente attivo senza urti si calcola, se si tiene conto della dispersione 
spaziale, mediante le funzioni di distribuzione degli elettroni e degli 
ioni definite dall’equazione cinetica. 

Per fissare le idee, scriveremo tutte le formule per gli elettroni. 
Le equazioni cinetiche per un plasma senza urti sono state dedotte 
già al $ 27. Per gli elettroni l’equazione cinetica ha la forma 


ôf ôf 4 ðf l'e 
Z +v- e (E+—1vB]) -=05 (53,1) 
Supponiamo che il plasma si trovi in un campo magnetico omo- 


geneo costante B, di grandezza qualsiasi e in un campo elettrico varia- 
bile debole in cui 


E, B' œe itr-ot, (53,2) 
In questo caso, in virtù delle equazioni di Maxwell, si ha 
È B'=[kE]. (53,3) 


Sostituiamo B = B, + B’ nella (53,1) e rappresentiamo la fun- 
zione di distribuzione nella forma f = fo + ôf, dove fọ è la distribu- 
zione omogenea e stazionaria, in assenza di un campo variabile; 
la piccola aggiunta ôf dipende da t e r secondo la stessa legge (53,2) 
per i campi E e B’, cui essa è proporzionale. Separando nell equazione 
i termini di ordine zero e uno del campo debole, otteniamo !) 


ô 
Ae [vBy]=0, (53,4) 


i (kv— @) ôf- AvB] =e de {E+E iv KEN}. (53,5) 


Indichiamo con v,, k, le componenti dei vettori v, k lungo il 
campo B,, e con v], k; le componenti nel piano perpendicolare a By; 
sia @ l’angolo tra v; eil piano k,, By(calcolato nella direzione 
di rotazione di un cavatappi, avvitato lungo il vettore Bọ); le varia- 
bili v,, vı, p costituiscono le coordinate cilindriche nello spazio v. 


1) Nel plasmà freddo non si doveva includere la forza di Lorentz esercitata 
da parte del campo debole B’ poiché, trascurando il moto proprio (in assenza 
di campo) delle particelle, questa forza è un infinitesimo del secondo ordine. 
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L'equazione (53,5) con queste variabili assume la forma 


ô ô 
i (kw: +k v, cos ọ— o) ôf + One = 


=e {E+$ [v kE} ge. (53,6) 


Dall’equazione (53,4), invece, risulta che 0f9/0@ = 0, vale a dire fo 
può essere una funzione qualsiasi dipendente esclusivamente da p, 
e Pi 

fo = fo (Pz, Pi) (53,7) 


(questo risultato è evidente a priori per un plasma senza urti, poiché 
Pze p, sono variabili, sulle quali il campo magnetico non incide). 

© Per rendere più semplice la scrittura delle formule introduciamo: 
le notazioni 


kzz — kjv 
a=, pei, (53,8) 
e ôf 1 
Q (va va, P) = iy e (E +4 Iv KEN}. (53,9) 


Se fọ dipende unicamente dall'energia degli elettroni a = p°/2m, 
la derivata df,/0p = v dfo/de e il suo prodotto per il secondo termine 
tra parentesi si annulla in modo che 


PER aho 
destra E (53,10) 
Con queste notazioni l'equazione (53,6) assume la forma 
è è ; 
TL +i (a+. cos p) 67= 0 (9) (53,11) 
(omettiamo gli argomenti v,, va nella funzione Q). La sua soluzione è 
04 
Ôf = e-i(@9+8 sen 9) f eag +B sen 990 (Q) dg’, 
i Č 


ossia, dopo la sostituzione della variabile d’integrazioneg = @— 1, 
C-ọ 
öf = eib sen ọ f eib sen (= -iat0 (p— 1) dt. 
0 


21243 SN 


= — co. La scelta di queste due possibilità è determinata dalla regola 
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di aggiramento di Landau (29,6): si deve integrare per œ — @ + iQ, 


cioè a + g — i0; questo integrale converge soltanto per C = œ !). 
Abbiamo infine 


f= e-iB sen @ { eiB sen (_t)-iat@ (p — 1) dr = 
0 


= | exp {—iar—2iBoos (9-3) sen 3} Q(Q—1)dt. (53,12) 
0 


Nel limite Ba +0 questa espressione deve trasformarsi nella 
(29,2). Per effettuare il passaggio al limite, osserviamo che per 
‘a > 1 nell’integrale è importante la regione t < 1. Allora sen (p — 
— qt) œ% sen pọ — T cos ọ e l'integrale assume la forma 


o0 | oœ ie 
ôf =Q (9) | e-+ dt =Q (9) f exp { — iT e } dr. 
0 0 
:Calcolando l'integrale per 0 + œ + i0 abbiamo 
CIO 
ôf = To A (53,13) 


‘come dovevasi dimostrare. 

Se la frequenza del campo coincide con la frequenza di Larmor 
ʻO pe 0 ne è multipla, allora si chiama risonanza ciclotronica semplice 
-o multipla (degli elettroni). Per lo studio delle proprietà dielettriche 
«di un plasma in prossimità di queste risonanze è comodo un altro 
:metodo di soluzione dell equazione (53,11), basato sullo sviluppo 
«della funzione cercata in serie di Fourier rispetto alla variabile @. 

Effettuando nella (53,11) la sostituzione 


ôf = e-i? seno g, (53,14) 


-otteniamo per la funzione g l'equazione 
SE tiag = eib sen 9Q (vz, Vis P). 


Cerchiamone la soluzione sotto forma della serie di Fourier 


g= x eis®g, (Uz, VL) (53,15) 


g=- 0 


1) Questa deduzione dipende dal segno con cui œ figura nell'indice della 
potenza. Nel caso degli ioni la carica —e va sostituita con ze in modo che 


W ge > —O gi. Allora per o + © + i0 sarebbe a + a + i0 e per C si dovrebbe 
prendere il valore —co. 
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e per i coefficienti g, troviamo 
&E,= Qi (2+8), (53,16) 


2x 
Q, (Vz, vi) Ti > f ei un FPSS) (Va Via T) di. 
0 


Lo sviluppo (53,15) garantisce automaticamente la periodicità della 
funzione ôf rispetto a ọ. 

Notiamo, prima di tutto, che la funzione ôf espressa sotto forma 
della serie (53,14-15) consente di formulare immediatamente le condi- 
zioni per le quali si può trascurare la dispersione spaziale. Il vettore 
d’onda entra nei termini della serie mediante i parametri 


B=kivlogs a+ s= — (o — sop — kv,)/0 p. 


La costante dielettrica del plasma è definita dalla funzione di distri- 
buzione per velocità v ~ vr. Il vettore d'onda scompare da questa 
funzione se 


kiv Kor |]o-sog]|>|k {vr (53,17) 


La prima delle disuguaglianze (53,17) e la seconda con s = 0 coin- 
cidono con le condizioni (52,17). Vediamo che, oltre a queste condi-, 
zioni, è necessario ancora che la frequenza © non sia troppo vicina 
a una delle risonanze ciclotroniche. 

Nell’intorno delle risonanze ciclotroniche la funzione di distri- 
buzione può essere espressa, per certe condizioni, da un solo termine 
della serie di Fourier. E precisamente, deve essere 


| kz | Vr K Opm 10 — nog | X 0p, (53,18) 


dove n è uno dei numeri 0, +1, +2, . . . Si vede facilmente che inol- 
tre l’r-esimo termine dello sviluppo (53,15) è grande rispetto agli 
altri. Infatti, 


QOn®g 
mr 
© Tear] + lonon] 


mentre per s&n sarà g, < Q, (poiché [sog — © | > 0). Limi- 
tandoci a questo termine otteniamo per la funzione di distribuzione 
degli elettroni 


En D Qar 


k 
6; Q ope exp | | (ne— na sen +) ] 
== r a an 3 
s È i [kzvz— (0 — no ge)] (53,19) 


On=37 f exp| —i (n— tary sen T) Je P» Da» T) dr. 
0 


Be 
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La dipendenza della funzione di distribuzione dall'angolo @ 
è definita esplicitamente da questa formula. In particolare, per 
n= 0 e k, + O la distribuzione non dipende in generale da g. L'ori- 
gine di questa proprietà è evidente dalla condizione © < Oge (la 
(53,18) con n = 0): la frequenza della rotazione di Larmor è grande 
rispetto alla frequenza di variazione del campo, il che conduce alla 
funzione di distribuzione « media » rispetto all'angolo di rotazione !). 


$ 54. Costante dielettrica di un plasma mazwelliano magneticamente 
attivo 


Il contributo elettronico al tensore della costante dielettrica si 

calcola in base alla funzione di distribuzione mediante la formula 
tap da Y z 

Pa =E \ Va ôf d3p (54,1) 
(e analogamente il contributo ionico con la 
sostituzione e + —ze). Per un plasma max- 
welliano si può integrare esplicitamente in 
questa espressione rispetto a d*p. 

La funzione ôf è data dall’integrale 
(53,12) e, inoltre, secondo la definizione 
(53,10), 


Fig. 15 = Er fo- (54,2) 


Riscriviamo questo integrale in forma più compatta introducendo 
al posto dei vettori k = (%,, k\) e E = (£,, E) vettori 


K= (k:1, 2k, sen 5) , E=(Z. È.) (54,3) 


dove k | è il vettore k} ruotato di un angolo 1/2 (nel piano perpendi- 


colare a By) e E, il vettore E, ruotato di un angolo t. Allora ôf 
assume la forma 


x 


ô= — qiz | ep (aiy (or-Kw} fo(2) (Ev) dn 
0 


dove fo (p) è la funzione di distribuzione di Maxwell. 
Poniamo questa espressione nella (54,1) e sostituiamo la variabile 
d'integrazione p = mv secondo la formula 


v = u — iK7/mo ge 


1) Le considerazioni corrispondenti sono state esposte in modo più partico- 
lareggiato per una deduzione analoga al $ 1. 
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L'integrazione rispetto a d*u è elementare e dà 


patee {(î--- ČK) exp[| —-2 


T 
MOO ge Oge 


K?T 
— Tmo ] di. 
(54,4) 


Inoltre, in accordo con la definizione (54,3), 
K? = kit? +-4k%, sen? + g 


Riscrivendo l'espressione (54,4) nelle componenti, troviamo le 
componenti del tensore e,g. A tale scopo conveniamo sulla scelta 
degli assi coordinati: l’asse z è diretto lungo Bo, l’asse z lungo k,, 
l'asse y lungo [Bykj] (fig. 15). Dopo semplici calcoli otteniamo 

iag s- OH-i0d 
Cap — Ĉap = DO 56 | Xag exp fil 


—4 birba?— 2k? rh, sen? F}di, (54,5) 
dove 
Kxx = COS T— (ki rpe)? sen? T, 


x T 
Xyy =C0OST+4 (kirge)? sent > j 


Hee = 1 — (kir pe)? T3, (54,6) 
Xxy = — %yx= — Sen T- 2 (kirpe)? sen t sen? + , 

Xyz = Kry = — k.krbet sent, 

Xyz = — Xzy = — 2k,k i rhet sen? 5 


(Fr Be = VrelO ge è il raggio di Larmor degli elettroni). 
da notare che le uguaglianze 


Exy = —Eyxr Exz = Ezz Eyz = —€zy (54,7) 


sono evidenti a priori. Infatti, per un sistema di coordinate fisso, 
in accordo con il principio di Onsager, deve essere €ag (Bo) = 
= €, (—B,). Per la scelta convenuta sopra degli assi coordinati 
legati alle direzioni B, e k;, le direzioni degli assi y e z diventano 
inverse con la sostituzione B, + —B,. Perciò su questi assi avremo 


Exy (Bo) = —Eyx (—Bo), Ex, (Bo) = —&,x (—Bo), 
Eyz (Bo) = e.y (—Bo). (54,8) 


D'altra parte, B, (direzione dell’asse z) è uno pseudovettore e k,, 
{Bk,] (direzioni degli assi z e y) sono vettori propri. Perciò, in virtù 
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dell’invarianza rispetto all’inversione delle coordinate, le componenti 
Esz € €y (contenenti una sola volta l'indice 2) devono essere funzioni 
dispari di B, e tutte le altre componenti funzioni pari. Da qui 
e dalla (54,8) deriva la (54,7). 

E da notare che in accordo con le relazioni (54,7) le parti hermi- 
tiane e antihermitiane delle diverse componenti Eag = Eag + i&Gg 
si esprimono in modo diverso attraverso le loro parti reale e immagi- 
naria. E precisamente, la divisione in parti hermitiana e antihermi- 
tiana è data dalla somma seguente: 


Exx Î&zy  Exz 
(cap) = | —ies y ieg |+ 
aß Exy Ew eyz 


Exz —i8y: Ezz 
ieza Exy Ezz _ 
+| — ey iem eyz | (54,9) 
lExz — Eyz lEz 


Anche se abbiamo effettuato tutti i calcoli per la parte elettronica 
della costante dielettrica, formule completamente analoghe sussistono 
anche per il contributo ionico. Il passaggio al caso degli ioni si realiz- 
za con la sostituzione Qe, Vre + Qi, Vri; © ge + —@ p; € con la sosti- 
tuzione contemporanea del limite superiore dell’integrale nella (54,5) 
con —co (si veda la nota a pag. 266). Sostituendo in seguito la varia- 
bile d'integrazione t + —1 torniamo alle vecchie espressioni 
(54,5-6) con Q;, Vri, © pg; al posto di Qe, Vre, © pge con la sola dif- 
ferenza che x,, e xy, cambiano di segno. In tal modo la regola di 
passaggio dal contributo elettronico a quello ionico nella costante die- 
lettrica consiste nella sostituzione dei parametri elettronici con ionici 
e nel contemporaneo cambiamento di segno delle componenti Exp 
e Ez 


$ 55. Smorzamento di Landau in un plasma magneticamente attivo 


Il moto termico delle particelle in un plasma implica la comparsa 
di una parte antihermitiana nel tensore egg. In un plasma senza urti, 
in cui esiste la dissipazione vera e propria dell'energia, questa parte 
del tensore è legata allo smorzamento di Landau. 

Abbiamo visto al $ 30 che il meccanismo dello smorzamento di 
Landau è legato alla trasmissione dell’energia da parte del campo 
elettromagnetico alle particelle per le quali © = kv, cioè per le quali 
la proiezione della velocità v sulla direzione k coincide con la velocità 
di fase dell'onda œ/k. In un plasma magneticamente attivo questa 
condizione cambia un po’: devono coincidere le proiezioni della 
velocità della particella e della velocità di fase dell'onda sulla dire- 
zione del campo costante B;: 


vk, = @. (55,1) 
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Infatti, il moto della particella, perpendicolare a B,, segue traiettorie 
circolari e non può essere accompagnato dalla trasmissione sistema- 
tica di energia dal campo alla particella. Se su un tratto della traiet- 
toria circolare la particella si muove in fase con l'onda e riceve da 
essa energia, sul tratto opposto della traiettoria la particella cederà 
la stessa energia al campo. 

In un plasma magneticamente attivo esiste, tuttavia, un altro. 
meccanismo di dissipazione senza urti legato alla rotazione di Lar- 
mor delle particelle. Nel sistema di coordinate che si muove lungo. 
il campo B, con la particella (con velocità v,) quest’ultima descrive 
un'orbita circolare con frequenza @ p. Questa particella rappresenta, 
dal punto di vista elettrodinamico, un oscillatore, che emette radia— 
zione di frequenza @©g (radiazione magnetica di ritardo). Inversa- 
mente, essendo collocato in un campo variabile esterno, l’oscil-. 
latore assorbe con la stessa frequenza. La frequenza dell’onda elettro-. 
magnetica nel sistema di coordinate in moto (rispetto al plasma), 
modificata dall’effetto Doppler, vale ©’ = © — k,v,. Perciò all’as- 
sorbimento suindicato parteciperanno le particelle per le quali 


O — kV, = Op- 


Se k, = 0, il campo dell'onda è omogeneo nelle direzioni trasver- 
sali (rispetto a By), vale a dire che la forza agente sull’oscillatore non. 
dipende dalle sue coordinate. Queste sono le condizioni nelle quali 
l’oscillatore assorbe esclusivamente alla sua frequenza @ p. Se, invece, 
k, #0, la forza agente sull’oscillatore dipende dalle sue coordinate 
per cui compare l’assorbimento anche alle frequenze multiple, cioè- 
per le condizioni 


® — k V, = n0g, (55,2) 


dove n è un intero qualsiasi (positivo o negativo). Il meccanismo- 
di dissipazione descritto si chiama smorzamento ciclotronico di Lan- 
dau; a seconda dei valori di n si parla di smorzamento a una risonanza 
ciclotronica semplice (n = +4) o multipla. 

Quindi, uno smorzamento notevole può avere luogo nelle regioni 
di frequenze in cui f 


| o — nog | $ |k; | vr, n=0, +1, +2,... (55,3) 


(il valore n = 0 corrisponde alla condizione (55,1)). Queste linee 
di assorbimento di risonanza esistono sia alle frequenze elettroniche 
© ze Che a quelle ioniche @ pi. 

Dal punto di vista matematico alle condizioni (55,1-2) corrispon-. 
dono i poli, che hanno in questi punti i diversi termini dello sviluppo 
della funzione di distribuzione in serie di Fourier (53,14-16). Le 
parti antihermitiane del tensore Eag provengono dai residui, per ag-. 
giramento di questi poli, nell’integrale (54,1), secondo la regola di 
Landau. Il passaggio al limite B,-+0 ha un carattere matematico. 


272 CAPITOLO V 


originale. Nel campo magnetico i valori « polari » v, (per k, dato) 
formano una successione discreta definita dall’equazione (55,2). Via 
via che il campo diminuisce i poli si avvicinano e nel limite B, = 0 
i valori polari v, dipendono non dal numero discreto n, bensì dal 
parametro continuo k,v, in accordo con la condizione 


o = kv = kw, + kivi 


{come è stato mostrato passando dalla (53,12) alla (53,13)). 

Per esempio, calcoliamo il tensore della costante dielettrica nella 
regione di risonanza ciclotronica semplice degli elettroni (n = 1). 
Supporremo inoltre che i 


| kz | UrelO ge K1, kyUre/® ge K 1. Di (55,4) 


Allora per la funzione di distribuzione si può ricorrere a un solo 
termine della serie di Fourier, cioè all'espressione (53,19) corrispon- 
dente al valore n considerato. In questo caso, in virtù della seconda 
condizione (55,4), questa funzione di distribuzione può essere svi- 
luppata in potenze di X,. Nel caso n = 1 in questo sviluppo ci si 
può limitare al termine nullo, in accordo con il fatto che l'assorbi- 
‘mento ciclotronico alla frequenza © ge non richiede che il campo ester- 
no sia disomogeneo sul piano zy. 
Scriviamo così la funzione di distribuzione nella forma 


a Opg ei? 
i= Qi i [kzvz = ETEA] ? (55,5) 
dove 
/ 2x 
e 
Q= — Saro f Eve-it da. 
0 


Dopo aver scritto 
Ev = Ew] cos t + Epp, sen t + Ev. 


e integrato otteniamo 
ev 
Q,= Sagl (EL -iE,). (99,6) 


Con questa funzione di distribuzione il vettore polarizzazione (54,1) 
ha solo le componenti x e y. Dopo l'integrazione in v, dvi dọ esse 
diventano 
; ` eNe m \1/2 
Py= — iP, = (Ex— iE y) Gore (7 ) x 
i mv < do, 
x | exp (—-z7 ere oimn 


-00 
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L'integrale di questa forma si esprime mediante la funzione F defi- 
nita dalla formula (31,3). Infine troviamo le componenti del tensore 
dielettrico 1) 

9 


tai E T ETT 


O — Ope 
PET) 680 


&-1=8x-=8y2=0. 
La parte antihermitiana di questo tensore, che descrive lo smor- 
zamento, è 


Se= iw = tw o e}. (65,8) 


Quanto alla parte hermitiana, nell’ intorno del punto © = ©}, essa 
ha la forma 
Q2 (0— 0 pe) 


, + ” 
Exs — 1 = ep — 1 = — ey = — a 3 7? 
2007, k? 


(55,9 


l0 — Orel Vre lk: <4. 


Nel punto stesso essa cambia di segno e si annulla. Vediamo qui in 
che modo l'inclusione della dispersione spaziale elimina i poli della 
costante dielettrica di un plasma 
freddo (52,11): la dipendenza discon- 
tinua, rappresentata dalla curva trat- 
teggiata nella fig. 16, va sostituita 
dalla dipendenza continua rappresen- 
tata dalla curva in grassetto ?). 

Nel limite | k, [> 0 l’espressione 
(95,8) si riduce alla funzione ô: 

2 


Nn 
Exx = Eyy = Exy > ô (© — Ope) 


20 
(55,10) 


(infatti, per ® — 0g, 0, la fun- Fig. 16 

zione (59,8) si annulla nel passaggio 

al limite; al tempo stesso, l'integrale in dø di questa fun- 
zione è uguale a 92/20 qualunque sia il valore k,). Questo risul- 
tato è completamente chiaro: in assenza di dispersione spaziale (k + 
— 0) la larghezza della linea di assorbimento si annulla e lo smorza- 


1) Il polo v, = (œ — o Be)/kz si aggira dal basso o dall'alto a seconda del 
segno di %,; questa circostanza implica la comparsa del segno di modulo per k, 
nell'argomento della funzione. 

2) L'espressione (55,7) non gode, naturalmente, della proprietà (52,1). 
Questa proprietà comparirebbe soltanto se si fosse tenuto conto della linea di 
assorbimento nell'intorno © = ©g, e anche della linea in prossimità della 
frequenza @ = —0 pe- 
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mento resta soltanto se œ coincide precisamente con © ge. Si può 
usare la formula (55,10) al posto della (55,8) nelle espressioni inte- 
grali in œ. 

È da notare che la formula (55,10) può essere dedotta direttamente 
dalle espressioni (52,11) perla costante dielettrica di un plasma freddo 
mediante la regola di aggiramento di Landau. Secondo questa regola, 
in presenza di un polo nella frequenza w quest’ultima va intesa come 
@ + i0. Perciò i fattori polari che figurano nelle (52,11) si devono 
intendere effettivamente nel senso seguente: 


1 di 1 [ 1 sn 4 
0? — Ohe 20pe L @—Oge+ i0 O+0ge+ 10 ] 
e secondo la regola (29,8): 
1 P in 

ale, 7 oop, ose [8 (0-- Oge) — 6(0+0pe)]. (59,11) 
Effettuando nelle (52,11) questa sostituzione otteniamo la (55,10). 

Per k, = 0 (cioè per k L Bo) in un plasma magneticamente attivo 
non esiste smorzamento di Landau: la velocità delle particelle scom- 
pare dalle condizioni (55,1-2) e queste non possono essere soddisfatte 
(tranne che œ coincida esattamente con qualche nw p) 1). Sottolineiamo 
che questa proprietà è legata all'approssimazione non relativistica; 
in un plasma relativistico lo smorzamento di Landau (ciclotronico) 
può esistere anche per k, = 0. La frequenza di rotazione attorno alla 
direzione Bọ per una particella relativistica carica di energia e vale 


met 1 v? 
Sa ri 


(con la precedente definizione di © g). Questo valore deve figurare 
a secondo membro della condizione (55,2) al posto di œg. In parti- 
colare, per k; = 0 avremo 


o=no fl 1-4: (55,12) 


perché questa condizione possa verificarsi è necessario soltanto che 
o < NO p- i 

Lo smorzamento di Landau in un plasma relativistico magnetica- 
mente attivo può esistere anche nel limite k + O (a differenza non. 
solo del plasma non relativistico magneticamente attivo, ma anche 
di quello relativistico in assenza di campo magnetico). Esso si re- 
alizza a causa delle particelle che si trovano in risonanza ciclotronica 
semplice con il campo variabile omogeneo (la condizione (55,12) 
con n = 1), e, quindi, esiste per frequenze ®© < Og (si veda il 
problema 2). 


1) Nel limite Bh +0 lo smorzamento, ovviamente, ricompare a causa 
degli elettroni che soddisfano la condizione œ = kv = k,v,. 
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PROBLEMI 


4. Trovare il tensore della costante dielettrica di un plasma magnetica- 
mente attivo per © < | k, | Ure; si suppongono soddisfatte anche le condizioni 
55,4). 
na (7A Nell'approssimazione di ordine zero rispetto al piccolo parametro 
kvre/® ge la funzione di distribuzione per questo caso (il termine s = 0 della 
serie di Fourier (53,14-15)) è 

® 
ôf = Qo ar 


i (k;xvz— 0) ? 


dove 
h A E 
= —_llo_ 1 = — fezba 
Qo= opt DA f Evar opf fo 
0 


Con questa funzione ôf il vettore polarizzazione P ha la sola componente z e di 
tutte le componenti del tensore Eag — Sap è diversa da zero la sola 
_ 4ne? fo (p) v2 d3p 


t22-1 OT kv,—@—i0 ° 


Dopo la sostituzione identica 
1 Q 
v=- (kwo) vt e 
z z 


l'integrale del primo termine si annulla (integrando rispetto a dp.); il secondo 
termine conduce al risultato 


arl (a) 
8zz— 1 = 473 Beyz ar è 
ý kite L \ V2 |kzlvre 
La parte immaginaria di questa espressione è 
n1/2092 02 
e; = ia rss exp (a) ; 
zz 212 |k.[908, 2k30, 


2. Trovare la parte antihermitiana del tensore della costante dielettrica 


per un plasma elettronico magneticamente attivo ultrarelativistico nel limite 
k — 0. 


Soluzione. Nel caso relativistico l'equazione cinetica (53,5) resta la stessa, 
ma trasformata nella forma (53,6), la relazione relativistica p = ev/e? (e èl’ener- 


nanza ciclotronica semplice; perciò nel calcolare la parte antihermitiana di Eag è 
sufficiente tener conto solo del termine s = 4 nelle (53,14-15). Analogamente 


_ iep | cef f 
l ôf = — 27e (0 — o pemc?/e) (Ex—iEy). 
La funzione fo ultrarelativistica (7 > mc?) vale 1) 


1) In questa espressione è scritto con precisione ultrarelativistica il coeffi- 
ciente di normalizzazione; non si puo ancora porre e % cp, in quanto si deve 
integrare rispetto a p da 0 a œ, 
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Il vettore polarizzazione si calcola come 


-_e_( pe 
BS f ôf d?P, 


€ 


dove con d?p si deve intendere p? dp do = pe de dolc®. Dopo l'integrazione in do 
e la sostituzione cp = (e? — m?c4)!/? si ottiene 
Q2me? n (e2 — m2¢1)3/2 e-5T de 
Exx—i=8yy— i= i =— Tori f e RR) PT, 
12027 €— Ogeme?/0+ i0 


me? 


L'integrale ha parte immaginaria se il polo € = © pgemc?/w giace nella regione 
d'integrazione, cioè se © < Ope In questo caso troviamo infine 


23 
enemy (1) "op (LES) 


xx xX 5 2 
vis T 10 oi, oT 


$ 56. Onde elettromagnetiche in un plasma freddo magneticamente 
attivo 


Deduciamo l'equazione generale che definisce la dipendenza della 
frequenza dal vettore d'onda (o,come si suole dire, la legge di disper- 
sione) per onde monocromatiche libere, che si propagano in un mezzo 
con tensore dielettrico arbitrario ea8 (œ, k). 

Per un campo elettromagnetico dipendente dal tempo e dalle 
coordinate secondo la legge exp (—iot + ikr) le equazioni di Max- 
well (28,2) assumono la forma !) 


[kE]= 2B, [kB]= —ÈD, (56,1) 
kB=0, kD=0. (56,2) 
Ponendo la prima delle formule (56,1) nella seconda, otteniamo 
£Z D = — [k [kE]] = Ek?—k (kE), 


ossia, nelle componenti, 
Eak? kakgEg= 2r Da = EF casEo. (56,3) 


La condizione di compatibilità di questo sistema di equazioni 
lineari omogenee è che sia nullo il determinante 


w? 


k?őag ser kakg— -5 Eag | 7 0. (56,4) 


1) Non confondere il campo magnetico variabile dell'onda B con il campo 
costante B}! 
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Questa è l'equazione della dispersione cercata 1). Perk dato (reale) 
essa definisce le frequenze @ (k) (in generale, complesse) o, come si 
dice, lo spettro delle autooscillazioni del mezzo. Nel caso generale, 
in cui esistono dispersione di frequenza e spaziale, l'equazione (56,4) 
definisce un’infinità di rami della funzione © (k). 

Consideriamo onde elettromagnetiche in un plasma freddo ma- 
gneticamente attivo, con il tensore della costante dielettrica dato 
dalle formule (52,7) e (51,11) 2). Essendo questo tensore hermitiano, 
è chiaro a priori che i valori £?c?/o? definiti dall’equazione (56,4) 
sono reali. 

Poiché in assenza di dispersione spaziale le egg dipendono unica- 
mente da œ, allora l’equazione della dispersione (56,4) è algebrica 
rispetto a k. Sviluppando il determinante otteniamo, dopo un sem- 
plice calcolo 3) 


A(E)°+2(4)°+c=o, (56,5) 
dove 
A= Eagkakg =€, sen20 +e) cos? 0 = 8, (56,6) 
=—£181 (1+ cos20) — (e} — g?) sen? 0, (56,7) 
C=e; (8—8) (56,8) 


(0 è l'angolo tra k e B;). Per valori dati di œ e 0 l'equazione (56,5) 
dà due valori di k?, cioè nel plasma possono propagarsi, in generale, 
due tipi di onde å). 

Consideriamo dapprima i casi di propagazione delle onde solo 
longitudinalmente (8 = 0) e solo trasversalmente (0 = 7/2) rispetto 
al campo magnetico, che presentano particolarità specifiche. 

Per 6 =0 le radici dell'equazione di dispersione danno 


ke \2 Q2 07 
(4) TRADE oto voro: (999) 


Dalle equazioni (56,3) si vede facilmente che queste onde sono tra- 
sversali (E, = 0) e polarizzate su un cerchio (EyJEx= Fi). Pero = 
= Oge 0 per w = Opg; le espressioni (56,9) diventano infinite e ciò 


1) Nell'ottica dei cristalli essa si chiama equazione di Fresnel. 

2) Le onde elettromagnetiche in un plasma freddo magneticamente attivo 
sono state studiate originariamente, trascurando il ruolo degli ioni, da E. V. Ap- 
pleton (1928) e da H. Lassen (1927). 

3) Per il calcolo è opportuno prendere uno dei piani coordinati (il piano zz, 
ad esempio) passante attraverso Bek A 

*) Si suole definire le onde corrispondenti ordinarie e straordinarie. Questi 
termini, tuttavia, non hanno qui lo stesso senso che nell’ottica dei cristalli 
monoassiali, cioè nessuna di queste onde si comporta come un'onda in un mezzo 
isotropo. 


278 CAPITOLO V 


corrisponde alla risonanza, ossia alla coincidenza della frequenza 
e della direzione della rotazione del vettore E con la frequenza e la 
direzione della rotazione di Larmor degli elettroni o ioni. Nella fig. 17 
è rappresentato, a titolo d’illustrazione, l'andamento schematico 
della grandezza n? = (ck/w)? in funzione di œ. Per œ + 0 i valori z? 
tendono al valore limite 


Qi c2 
traa Fa 


(qui si è trascurata w p; rispetto a © ge; UA verrà definita più avanti 
con la formula (56,18)). Alla propagazione di onde che non si smor- 
zano corrispondono, ovviamente, solo i tratti delle curve (rappre- 

sentati da linee continue) sui 


quali n° >00. 
Per 0 = 0 l'equazione (56,5) 
è verificata anche per ey = 0 


il che corrisponde alle onde di 
plasma longitudinali ordinarie, 
con frequenza 0 = Qe indipen- 
dente da k. 

Per 0 = 7/2 l'equazione della 
dispersione ha due radici 


(<5 tag 
aA 


(E) =e. (56,10) 


o L 


Alla prima corrisponde un'onda con legge di dispersione indipendente 
da By: 
o? x ek? + Q. 


Quest’onda è trasversale (E 1 k) e linearmente polarizzata, inoltre 
E || Bọ Alla seconda radice (56,10) corrisponde un'onda con il campo 
ELB., avente componenti sia longitudinale che trasversale rispetto 
a k. Se la frequenza è così grande da poter trascurare il contributo 
ionico in e4p, Cioè œ > (0520 gi)!? (condizione (52,15)), allora in 
quest'onda 1) 

(Baar (56,11) 


TE 
® 0° (0° — Ope — Li) 


Nel caso generale di angoli © arbitrari (diversi da 0 o da n/2) 
osserviamo, prima di tutto, che per ogni valore esistono frequenze 


1) Le oscillazioni del plasma in cui gli ioni sono inessenziali, in generale 
si chiamano oscillazioni ad alta frequenza; quelle in cui gli ioni hanno importan- 
za si dicono a bassa frequenza. 
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per cui il coefficiente A nell'equazione (56,5) si annulla: 
Q+ 


e 008° 9 — 


e,= e] sen? 0 +e cos2?0=1— 


Q? Q? 
— lat aar] sen? 8 = 0. (56,12) 
Se per le frequenze definibili da questa equazione (le cosiddette 
frequenze delle risonanze di plasma) è soddisfatta anche la condi- 
zione di « lentezza » œ < kc, allora in accordo con il $ 32 ad esse 
corrispondono le autooscillazioni longitudinali del plasma. Al tempo 
stesso, l’annullarsi del coefficiente di %4 nell'equazione (56,5) quadra- 
tica (rispetto a k?) significa che una delle sue radici diventa infinita; 
per A +0 queste radici valgono —C/B e —B/A. 

L'equazione (56,12) è cubica rispetto a œ? e ha tre radici reali. 
È facile definirle usando la limitatezza dei rapporti L;/9, e © 3;/0 pe 
Due radici si ottengono trascurando il contributo ionico alla (56,12) 
e valgono 


oF, a > 7 (Hohe) + + (RH ope)? — 400] cos 0)!2. (56,13) 


È necessario, tuttavia, tener conto degli ioni nella regione œ ® © Bir 
in cui si trova la terza radice, per la quale si ottiene facilmente 
-l'espressione 

o? x obi (1—z + tg20) (56,14) 
(dove si è supposto che Q, > ©p:). Le formule (56,13) e (56,14) 
per ©, (0) e œ (6) sono inapplicabili per angoli 8 così vicini a 1/2 
che cos 0 &« m/M. In questa regione 


2 2 2 22 2 
o=o? ab Ora e i (56,15) 
>= ©20= e Fok 


È impossibile trascurare il ruolo degli ioni sia per œ che per Og. 

Nella fig. 18 è rappresentata schematicamente la dipendenza delle 
frequenze @1, 60, 03 dall'angolo @ 1). Le curve ©; (0) e ©, (0) 
non si intersecano mai. La prima di esse comincia (per 0 = 0) dalla 
più grande delle frequenze Q, e © pge e la seconda da quella più pic- 
cola. Per 0 = 7/2 esse assumono, rispettivamente, i valori 


Olib = (Qe + Be)? (56,16) 


e @zip. Le frequenze @iib € ©2ip si chiamano, rispettivamente, fre- 
quenze ibride superiore e inferiore. Per Q2 > dhe (e, quindi, a priori 
Qi > oġ:) la seconda di esse è ozip = (0 550 p;)!/?. 

_-—————————— 


1) E da notare immediatamente che oscillazioni con la frequenza œ esistono 
di fatto solo in un intervallo ristretto di angoli in prossimità di r/2. Nella 
restante regione di angoli queste oscillazioni si smorzano fortemente per l'as- 
sorbimento ciclotronico alla risonanza ionica semplice. 
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La posizione delle frequenze w,, ©, 03 incide notevolmente sulla 
disposizione dei diversi rami dello spettro definito dall equazione 
della dispersione (56,5). In quanto equazione quadratica rispetto 
a (ck/w)?, essa ha due radici per œ e 8 dati. Seguendo (per 6 dato) 
ia variazione di queste radici come funzioni di œ che diventano infi- 
nite, è facile giungere alla fig. 19, nella quale è rappresentato sche- 
maticamente l'andamento di queste funzioni. I punti d’intersezione 
delle curve con l’asse delle ascisse sono definiti dall’equazione C=0, 


cioè da e) = 0 o e = g. La posizione di questi punti non dipende 
dall'angolo 8; uno di essi (la radice dell'equazione ey = 0) è sempre 
x 


pe 

Lo spettro delle autooscillazioni di un plasma magneticamente 
attivo contiene, quindi, in tutto cinque rami. Due di essi (il ramo I 
e il ramo II nella fig. 19) raggiungono la regione delle oscillazioni 
a bassa frequenza; i valori limite (per œ + 0) della velocità di fase 
in questi rami sono 


© \ ___ ma |cos 8j 2\ _ UA 
(+).= (1+u3/e8)1A * ( k lis (1 + uZ/c®*p/3 * (56,17) 
dove 
Bo 


Opi __ š 
ua =t -p, ~ GaNMyR ` (56,18) 


questa grandezza si chiama velocità di Van Alphen. Le espressioni 
(56,17) si ricavano facilmente dall’equazione (56,5) mediante le 
espressioni limite 


ui, Q? 
esita. ER? g-0(0). 


Per ua & c le velocità di fase (56,17) valgono, rispettivamente, 
ua |cos8 |e ua. Questi valori limite corrispondono alle onde esi- 
stenti in un plasma freddo secondo le equazioniordinarie della magne- 
toidrodinamica (si veda VIII, $ 69). Infatti, lo spettro delle onde 
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magnetoidrodinamiche contiene tre rami. {n tutti questi tre rami 
la funzione œ (k) è lineare, ma in generale dipende da k: 


(o/k) =u cos? 0, 
(0/4) = + {utt ua + [(u3+ u4)? — dui cos?6])!/8), (56,19) 


(0/4) = 3 {us+ ui — [(u2+ u3)? — dutut cos? 6)!/2), 


(us è la velocità del suono calcolata formalmente secondo la compres- 
sibilità adiabatica del mezzo). La velocità di fase del primo di 
questi rami (detti onde di Van Alphen) coincide direttamente con il 
valore limite della velocità del primo ramo (56,17). Per passare al 
plasma freddo nella seconda formula è necessario porre u, = Q 
(poiché nel gas us ~ (T/M)"?). In questo caso (w/k}y (le onde cor- 
rispondenti si chiamano onde magnetoacustiche veloci) coincide con 
il valore limite (%œ/k)ır. Per quanto riguarda il terzo ramo, (0/k)L 
(si chiama onda magnetoacustica lenta), la sua velocità si annulla per 
us —> 0 e perciò essa non esiste in un plasma freddo. Notiamo che l’ipo- 
tesi sulla temperatura fredda del plasma permette di trascurare la 
dispersione termica delle velocità degli ioni e di descriverle idrodina- 
micamente anche in assenza di urti. La condizione ua & € consente 
di trascurare le correnti di spostamento nelle equazioni della magne- 
toidrodinamica. 

Nel caso inverso di grandi frequenze le velocità di fase di due 
rami (IV e V) tendono ai valori w/k = c corrispondenti alle onde 
trasversali ad alta frequenza in un plasma isotropo, come deve essere 
in quanto per è ‘> Ope il campo magnetico è inessenziale. 

Soffermiamoci infine sul caso delle onde che si possono avere per 
Qe > O pe; la frequenza di risonanza ©, % © gg cos 9. Consideriamo 
pertanto la regione di frequenze intermedie (sul ramo II) tra O 
e 03% Ogi definita con le disuguaglianze 


Ogi K O <gecosì, 0 K opge (56,20) 


La condizione œ > © g; permette -di trascurare il contributo ionico 
a g, e in virtù della condizione œ < © pge Si avrà 


8s =ig = —i — (56,21) 


Per le condizioni (56,20) si avrà anche ey>g > e. 
La soluzione cercata dell'equazione di dispersione si ottiene 
in modo più diretto se quest'ultima si scrive nella forma 


[kesh — kakyesi— 2 ôap|=0, (56,22) 


e se nella (56,4) si passa dal tensore e,g al suo inverso (esprimendo 
cioè E nelle equazioni (57,3) in funzione di D). Le componenti del 


282 CAPITOLO V 


tensore inverso sono 
yer -1 - Pe, ins; . 
Erk = €y) = — E£, /8?, ez = 1/ej, E= — gi = i/g, 
e la più grande di esse è ex}. Trascurando le altre componenti (e con- 


siderando il piano xz passante per B, e k) otteniamo l’equazione di 
dispersione 


—0?/e  ikîlg 


—ik*lg —@?/e° = 
da cui 
B 0 
o = k?e? uri [cos 8| = acne k2. (56,23) 


‘Queste onde si dicono elicoidali ) e sono di origine puramente elet- 
tronica. 

Il nome di queste onde è legato al carattere della loro polarizza- 
zione. Per una scelta appropriata degli assi coordinati dall ugua- 
glianza kD = 0 (56,2) otteniamo 


D, sen 0 + D, cos 0 = Q. (56,24) 
Dalle equazioni (56,3) scritte nella forma 
2 - 
[Pea — kakyeb) De =- Dar (56,25) 
ricaviamo D, = —i | cos 8 | D,. Nella stessa approssimazione (con- 


servando cioè di tutte le ezg la sola ex,) il campo elettrico dell'onda 
si trova interamente nel piano xy perpendicolare a By: £, = 
= eD g = 0. Le componenti sono 


f Ex = &xyDy» E} = Ey Dy = Ezy D x 
e dalla (56,24) deriva 
E, = i | cos 9 | Ex- (56,26) 
In tal modo, londa è polarizzata ellitticamente nel piano perpen- 


dicolare a B,; per 0 = x/2 la polarizzazione diventa lineare. Nel 
sistema di coordinate Èy& con l’asse $ diretto lungo k abbiamo 


bio A pi e= Kage; (56,27) 


cos 8 v 


Il vettore E ruota attorno alla direzione k descrivendo un cono cir- 
colare. 

Notiamo che l’espressione (56,21) per ex, ha un significato fisico 
semplice. Per œ pe > @ (assieme alla condizione (52,17) ki Vre/O ge = 
= kr ye «1 sottintesa ovunque) si può supporre che il moto degli 
elettroni trasversale (rispetto a By) avvenga nel campo E costante 


1) Nelle applicazioni geofisiche si chiamano atmosferiche fischianti. 
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e omogeneo. Ma per il moto di una carica nei campi incrociati E e B, 
omogenei e costanti la velocità trasversale media (velocità di deriva 
elettrica) è 


v, = c [EB] 8? (56,28) 


(si veda II, $ 22). A questa velocità corrisponde precisamente l’espres- 
-sione (56,21). In tal modo, le onde elicoidali sono legate alla deriva 
elettrica degli elettroni nel plasma. 


$ 57. Influenza del moto termico sulla propagazione delle onde 
elettromagnetiche in un plasma magneticamente attivo 


Se si tiene conto del moto termico delle particelle, l'equazione di 
dispersione diventa, in generale, trascendente e conduce a un insieme 
non numerabile di rami della funzione œ (k). La maggior parte di 
queste oscillazioni, tuttavia, si smorza fortemente. Solo in casi ec- 
cezionali lo smorzamento è debole e le oscillazioni si possono propa- 
gare sotto forma di onde. A questi casi si riferiscono, prima di tutto, 
le onde studiate al paragrafo precedente, per le quali il moto termico 
(se le condizioni (52,17) e (53,17) sono soddisfatte) conduce soltanto 
a piccole correzioni alla legge della dispersione e a un piccolo coef- 
ficiente di smorzamento di Landau. 

Abbiamo visto, tuttavia, che per le onde in un plasma freddo 
esistono regioni di frequenze in cui il rapporto kc/œ diventa grande 
a piacere (gli intorni delle risonanze di plasma). Ma per k + co 
le condizioni (52,17) sono violate a priori in modo che è necessario 
tener conto del moto termico. Mostriamo ora che l'inclusione del 
moto termico già come piccola correzione alla costante dielettrica 
elimina la divergenza delle radici dell'equazione di dispersione 
e conduce ad alcune proprietà qualitativamente nuove dello spettro 
delle oscillazioni del plasma (B. N. German, 1956). In questo caso, 
come vedremo, possono ancora essere soddisfatte le condizioni che 
garantiscono che lo smorzamento di Landau sia esponenzialmente 
piccolo, in modo che è sempre possibile trascurare la parte antiher- 
mitiana egg. Per fissare le idee, tratteremo l’intorno delle risonanze 
di plasma ad alta frequenza, dove è sufficiente tener conto del moto 
termico dei soli elettroni. 

I termini correttivi in egg sono proporzionali a (kure) +). Le 
stesse correzioni compariranno anche nei coefficienti A, B, C del- 
l'equazione di dispersione (56,5). Se ci si propone di studiare solo 
la radice divergente di questa equazione, è sufficiente tener conto 
dei termini correttivi solo nel coefficiente A, che si annulla (senza 
correzioni) nel punto di risonanza. 


1) Essi si deducono dai termini del primo ordine nello sviluppo dell’espres- 
sione integranda nella (54,5) in potenze di #3. 
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Rappresentiamo questo coefficiente nell'intorno della frequenza 
di risonanza (di ©,, ad esempio) nella forma 


A=a (0-0) — A, (22 1 (57,1) 


Di 


Il secondo termine rappresenta la correzione proveniente dal moto 
termico. I coefficienti a, e Á, vanno considerati nel punto © = O4, 
in modo che non dipendono più dalla variabile œ (ma dipendono, ov- 
viamente, dalla direzione k, cioè dall'angolo 0). Ponendo ® = œ, 
anche nei coefficienti B e C (e indicando questi loro valori con B, 
e Cr), otteniamo l'equazione di dispersione nell’intorno della frequen- 
za di risonanza nella forma 
bre {ke \2]fkc\4 ke \2 

[an to-0)- 4-3 (0) E) +2:()°+0=0. 67,2) 

Cerchiamo la radice di questa equazione, che per Vre +0 si 
trasforma in 


(VITE 
w1 ~ ara)’ 
ovvero 
B, 0? 
v— Q= S: (57,3) 


Essendo (%c/@,)? grande in questa soluzione, per trovarla si deve 
omettere nella (57,2) il termine C,, non contenente la variabile grande 
suindicata. Allora otteniamo la seguente legge della dispersione: 


a 2a Air kvre \? B, A 2 
alan ada ca 


Qui si devono distinguere due casi a seconda del segno di 'A;, 
(le grandezze a, e B,, invece, sono sempre positive) 1). 

Nella fig. 20 la legge della dispersione (57,4) per A; œQ è rap- 
presentata dalla curva continua che interseca l’asse delle ascisse nel 


punto ?) 
o? Br 
red y sE. (57,5) 


Per vre +0 questo punto scompare a destra all'infinito e si torna 
alla curva corrispondente alla legge della dispersione (57,3) per un 
plasma freddo (la curva tratteggiata nella fig. 20). 


1) La positività di B, si vede facilmente dalle espressioni (56,6-7): esclu- 
dendo E, mediante la condizione A =0, troviamo B_=e3 tg? 04 g? sen? 0 > 
> 0. Dall’espressione (56,6) per A e dalle espressioni (52,11) per £} e j segue 
che 04/20 > 0; perciò è positivo anche a, = (94/90)y=0,- 


2) Notiamo che per questo k il rapporto kvrg/@, contiene (vre/c)!/2 e perciò 
è piccolo. Questa è la suddetta condizione di uno smorzamento di Landau piccolo. 
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È da notare che l'inclusione del moto termico implica, quindi, 
il prolungamento del ramo dello spettro delle oscillazioni alla re- 
gione œ > 0;. Nel limite di campo esterno nullo è questo ramo a cor- 
rispondere alle oscillazioni di plasma longitudinali ordinarie: in 
assenza di campo il coefficiente B, = 0, la frequenza ©; coincide 
con Q, e tutta la curva di dipendenza di œ — Q. da k? si riduce alla 
“retta uscente dall'origine delle coordinate, la cui equazione coinci- 
de con la (32,5) $). 

Se il moto termico viene trascurato, le oscillazioni nelle risonanze 
di plasma sono longitudinali. Sottolineiamo che con l'inclusione 


Fig. 20 Fig. 21 


della dispersione spaziale questa proprietà, a rigore, scompare: 
la grandezza A = eagfakg/k® = e; diventa dipendente da k e l ugua- 
glianza e, = 0 (condizione per la longitudinalità delle oscillazioni) 
non è più compatibile con il legame tra le stesse variabili œ, k, 0 
definito dall’equazione di dispersione. Come nei punti stessi delle 
risonanze di plasma (che in generale perdono la loro distinguibilità) 
anche nei loro intorni le onde restano, tuttavia, quasi longitudinali: 
essendo piccolo A e lenta l'onda (piccolo w/kc), la componente tra- 
sversale E) è piccola (secondo la (32,10)) rispetto a El). 

Torniamo alcaso A,, < 0. Il carattere della dipendenza di œ — œ; 
da k per questo caso è rappresentato nella fig. 21. La curva non entra 
nella regione œ > ©, piegandosi indietro nel punto di massimo con 
le coordinate 

pe (LI), o_o = I (Arl B)". (57,6) 


CUTE [Axrl arl 


1) Ciò premesso, le onde corrispondenti (in un plasma magneticamente 
attivo) al tratto superiore della curva continua nella fig. 20 si chiamano onde 
di plasma, a differenza di quelle ordinarie o straordinarie corrispondenti al trat- 
to inferiore di questa curva. Sottolineiamo, tuttavia, la convenzionalità di 

uesta terminologia: abbiamo a che fare infatti con un unico ramo dello spettro 
delle oscillazioni, il cui punto di intersezione con l’asse delle ascisse (w = ©) 
non ha niente di speciale. 
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Per vre + 0 questo punto si allontana a destra all'infinito, avvicinan- 
dosi contemporaneamente all’asse delle ascisse e ritorniamo così 
alla curva della legge (57,3). 

A titolo di ulteriore esempio consideriamo le onde trasversali 
in prossimità della risonanza ciclotronica elettronica che si propa- 
gano lungo il campo magnetico. Trascurando il moto termico, la 
legge di dispersione di queste onde è data dalla formula (56, 9) (con 
i segni inferiori), dove nell'intorno del punto œ = © pge si ha !) 


O= Ope (4 Dr (57,7) 


k2c? 


(inoltre ke > Qe) e tutto lo spettro giace per © < 0 ge 

Lo studio di queste onde con l'inclusione del moto termico degli 
elettroni richiede di costruire un'equazione della dispersione con il 
tensore delle costanti dielettriche (55,7) riferite appunto alla regione 
della risonanza ciclotronica ?). Sviluppando il determinante (56,4) 
(con il vettore k diretto lungo l’asse z), otteniamo 


bei dpi, (57,8) 


© (0— Oge) V2 kvre 


All'esterno della linea dell’assorbimento di risonanza, cioè per 
| © ge — © | D Evre (ma, ovviamente, come prima | @ ge — o0 | & 
< 0 ge) questa relazione assume la forma 


Ha _ VE (ap 
o, — lar EP +i 2 ie exp (— 2ko ). 


Di qui si riottiene la legge della dispersione (57,7) per la parte reale 
della frequenza e l’espressione 


v= Ton e (Le)'exp {4 (2e) (22) (67,9 


per il coefficiente di smorzamento di Landau. 

All ulteriore avvicinarsi di œ a © ge, nella regione | © ge — 0 | & 
< kvre il coefficiente di smorzamento cresce diventando comparabile 
con la frequenza stessa œ; in questa regione non si può più parlare di 
propagazione di onde. 


1) Per fissare le idee, supponiamo che non soltanto ©ge — © < Ope, ma 
anche Q, > © pge in modo che si può trascurare a priori l’unità a secondo membro 
della (56, 9). 

2) Ricordiamo che le formule (55,7) suppongono anche che sia soddisfatta 
la condizione (55,4), cioè O pge > vr 
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$ 58. Equazioni idrodinamiche di un plasma magneticamente attivo 


Se le dimensioni spaziali caratteristiche L, in un plasma in moto 
sono grandi rispetto alle lunghezze del cammino libero 


Ll, (58,1) 


allora si può supporre che, grazie agli urti, in ogni piccola parte del 
plasma si stabilisca l'equilibrio termodinamico, con proprie condi- 
zioni locali di temperatura (uguali per elettroni e ioni), di pressione, 
ecc. In questi casi il moto del plasma può essere descritto dalle equa- 
zioni idrodinamiche macroscopiche. 

Le equazioni della magnetoidrodinamica sono state dedotte in 
VIII, $$65, 66, dove si è supposto, tuttavia, chei coefficienti cinetici 
del mezzo (la viscosità, la conducibilità termica) fossero indipendenti 
dal campo magnetico. A tal fine nel plasma devono essere soddisfatte 
le condizioni 


Vi D Ogis Ve © Ope 
(la seconda condizione deriva dalla prima). Queste condizioni diven- 
tano spesso troppo rigide, per cui è necessario costruire equazioni 
idrodinamiche esenti dalle restrizioni suindicate 1). 


L'equazione di continuità per la densità della massa p conserva, 
ovviamente, la sua forma usuale 


2 t divpV=0, (58,2) 
dove V è la velocità macroscopica. Restano immutate anche l’equa- 
zione di Navier-Stokes 


Va 
Pai 


i du ĉo 
+(VWVa] taz r UBle=— (88:3) 


e l'equazione di conservazione dell'energia 
ð | pv? By 
a (F toU +i) = 
y2 
= — div[pV (T+ w) — (0V+7-[EB]+q], (58,4) 


dove oag è il tensore degli sforzi viscosi; (o'V) indica il vettore con 
componenti Cag Vg; q è la densità del flusso d’energia che include sia 
la parte dissipativa, legata alla conducibilità termica e ai fenomeni 
termoelettrici, sia il trasporto di energia da parte della corrente per 
convezione (si veda più avanti la definizione (58,8)); U e W sono 
l'energia interna e la funzione termica del mezzo, riferite all'unità 


1) Inoltre, in VIII, $$ 65, 66 nelle equazioni sono stati omessi i termini 
che descrivono l’effetto termoelettrico. 
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di massa. Il tensore oag e il vettore q devono essere espressi in fun- 
zione dei gradienti delle grandezze termodinamiche e della velocità; 
la forma di queste espressioni dipende appunto dal campo magnetico. 

L'equazione (58,3) richiede la seguente osservazione. In essa è in- 
clusa la forza esercitata sul plasma da parte del campo magnetico 
(l’ultimo termine a secondo membro), ma viene omessa la forza 


e (N; N E 


esercitata da parte del campo elettrico. In questo caso l’omissione 
è giustificata: dalla condizione (58,1) segue che per di più L >a 
e perciò il plasma è quasi-neutro, poiché si può porre zN ; = Ne 
e nel plasma non esistono cariche non compensate 1). 

Alle equazioni (58,2-4) si devono aggiungere le equazioni di Max- 
well per il campo elettromagnetico quasi-stazionario (equazioni senza 
corrente di spostamento): 


rtE=-1 2È, divB=0, rotB=-j (58,5) 
Ricordiamo che la quasi-stazionarietà del campo significa che la 
frequenza di variazione œ è piccola nel senso œw < c/L. In questo caso 
il campo elettrico, indotto dal campo magnetico variabile, è E ~ 
~ @0LB/c & B; questa è la regione per cui nella (58,4) bisogna tener 
conto della densità di energia del solo campo magnetico, e non di 
«quello elettrico. Notiamo anche che l’omissione della corrente di spo- 
stamento si trova in accordo con l'ipotesi che il plasma sia quasi- 
neutro: dall'ultima delle equazioni (58,5) deriva div į = 0. 

Infine, si deve associare un'equazione, che esprima la « legge 
generalizzata di Ohm », della forma 


E+-4[vB]=F, (58,6) 


dove F è una combinazione lineare della corrente j e dei gradienti 
delle grandezze termodinamiche. Ricordiamo (si veda VIII, $ 63) 
che l'origine della combinazione di E e B a primo membro della 
(58,6) è legata alla trasformazione di E al passaggio dal sistema a ripo- 
so di un dato elemento di volume del mezzo al sistema di riferimento 
in cui questo elemento si muove con la velocità V. 

In un plasma quasi-neutro la concentrazione relativa delle sue. 
componenti (elettroni e ioni) rappresenta una grandezza invariata 
(N./N; = z). Perciò solo la temperatura e la pressione sono variabili 


1) Questo ragionamento è basato sulla disuguaglianza l > a. Ricordiamo 
che ovunque abbiamo a che fare con un plasma completamente ionizzato. In 
un plasma parzialmente ionizzato la disuguaglianza l > a può essere non soddi- 
sfatta per la diminuzione della lunghezza del cammino libero, grazie agli urti 
con atomi neutri, e allora la condizione l > a va considerata come una condi- 
zione supplementare, necessaria per poter trascurare la forza elettrica di volume. 
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termodinamiche indipendenti; il problema di esprimere F e q in 
funzione dei gradienti di queste grandezze (e della corrente į) coincide 
formalmente con lo stesso problema nella teoria degli effetti termo- 
galvanomagnetici nei metalli (si veda VIII, $ 27) 3). 

Le relazioni tra j e q, da una parte, e il campo e i gradienti delle 
grandezze termodinamiche, dall’altra parte, si scrivono in una forma, 
che generalizza le relazioni (44,12-13): 


1 ô EEA ôT 
Faty = 0abija + Qag Jrg? (58,7) 
e > . ôT 
Ia = — ia + Basie — Has gar (58,8) 


Qui ue è il potenziale chimico degli elettroni e i tensori Cap Caf: 
Bag dipendono dal campo magnetico B, come da un parametro. La 
mancanza del termine —j a primo membro della (58,8) (cfr. la (44,13)) 
è dovuta al fatto che la grandezza ọj è inclusa già nella (58,4) mediante 
il vettore di Poynting nella densità del flusso d'energia. È facile 
vederlo trasformando mediante le equazioni de Maxwell (58,5) la 
sua divergenza; nel caso stazionario, considerato nel $ 44, abbiamo 


— div [EB] = jE = — div (gî). 


Quindi, il flusso d'energia q nella (58,8) non contiene più il trasporto 
di energia —eg da parte delle particelle. 

In virtù del principio di Onsager i coefficienti nelle relazioni 
(58,7-8) sono legati mutuamente dalle relazioni 


Gap (B) = Oga (—B), xag (B) = xga (—B), (58,9) 
Bag (B) = Taga (—B). (58,10) 


Poiché B è l’unico parametro vettoriale a nostra disposizione, la 
dipendenza dei tensori dalla direzione b = B/B può essere scritta 
nella forma generale 


Qan (B) = 2,628 + Agbabg + A3eapy0y (58,11) 


(e analogamente per gli altri tensori), dove i coefficienti scalari Qis 
Œz, Œz sono funzioni del modulo del campo B. Questa dipendenza sod- 
disfa la condizione di simmetria rispetto all’inversione: B, vettore 
assiale, e le sue componenti non cambiano di segno per inversione, 
come deve essere per le componenti dei tensori propri agg, . . . È da 
notare che le espressioni della forma (58,11) soddisfano automatica- 
mente le relazioni (58,9) e la (58,10) diventa 


Bag (B) = Taag (B). (58,42) 
1) Ricordiamo di nuovo che si tratta di plasma completamente ionizzato. 


L'esistenza di più specie di particelle pesanti (ioni diversi, atomi neutri) ri- 
chiederebbe di tener conto dei processi di diffusione corrispondenti. 
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Nell’applicazione concreta delle espressioni (58,7-8) nella magne- 
toidrodinamica è più comodo esprimere il gradiente del potenziale 
chimico in funzione dei gradienti della pressione e della temperatura 
mediante le relazioni 


4 
VEe = —SVT+77 VPo He = We — T Ses 


dove Pe = NeT = Pz/(1 + z) è la pressione parziale degli elettroni 
nel plasma, Se ew, sono l'entropia e la funzione termica della compo- 
nente elettronica del plasma, riferite a una sola particella. Riscri- 
viamo infine le relazioni (58,7-8) nella forma vettoriale seguente: 


1 1 
E+- IVB] + 777 VPe= 


= +49 [Bi] +a (V7)n +0, (VT). +4 [BVT], (58,13) 


Ti 


a+ Ze j=ayTinto,Ti, + 
+ ST [Bil—x%y(V7)p—x1(VT))+£[BVT], (58,14) 


dove si sono introdotte nuove notazioni per i coefficienti (sono tutti 
funzioni di B) e gli indici || e L indicano le componenti longitudinali 
e trasversali dei vettori rispetto a B. La definizione del coefficiente 
ay nella (58,13) differisce dalla sua definizione nella (58,7) per 
l'inclusione in esso della grandezza se/e. I coefficienti R, £’, £ 
descrivono rispettivamente i cosiddetti effetti Hall, Nernst e Leduc- 
Righi. Ricordiamo anche che i termini 2 [Bi] nella (58,13) e £ [BVT] 
nella (58,14) rappresentano gli effetti cinetici senza dissipazione; 
essi scompaiono dai prodotti Ej e qV7 e perciò non sono legati all’a- 
umento dell’entropia. 

Quanto al tensore degli sforzi viscosi ogg, la sua espressione gene- 
rale in funzione dei gradienti della velocità macroscopica è stata già 
dedotta al $ 13. Applicandola a un plasma, questa espressione si sem- 
plifica un po’, poiché ambedue i coefficienti della viscosità seconda 
t e ġ, si annullano. L'annullarsi del coefficiente ¢ è una proprietà 
generale di tutti i gas monoatomici, cui si riferisce anche un plasma. 
La scomparsa del termine con È, verrà spiegata al prossimo paragrafo. 

È opportuno raggruppare un po’ gli altri termini nella (13,18) 
tenendo presente che in un plasma l'influenza del campo magnetico 
sulla viscosità è, in generale, un effetto forte (e non debole come 
in un gas neutro); perciò non ha senso mettere in risalto il coefficiente 
di viscosità ordinario n. Rappresentiamo qui oag in una forma che 
differisce dalla (13,18) solo per la sostituzione del termine contenente 
n con il termine 


ducde 
no (3baba — Sap) (DyboVrs — div V), (58,15) 
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dove (al posto di h) b = B/B; per l'opportunità di questa defini- 
zione di no si veda più avanti la nota a pag. 301. 

Se l’asse z è diretto nella direzione b, le componenti del tensore 
degli sforzi assumono la forma 


’ 4. 36 
Ox: = — No (V:-+ div v) -+ n (Vax nora Vyy) + 203Vay» 
Le 
Oyy = — No (Va — -5 div v) + na (Vas Vyy) —2NV zyr 


a= 2m, (VG div V), (58,16) 
Oxy = 2N V ey — N3 (Vee Vu)» 
Ozz = 29Vaz + 2aVyas 
Oyz = 29Vyz — 2N V zzo 


$ 59. Coefficienti cinetici di un plasma in un campo magnetico forte 


Per il calcolo dei coefficienti cinetici di un plasma magnetica- 
mente attivo è necessario, come al solito, cercare le funzioni di distri- 
buzione delle particelle nella forma f = fo + ôfy dove ôf è una 
piccola correzione alla distribuzione d’equilibrio locale, proporzionale 
al corrispondente gradiente delle grandezze termodinamiche. Con la 
sostituzione di questa espressione nell'equazione cinetica, ad esem- 
pio, per gli elettroni 


ôf óf ð e ô 

a Hve eE E vB east, (591) 
poniamo fe = foe nei primi tre termini a primo membro. Inoltre il 
quarto termine si annulla (poiché il vettore df,e/0p è diretto lungo v); 
Perciò si deve conservare il termine con éf. e, quindi, troviamo 
la seguente espressione per ôf, 1): 


ô foe ôfoe ô ô 
Jhe pv Tie optie — E pvp] Tile 418ta), (59,2) 


dove 7 è l'integrale degli urti linearizzato. 

Notiamo, prima di tutto, che i coefficienti di conducibilità longi- 
tudinale elettrica 0| e termica xy non dipendono in generale da B, 
restando uguali ai loro valori in assenza di campo magnetico (cioè o 
e x sono scalari ordinari). Infatti, da considerazioni di simmetria, 
è evidente a priori che per coincidenza delle direzioni dei vettori 
E o VT con la direzione di B la funzione di distribuzione ôf non 


1) Ricordiamo che, nel calcolare la costante dielettrica del plasma al $ 29, 
il termine contenente il campo magnetico in questa equazione è stato omesso, 
poiché per E e B piccoli esso è un infinitesimo del secondo ordine. Nel problema 
qui in esame il campo magnetico B (contrariamente al campo elettrico E) non 
è supposto affatto piccolo. 


Es 
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dipende dall'angolo ọ di rotazione della velocità trasversale v; nel 
piano perpendicolare al campo B. Fra l’altro, 


e, di conseguenza, per ô ôf/ðp = 0 il campo magnetico scompare in 
generale dall’equazione cinetica !). 

Per la stessa ragione resta indipendente dal campo magnetico 
(e quindi coincide con la viscosità ordinaria n) anche il coefficiente 
di viscosità mp, cioè il coefficiente che definisce gli sforzi viscosi 
dap, quando la velocità V è diretta lungo B (l’asse z) e dipende solo 
dalla coordinata z; in questo caso nelle espressioni (58,16) restano 
unicamente i termini contenenti 

, (d r 2 dV 
Oxx = Oyy = — 3 Sx — Nor: 

Infine, dovrebbe essere indipendente dal campo il coefficiente È, 
che per la distribuzione della velocità suindicata porterebbe al ten- 
sore degli sforzi il contributo 

o = = = 
Ma poiché in assenza di campo questo effetto in generale non esiste, 
quindi %, = 0 anche se il campo esiste 2). (Sottolineiamo che questa 
causa non è dovuta al fatto che il plasma è non relativistico, in modo 
che l'uguaglianza &, = 0 sarebbe valida anche nel caso relativistico 
a differenza del coefficiente ¢ che è non nullo.) 

Il calcolo degli altri coefficienti cinetici si può effettuare in forma 
analitica, nel caso limite di campi magnetici forti in cui (per ogni 
specie di particelle) la frequenza di Larmor © g > v. In queste condi- 
zioni gli urti svolgono il ruolo di piccola correzione 3). 


Conduttività elettrica 


Iniziamo dal calcolo dei coefficienti che definiscono la corrente 
elettrica nel plasma. È comodo eseguire questi calcoli nel sistema 
di riferimento in cui il dato elemento di volume del plasma è a riposo. 


1) Sottolineiamo, tuttavia, che questi ragionamenti (e quelli analoghi più 
avanti) suppongono che il processo di diffusione delle particelle non dipenda 
dal campo magnetico. A tale scopo è necessario che il campo magnetico soddisfi 
la disuguaglianza (59,10); si veda più avanti. 

2) È da notare ancora una volta che tutte queste affermazioni sono legate 
alla forma del termine contenente B nell'equazione cinetica (59,2). Esse non si rife- 
riscono perciò a un gas ordinario, le cui molecole hanno un momento magnetico, 
mediante il quale (e non mediante la carica delle particelle come nel plasma) 
si realizza l'interazione con il campo magnetico. 

3) I coefficienti cinetici di un plasma magneticamente attivo sono stati 
calcolati da R. Landshoff (1949), E. S. Fradkin (1954) e S. I. Braginskij (1952). 
Il metodo analitico qui esposto appartiene a I. E. Tamm (1951). 
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Trascurando le grandezze ~ m/M, si può ritenere questo sistema 
coincidente con il sistema a riposo della componente ionica. La cor- 
rente elettrica in questo sistema è puramente elettronica. Perciò 
si deve risolvere solo l'equazione cinetica per gli elettroni. 

Il primo membro dell’equazione cinetica dovrebbe essere trasfor» 
mato mediante le equazioni idrodinamiche, così come è stato fatta 
al $ 6 per il gas ordinario. Inoltre la velocità macroscopica nel punto 
considerato, nel sistema di riferimento prescelto, è nulla (ma, ovvia- 
mente, non le sue derivate) 1). 

In questo caso (per gli elettroni) non c’è bisogno di effettuare 
completamente i detti calcoli. Osserviamo, prima di tutto, che in 
generale si può omettere il termine ô 6f./0t. La derivazione rispetto 
al tempo conduce alla comparsa di termini con le derivate oTlat, 
ðP/ðt e ðV/ðt. Le prime due di queste derivate si esprimono in fun- 
zione dello scalare div V (cfr. la (6,16)); ma questi termini, come sap- 
piamo già, nel caso di un gas monoatomico (quale è un plasma) si eli- 
dono lo stesso. Quanto alla derivata 9V/dt, espressa mediante l’equa- 
zione idrodinamica (58,3), essa contiene il fattore 1/0, cioè il fattore 
1/M; l'inclusione di questi termini nell’equazione cinetica condur- 
rebbe soltanto a correzioni —m/M, che non ci interessano. In se~ 
guito, si può porre E = 0 nella (59,2), poiché è noto a priori che E 
può figurare nella corrente cercata j soltanto sotto forma della somma 


1 
E+ N; VP. 


Infine, poiché non ci proponiamo di calcolare i coefficienti cinetici 
« longitudinali » (04, xy, no) indipendenti dal campo, si possono 
supporre tutte le grandezze termodinamiche del plasma dipendenti 
solo dalle coordinate nel piano perpendicolare alla direzione B. 
Indicando con V_ l'operatore di derivazione in questo piano, scri. 
viamo quindi l'equazione cinetica nella forma 


(YV a) foe = [vB] 2P 41 (òfo). (59,3) 


Questa equazione, a sua volta, si può risolvere con il metodo 
delle approssimazioni successive secondo le potenze di 1/0 ge. Alla 
prima approssimazione (indichiamola con l'indice (4)) corrisponde 
la mancanza assoluta dell’integrale degli urti, cioè l'equazione 


ð bf 4 
[vb] = (VV) foe (59,4) 
(b = B/B). La soluzione di questa equazione è 
€ 1 
öf? = Saa Y [bV 1 foel)» (59,5) 


1) Ciò è stato già supposto di fatto sopra, dove si è usata la coincidenza dej 
versi dei vettori df/dp e V. 
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il che è facile provare per sostituzione diretta. È evidente a priori 
che essa consente di calcolare solo i coefficienti cinetici non dissi- 
pativi: in assenza di urti non esiste dissipazione d'energia. 

La densità della corrente elettrica è data dall’integrale 


j=—e f v 6f, dp. (59,6) 
Sostituendovi la (59,5) scriviamo 
jo =- (IbV.](v) v) Ne = -p [bVL1 Ne (03, 


dove la media si calcola in base alla distribuzione maxwelliana. Ot- 
teniamo infine 


j9 = [bviP.] ViP,=—È [bj]. (59,7) 


Confrontando questa espressione con la definizione del coefficiente 
A nella (58,13) abbiamo 


B = A/N ec. (59,8) 


Nell’approssimazione successiva cerchiamo la soluzione dell’equa- 
zione (59,3) nella forma 6f, = 6f + 8f” e per ôf? troviamo l’equa- 
zione 
a Bf» 


O pe [vb] dv 


=—1(61)= LI (V [bV a] foe) (59,9) 


(è impossibile portare fuori l'operatore V, dal segno di I, poiché. 
nell integrale degli urti linearizzato l’espressione integranda contiene 
nei coefficienti grandezze dipendenti dalle coordinate, per esempio 
i) 
Come è stato convenuto, il campo magnetico è supposto così 
forte che © pge > ve. Inoltre, in questo paragrafo, tuttavia suppor- 
remo al tempo stesso che 


TBe = Vrel® Be PD de (59,10) 


(cioè © ze « Qe), il che limita la grandezza del campo superior- 
mente. Se questa condizione è soddisfatta, il campo quasi non in- 
curva le traiettorie degli elettroni (e tanto meno degli ioni) nella 
regione degli urti e, quindi, non incide sul processo di urto. In altre 
parole, l operatore J non dipende esplicitamente dal campo. Ma al- 
lora, per considerazioni di simmetria, il secondo membro dell’equa- 
zione (59,9) deve avere una struttura vettoriale della forma 
(v [bV ]) p(v2); rispetto alla variabile v questa struttura è identica 
a quella del secondo membro della (59,4), dove al posto diV, figura 


PLASMA IN UN CAMPO MAGNETICO 295 
[by,]. Perciò la soluzione dell'equazione (59,9) è 
1 1 
6fe a Oe I (v [b [bV 4]] foe) m Ohe I (VY 1foe)- (59,11) 


Nel calcolare la corrente il contributo non nullo proviene unica- 
mente dagli urti ei. Infatti, poiché nelle condizioni considerate gli 
urti rappresentano un piccolo effetto, il contributo dagli urti ee 
e ei si può includere separatamente. Ciò significa, ad esempio, che il 
contributo proveniente dagli urti ee si calcola in base alla distribu- 
zione che si ottiene risolvendo l'equazione cinetica, al secondo 
membro della quale figura l'integrale solo di questi urti, come se 
gli elettroni in generale non urtassero con gli ioni. Ma allora l'integrale 


| vôf?dp, con la funzione ôf” nella forma (59,11), si annulla poiché, 


in virtù della legge della conservazione della quantità di moto, per 
urti per una funzione di distribuzione f, arbitraria abbiamo 


f vste fed’p =0 


(cfr. il § 5). 
Quindi, nel calcolare la corrente elettrica si deve intendere nella 


Dea il simbolo / come integrale degli urti elettrone-ione. Inol- 
tre, 


Lei (VV Lfoe) = —Vei (V) (VV) foes (59,12) 
dove |secondo la (44,3) 
Ne e 
va 0) e, 


Il contributo alla corrente dalla distribuzione (59,11-12) vale 


eNe 4 V 27 ze LeN P 
j = dor, VI (vve 1 (0) = rn © Va e. (09:13) 


Per calcolare i coefficienti cinetici cercati si deve sostituire la 
corrente jı = j°° + į?” nell’uguaglianza (58,43) 


AVP, = lE + AB Idi +e T+SBVT] 6910 


che definisce questi coefficienti. Ponendo dapprima VT =0 eri- 
unendo i termini dell’ordine di 1/@ se, troviamo che 


i/o; + AB [bj®] = 0, 


1) Cfr. la formula (44,1). Ricordiamo che l’espressione di questa forma per 
St f è valida se gli urti avvengono con particelle che si possono supporre fisse 
e se ôf ha la forma (vA) g (v), dove A è un vettore costante. Nel caso considerato 
l’operatore vettoriale V} svolge il ruolo di A. 
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da cui 
ce, (59,15) 
dove ve; (senza indicare l'argomento) significa 
Vei = Vet (Vre) = Eden, (59,16) 


La grandezza (59,15) è dello stesso ordine della conduttività (43,8) 
in assenza di campo, con cui nel caso in esame coincide anche Oj. 

Analogamente, ponendo nella (59,14) VP, = 0 e riunendo di 
nuovo i termini 1/0 se, otteniamo 


AB Ibj®] + SB IbyT] = 0, 


da cui 
E Vei Lr SeNe © i 
S= (20)? meo, —20,B3° (99,17) 


Quanto al coefficiente a; , esso compare soltanto nell’approssima- 
zione successiva rispetto a 1/0, e vale (per z = 1) 


a, = 0,36 (ve;/0 pe)”. (59,18) 


Conducibilità termica elettronica 


11 flusso di calore nel plasma è composto di una parte elettronica 
e di una ionica; consideriamo dapprima la parte elettronica. 
Il flusso di calore elettronico si calcola come integrale: 


= f vv ôfed3p. (59,19) 


In prima approssimazione rispetto a 1/0 ge, sostituendovi la (59,5), 
troviamo 

m 
20 pe 


D a 
qe = — 


(bY 1] (v) vo?) Ne = — gazz [bV] Ne (08), 


5 à 5cP 
de = 7 DVL] PeT = AO p VaT] (59,20) 


dove w, = 5T/2 è la funzione termica elettronica riferita a un elet- 
trone. Confrontando con la definizione del coefficiente £ nella (58,14) 
otteniamo 


dle (59,21) 


Nell approssimazione successiva l'integrale (59,19) deve essere 
calcolato con la funzione di distribuzione (59,11). Tuttavia, al flusso 
di calore danno un contributo sia gli urti ei che quelli ee. Nel primo 
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caso ricorriamo di nuovo alle espressioni (59,11-12) e troviamo 
mNo 


ged TT 607 Vi (WAV; (7), 
_ da cui 
qe? = A ete Vitt (59,22) 


VT 

Per ricavare da qui la parte corrispondente del coefficiente di 
conducibilità termica x| si deve, tuttavia, tener conto anche della 
condizione j = į® + j® = 0 poiché, in accordo con la (58,14), 
x, è definito in base al flusso di calore in assenza di corrente. Con 
l’aiuto delle formule (59,7) e (59,13) troviamo che tale condizione 
implica la seguente relazione tra i gradienti della pressione e della 
‘temperatura: 


A Neve __ 
B [bV] Pe] = Za mob, VAWA 


(nei calcoli trascuriamo ovunque i termini di ordine superiore rispet- 
to a 1/0 ge). Galcolando mediante questa relazione la somma gi + 
+ ql, abbiamo 


13 NeTv 
(ei) — 19 Let Vei 59,23) 
“Le 6V2r MOR, ` ( ) 


Questa formula ha un significato fisico semplice. Il coefficiente 
di conducibilità termica come ordine di grandezza deve valere x, ~ 
~ CD), dove Ce ~ N, è il calore specifico degli elettroni nell'unità 
di volume e D, il coefficiente di diffusione degli elettroni in dire- 
zione trasversale al campo magnetico. Questo coefficiente è stimato, 
a sua volta, come ((Az)?)/8t, dove ((Ax)?) è il quadrato medio dello 
spostamento durante il tempo ôt. Nel campo magnetico lo sposta- 
mento in direzione perpendicolare si produce soltanto per urti,- 
quando l’elettrone si sposta a una distanza ~r pe. Perciò Di ~ Veil'he, 
da cui si ottiene la (59,23). 

Consideriamo il contributo proveniente dagli urti ee. I calcoli 
in questo caso sono più complicati e ne diamo solo le linee generali. 

Nella funzione (59,11) con / si deve ora intendere l'integrale degli 
urti di Landau linearizzato 


Icedfe = — divp sl), 
dove 
8a — Val ô ôf; ôfo 
(ee) __ 0.04 Wan Wap e de _ 
Sa = 2re Lo f <a a topi fe TA 


e ô Ôfe r foe 3p’ . 
= fi — spe} a p' (59,24) 
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{w = v — v’). L'integrale (59,19) con questa funzione di distribu- 
zione, dopo integrazione per parti, diventa 


4 
Comi ( seo 2v (vst) dip. (59,25) 


Il coefficiente in questa formula è scritto in modo tale che con ôfe 
nella (59,24) si deve ora intendere la funzione (vV.1) foe Inoltre, 
è sufficiente applicare la derivazione V, solo alla temperatura T 
nell’esponente della funzione maxwelliana foe: 


2 
(VV 1) Foe > foe 7 (vVi7); 


i termini, provenienti dalla derivazione del fattore davanti all’espo- 
nente, si elidono a vicenda !). 
Dopo un calcolo semplice, anche se abbastanza lungo, l’integrale 
(59,25) si riduce alla forma —x{? VT, dove ?) 
` le — nLeet 


2 
le — 320%, | {uv +- Ja (P) foe (p') d*p d?p’; 


qui w = v — v’, V = (v + v')/2 e i puntini di sospensione tra 
parentesi graffe indicano i termini che contengono le potenze dispari 
di wV e si annullano per integrazione. Osservando che 

5 


foe (P) fue (P') Se (- 7-7)» 


e integrando rispetto a d'p d'p’, otteniamo infine 
p œp 


2 NeTv 
(ce) ne ee. 
uso = sya mob, E (59,26) 
-dove 
Anet N eL 
Vee = miT (59,27) 


Quindi, tutto il contributo elettronico alla conducibilità termica 
trasversale vale 


13 


Conducibilità termica ionica 


Notiamo prima di tutto che la condizione per poter applicare 
l’approssimazione considerata per gli urti ii, © gi > Vi è più forte 
di quella per gli elettroni. Poiché vii ~ vee (M/M)!® e ogi ~ 


1) Questa circostanza è evidente a priori come conseguenza della proprietà 
generale indicata al $ 6: l'integrale degli urti di particelle identiche sì annulla 
per funzione della forma vfo- 

2) Il gradiente della pressione non compare qui, e perciò non c'è bisogno di 
escluderlo mediante la condizione j = 0. 
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~ 0pen/M, allora da 0g; > vi; segue la disuguaglianza © x, > 
> Vee (M/m)!!?, che è più forte della disuguaglianza © pe > Vos; 
quanto alla condizione r p; > a, essa si verifica a priori essendo più 
debole della (59,10) - 

L'equazione cinetica per gli ioni è analoga all’equazione (59,2): 


fat pq foi foi _ _ ze ê öf: 
Tuttavia, se trasformiamo il primo membro, la situazione differisce 
dal caso elettronico. Ponendovi 


N M 
fau = AFMA exp {-7 (v— v} ’ 


dobbiamo ora derivare V rispetto a # (e dopo porre nuovamente, in 
forza del sistema di riferimento in esame, V = 0). Per V = 0 ab- 
biamo, in accordo con l'equazione idrodinamica del moto, 


dV 1 4 e 
Crm micia [iB], 


dove la pressione è P = P, + P; e la densità p = N;M. In seguito 
l'equazione cinetica assume la forma 


YVifa— Ker v (VaP—4{iB1) = =- (vB) SÉ 41 (87), (59,30) 
dove nuovamente (come nella (59,3)) abbiamo posto E = 0 e scritto 
Vi al posto di Ẹ 1). 

Risolviamo l'equazione (59,30) con il metodo delle approssima- 
zioni successive rispetto a 1/0g;. In prima approssimazione, analoga- 
mente alla (59,5), otteniamo 


1 (v [b, Vafu— Fi ViP + A [BI |) £ 


Mpi 


6; = 


Ma in questa approssimazione, secondo la (59,7), abbiamo VP. = 
= [{B]/c in modo che 


6 = (v[b Vafa -4 viP,]). (59,34) 


Questa funzione di distribuzione, ovviamente, non fornisce un 
contributo alla corrente { 6fi” v d*p = 0, come deve essere nel sistema 
di riferimento, in cui la componente ionica del plasma si trova a ripo- 


1) Nel caso elettronico il secondo termine a primo membro conterrebbe al 
posto di M/p il fattore m/p = m/ MN; che si potrebbe trascurare. 
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so. Per il flusso di calore, invece, troviamo 


aP =% f vojPap = 


M t 5cP; 
= popi [> Ye (Ma P a viPi|= xo [BVT], 
da cui 
5eN;T L 
L= Tr = -5 ; (59,32) 


Per il calcolo del flusso di calore nell’approssimazione successiva 
sono fondamentali solo gli urti ii, in quanto gli urti ie danno un con- 
tributo di ~ (m/M)"? volte inferiore a causa della piccola variazione 
della quantità di moto degli ioni per urti con un elettrone. I calcoli 
corrispondenti sono completamente analoghi a quelli eseguiti sopra 
per gli urti ee !). La parte ionica della conducibilità termica si ot- 
tiene perciò dalla (59,26) sostituendovi le grandezze elettroniche con 
quelle ioniche: 

2N;Tvii 4nz%eiLiN; 
UT Va Mo! VT MARA > (59,33) 

Dal confronto tra le (59,33) e (59,23) risulta che (per z ~ 1)x1i ~ 
~ %1e (Mim)!?. Quindi, in campi così grandi che © g: > vii, la con- 
ducibilità termica trasversale in pratica è interamente ionica. La 
conducibilità termica elettronica è comparabile con quella ionica al- 
lorché œ pg; ~ (m/M)Y4 vi; (per il confronto si deve tener conto che 
in questi campi si può trascurare l'influenza del campo magnetico 
su x;). Per campi ancora più piccoli il contributo ionico a x, diventa 
inessenziale; se in questo caso O ge > Vee, allora x, è definito dalla 
formula (59,28). 


Viscosità 


La quantità di moto di un plasma in moto è concentrata soprat- 
‘tutto negli ioni e perciò la viscosità è definita dalla funzione di di- 
stribuzione ionica. Inoltre, poiché gli urti di uno ione con gli elettroni 
ne cambiano poco la quantità di moto ionico, nell’equazione cine- 
__tica si devono includere solo gli urti ione-ione. 

Il primo membro dell’equazione cinetica (59,29) si trasforma così 
come abbiamo fatto ai $$ 6, 8 e assume la forma ivi indicata ?). 


1) Il termine contenente VP,, che distingue la (59,31) dalla (59,5), in questo 
caso è inessenziale: questa parte della funzione di distribuzione è œ vfo; € 
annulla l'integrale degli urti; cfr. la nota a pae: 298. 

2) In questo caso si deve tener conto che la pressione del plasma è P= 
= (N; + Ne) T = N; (1 + 2) T e il calore specifico riferito a uno ione vale 


3 (1 + 2)/2. 
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Quindi, l'equazione cinetica del problema della viscosità si scrive 


M i ali ô bf 
T Valg (Van— 7828 div V ) foi = -5r [vB] 2h + I; (6f.). (59,34) 


La soluzione di questa equazione si deve cercare nella forma 
4 

ôfi= DI En (0°) VRV Po (59,35) 
n=0 


dove V® sono combinazioni lineari delle componenti del tensore 
Vag: che figurano nell'espressione per il tensore degli sforzi viscosi 


4 
oap = DI MVP (59,36) 


secondo le definizioni (13,18) e (58,15). Ricordiamo che tutte le com- 


binazioni V% = 0. Il tensore degli Sforzi si calcola come l'integrale 


— oag = | Mvavgôfid?p. 


Ponendovi la (59,35), calcolando la media sulle direzioni v secondo 
la formula 


4 
(Vat pV 03) = 1g (820810 + dar880 + 820857) 
e confrontando con la (59,36), otteniamo i 
n= f vig, (v?) dîp. (59,37) 


Le equazioni che definiscono le funzioni g, si ottengono sosti- 
tuendo la (59,35) nella (59,34) e uguagliando i coefficienti dei tensori 
uguali Vag nei due membri dell'equazione. Omettendo i particolari 
si questi calcoli abbastanza complicati, ne diamo subito i risultati 
inali. 

I coefficienti di viscosità non nulli n e n, compaiono già nel caso 
in cui trascuriamo l'integrale degli urti e perciò sono proporzionali 
a 1/0 g;. I coefficienti n, e ng, invece, compaiono soltanto nell’ap- 
prossimazione successiva, cioè tenendo conto degli urti, e perciò 
sono proporzionali a 1/w}; 1): 

21/2 (ze)! Li N? 


= la_ = MMI 
u=#= uno, == (0989) 


Notiamo per concludere che tutte le espressioni dedotte in questo 
paragrafo per i coefficienti cinetici « trasversali » hanno senso anche 


1) L'opportunità di definire il coefficiente di viscosità ny per un plasma 
magneticamente attivo, secondo la (58,15), è legata al fatto che tutti gli altri 
coefficienti n tendono allora a zero per B + œ. 
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per condizioni più deboli della condizione generale (58,1). È facile 
vedere che la correzione alla funzione di distribuzione diventa pic- 
cola già se le dimensioni caratteristiche del problema sono grandi 
solo rispetto al raggio di Larmor rg delle particelle corrispondenti, 
il che garantisce l'applicabilità delle suddette espressioni. Questa 
condizione è sufficiente anche per l'applicabilità delle stesse equazioni 
idrodinamiche se i gradienti della pressione e della temperatura sono 
ovunque trasversali rispetto alla direzione del campo magnetico. 

Nei nostri ragionamenti abbiamo supposto sempre il plasma 
con temperature elettronica e ionica uguali. Ma per una grande dif- 
ferenza tra la massa elettronica e ionica spesso si verificano le condi- 
zioni « di doppia temperatura ». In questo caso anche è possibile 
formulare un sistema di equazioni di tipo idrodinamico e calcolare 
i coefficienti cinetici che figurano in esse +). 


PROBLEMA 


Un plasma, disomogeneo nella direzione dell’asse x, è trattenuto da un 
campo magnetico diretto lungo l’asse z. Per la condizione © pge > Ve; determi- 
nare la distribuzione della densità e del campo magnetico nel plasma, suppo- 
nendo assegnata la distribuzione della temperatura (I. E. Tamm, 1951). 

Soluzione. I gradienti della temperatura T e della pressione P sono diretti, 
per ipotesi, lungo l’asse z. Lungo lo stesso asse è diretto anche il campo elettri- 
co E, che compare per la disomogeneità del plasma, e che è potenziale nel caso 
stazionario. Che il plasma è trattenuto significa che nella direzione x non esisto- 
no moto del plasma e corrente elettrica: V, = 0,j,= 0. 

Proiettando, in accordo con quanto detto, le equazioni (58,13) sull'asse y 
e usando l'equazione di Maxwell rot B = 4nj/c, otteniamo 


c dB ARE aT 
di da T iE MNB Tr 
Ponendo in questa formula l’espressione (59,17) per Sop abbiamo 


da B__3y,9 

de 8n 2° dr (1) 
Il campo magnetico « viene spinto fuori » dalle regioni più calde del plasma. 
Proiettando l'equazione (58,3) sull’asse z e trascurando i termini viscosi, che 


forniscono un contributo infinitesimo di ordine superiore rispetto a 1/B, tro- 
viamo la seconda equazione 


d 1, 
‘da (PotP)== ÎyB, 
che mediante la stessa equazione di Maxwell si riduce alla forma (per 2 = 1) 


B2 
2NeT+ “ca costante. (2) 


3) Questo argomento è esposto nell'articolo di S. I. Braginskij, Fenomeni 
di trasporto in un plasma, nella raccolta « Problemi della teoria del plasma », 
fasc. 1, Atomizdat, 1963 (ed. russa). 
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All’equazione (1) si può conferire una forma più comoda escludendo dalle (1) 
e (2) il campo magnetico. Dopo integrazione troviamo 
NTH = costante. (3) 


Le formule (2) e (3) risolvono il problema posto. La distribuzione della tempera- 
tura, invece, è definita dall’equazione della conducibilità termica. 


$ 60. Approssimazione di deriva 


Al paragrafo precedente nello studiare i coefficienti cinetici di 
un plasma in un campo magnetico forte abbiamo usato l’integrale 
degli urti di Landau, il che presupponeva soddisfatta la disugua- 
glianza r ge > a (59,10). Mostriamo ora come si può fare a meno di 
questa restrizione, cioè ottenere formule applicabili al caso di campi 
così forti che per gli elettroni è soddisfatta la disuguaglianza inversa 


Tpe <a. (60,4) 


In questo caso è comodo ricorrere a un’approssimazione speciale, 
cosiddetta di deriva, che si realizza già nella stessa equazione cinetica 
e non soltanto nella sua soluzione. Questa approssimazione è valida 
se i campi magnetico ed elettrico variano in modo sufficientemente 
lento nello spazio e nel tempo. E precisamente, la frequenza del 
campo w e la frequenza efficace degli urti v devono essere piccole 
rispetto alla frequenza di Larmor, mentre la distanza caratteristica, 
alla quale variano i campi (indichiamola con 1/k), deve essere grande 
rispetto al raggio di Larmor. Queste condizioni devono essere sod- 
disfatte per ogni tipo di particelle cui si applica l’approssimazione 
di deriva. Più avanti in questo paragrafo scriveremo tutte le formule, 
per fissare le idee, per gli elettroni (le formule analoghe per gli ioni 
si ottengono, come sempre, con le sostituzioni e + —ze, ogg + 
> —O gi m+ M). Quindi, saranno supposte soddisfatte le condi- 
zioni : 

O, Vei K Oper 1/k DT pe (60,2) 


Il metodo considerato è basato sulla soluzione approssimata delle 
equazioni di moto delle particelle cariche nei campi E (t, r)e B (t, r), 
che tiene conto che essi variano lentamente in funzioni di t e r. 
Il moto delle particelle in questi campi è l'insieme di una rotazione 
rapidamente variabile (di frequenza © ge) lungo le« circonferenze di 
Larmor » e dello spostamento variabile lentamente dei centri di queste 
circonferenze (o, come si dice, dei centri conduttori delle orbite). 
Il metodo di soluzione consiste nel separare la componente del moto 
rapidamente variabile e oscillante e nel calcolare il valore medio 
rispetto a questa componente. 

Rappresentiamo il raggio vettore e la velocità dell'elettrone 
nella forma 


r=R(t) +t), v=V+È, V=R, (60,3) 
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dove R è il raggio vettore del centro conduttore dell’orbita e $ il 
raggio vettore dell’elettrone oscillante rispetto al centro conduttore dif 
Nell'approssimazione zero, trascurando completamente la dipendenza 
spaziale e temporale del campo e gli urti, abbiamo semplicemente 
a che fare con il moto nei campi incrociati costanti e omogenei E e B. 
Come è noto (si veda II, $ 22), il vettore $ in questo caso giace rigo- 
rosamente in un piano perpendicolare al campo B e ruota in questo 
piano con velocità angolare costante © ge = eB/mc, restando costante 
in modulo. Il raggio della circonferenza |$ | è legato alla velocità 


costante | $ | = v; dalla relazione | | = v1/0 ge; in forma vetto- 
riale la relazione tra $ e & si scrive 


4 . 
$= SET [b$], (60,4) 
dove b = B/B. Il centro dell'orbita si muove con la velocità 
R = Vo = db + Wo, 


‘dove vay è la velocità del moto uniformemente accelerato nella dire- 
zione del campo magnetico, che soddisfa l'equazione 


mu = —ebE, (60,5) 


wo=R, = $ [Eb] (60,6) 


è la velocità di spostamento nel piano perpendicolare a B (velocità 
di deriva elettrica) ?). 

Nel seguito ci limiteremo a questa approssimazione e trascureremo 
i termini legati alla non costanza dei campi E e B, considerando cioè 
questi campi costanti. Ciò premesso, ometteremo gli indici 0 in tutte 
le grandezze. 

L'essenza dell’approssimazione di deriva consiste nel passare 
nell'equazione cinetica alle grandezze variabili lentamente R, vj, 


vi = IĊ |. Queste grandezze nel loro insieme costituiscono cinque 
variabili indipendenti, da cui dipende la funzione di distribuzione. 
L'elemento del volume di fase nelle nuove variabili ha la forma 


dz dp = d*R-2nm? dv|-v,dv, = 2am? ŒR dvy dJ, į (60,7) 


dove si è introdotta una grandezza che sarà comoda in seguito, 
J = vi/2 (60,8) 


1) Non confondere la notazione V in questo paragrafo con la velocità macro- 
scopica indicata con V al § 59! 

2) Si è supposto, ovviamente, che E/B « 4 in modo che w & c¢ e si possono 
trascurare gli effetti relativistici. 


PLASMA IN UN CAMPO MAGNETICO 305 


(per la verifica della relazione (60,7) si deve ricordare che nell’ap- 
prossimazione considerata i campi si possono ritenere costanti). 

Esprimiamo nelle nuove variabili la densità di corrente degli 
elettroni. Per un elettrone la densità di corrente è —evò (r — re), 
dove r sono le coordinate correnti di un punto dello spazio e re le 


coordinate del punto in cui si trova l’elettrone. Ponendo v = V + $ 
e re = R + È, scriviamo 


ev (r — r.) ~ —e (V + ĉ) [8 (r — R) — ¿Vr (r — R)I. 


Calcoliamo il valore medio di questa espressione rispetto all’angolo 
di rotazione, mediante la relazione evidente 


Ope (Ca bb] = aba) =F Vi bap 


dove a, $ sono gli indici vettoriali bidimensionali (nel piano perpen- 
dicolare al campo magnetico). Otteniamo così 


— eV8 (r—R) + E [bv,] ô (rR). 


Moltiplicando questa espressione per la funzione di distribuzione 
degli elettroni f, e integrando rispetto a d'p = 2am? dv) dJ, ot- 
teniamo la densità di corrente nello spazio R !): 


js f Vfedp— TE rot (5 | Jf.Bp). (60,9) 


Il primo termine in questa espressione corrisponde al trasporto 
di cariche assieme alle piccole circonferenze di Larmor, il secondo 
tiene conto della rotazione delle particelle lungo queste circonfe- 
renze °). Il significato fisico di questo secondo termine è semplice: 
se lo scriviamo nella forma c rot M, il vettore 


M=— 7 | fdp (60,10) 


rappresenterà la magnetizzazione del plasma legata alla rotazione 
delle cariche. Il momento magnetico (60,10) non dipende dal segno 
delle cariche ed è diretto in direzione opposta al campo magnetico, 
cioè corrisponde a diamagnetismo. 


1) Nel secondo termine si integra per parti per cui l’operatore V, si sposta 


di bf,- 
2) Osserviamo che questo valore medio della densità di cariche —eô (r — rg) 


conduce all'espressione ordinaria —e | f, d*p; i termini correttivi legati alla 


rotazione delle particelle comparirebbero soltanto includendo gli infinitesimi 
del secondo ordine (cioè le derivate seconde rispetto alle coordinate). 


306 CAPITOLO V 


Trasformiamo l'equazione cinetica nelle nuove variabili. Poiché 
la funzione di distribuzione f, è riferita allo stesso elemento dello spa- 
zio delle fasi di prima (trasformato soltanto nella forma (60,7)), 
l'equazione cinetica ha sempre la forma df./di = St fe oppure, svi- 
luppando il primo membro nelle nuove variabili, 


ô ; dfe Afe | 
GE + gg + (EDI gge = St fe (60,14) 


Qui sono state introdotte notazioni evidenti per le proiezioni dei vet- 


tori e sono state usate le uguaglianze (60,5-6). Il termine v, è assente 
in questa approssimazione in quanto v, per deriva non varia. 

Passiamo alla scrittura dell’integrale degli urti nelle variabili 
di deriva 1). Notiamo prima di tutto che l’atto d'urto in queste va- 
riabili consiste nella variazione « istantanea » delle velocità v| e v, 
e delle componenti del raggio vettore R, del centro della piccola cir- 
conferenza, perpendicolari al campo magnetico (quanto alla compo- 
nente R parallela, essa praticamente coincide con la coordinata cor- 
rispondente della particella stessa e non cambia per urto). 

Gli urti si producono solo tra particelle che passano l'una vicino 
all'altra a distanze d’impatto p non superiori al raggio di scherma- 
tura a, cioè p < a. Se p è piccolo rispetto ai raggi di Larmor delle 
particelle collidenti, il campo magnetico in generale non incide sulla 
diffusione, in quanto a queste distanze il campo non piega in modo 
notevole le traiettorie delle particelle. La descrizione di questi urti 
in termini delle variabili di deriva non è in generale naturale. Perciò 
l’uso dell’integrale degli urti in queste variabili è opportuno solo 
nell'ipotesi che almeno per una delle particelle collidenti rg < a. 

Per l'interazione coulombiana delle particelle sia in presenza di 
un campo magnetico, che in sua assenza, sono fondamentali gli urti 
lontani e, corrispondentemente, le piccole variazioni di tutte le varia- 
bili. Perciò la deduzione dell’integrale degli urti nello spazio p 
eseguita al $ 41, resta valida anche per l'integrale degli urti nello 
spazio delle variabili R, = (X, Y), vj, J (l’asse z è diretto lungo 
il campo magnetico), se ora, al posto delle componenti della quantità 
di moto, introduciamo le quattro variabili g} { X, Y, vq, J} inten- 
dendo con Ag;, Ag, . . . le variazioni di queste grandezze in seguito 
a urti. 

L'integrale degli urti si riduce sempre alla forma 


i dsn _ n ds, 08; 
i R m T (60,12) 


1) L'integrale degli urti nelle variabili di deriva è stato dedotto da 
E. M. Lifšits (1937) per il gas elettronico e generalizzato per il plasma da 
S. T. Beljaev (1955). 
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(il flusso s, ha, per definizione, componenti solo nel piano perpendi- 
colare a B). È fondamentale che l'elemento di volume nello spazio 
delle variabili gą} si riduca semplicemente al prodotto dei loro dif- 
ferenziali; perciò l’integrale degli urti ha la forma della divergenza 
ordinaria. La deduzione eseguita al $ 44 non richiede che alcune 
piccole modifiche. Prima di tutto, nella scrittura della (44,2) si 
è già tenuto conto che, in virtù della conservazione della quantità 
di moto, Ap = q = —Ap'. Per le variabili di deriva considerate 
questa relazione, ovviamente, non esiste. Ripetendo la deduzione 
senza questa ipotesi troviamo (per urti tra elettroni e ioni, ad esem- 
pio) 


4 
(ei) 1 ôf ôf. 
s= 2 ca f {(AgerAga) fi Ta T (AgerAgn) fe GE} dp, (60,13) 


dove d'p; = 2nM?dJ; dviy, Agr è la variazione delle grandezze g, in 
seguito all’urto e le parentesi angolari esprimono il valore medio 
rispetto agli urti. 

Nel dedurre la (60,13) è stata usata anche la possibilità di permu- 
tare nell’integrale degli urti gli stati iniziale e finale, e dopo ciò 
diventa evidente la riduzione dei termini lineari in Agr; inoltre, 
ciò permette di integrare su tutto lo spazio g. Al $ 44 questa tra- 
sformazione è stata realizzata in forza della simmetria rispetto: 
all’inversione del tempo, che lega la probabilità degli urti diretto 
e inverso. In presenza di un campo magnetico questa simmetria ha 
luogo solo se si inverte la direzione del campo B, così che essa lega 
in effetti le probabilità di urto in campi diversi. Tuttavia, come 
vedremo più avanti, nel caso considerato la simmetria rispetto all'in- 
versione del tempo si ristabilisce con un'integrazione rispetto ai para- 
metri d’impatto. i 

Infine, nella (60,13) si è tenuto conto che la diffusione reciproca 
delle « piccole circonferenze » si produce soltanto se essi passano 
l'uno vicino all'altro a distanze non superiori al raggio di scherma- 
tura a. Supponendo che la distribuzione varii poco a queste distanze, 
abbiamo posto approssimativamente f; (R;, Vins Ji) = fi (Re, Vigs 
Y;) © integrato rispetto a d’R;. Come risultato nella (60,13) è ri- 
masta solo l'integrazione rispetto a dp; e la media rispetto agli 
urti include in sé l'integrazione rispetto alle posizioni R;. Più 
avanti, nei casi concreti, questa media verrà espressa in funzione 
della corrispondente sezione di diffusione. Per il momento notiamo: 
soltanto che i valori medi (AR, AJ), (AR, Avy) sono nulli. Ciò 
risulta dal fatto che i prodotti AXAJ, AYAJ (e gli stessi prodotti 
con Avy al posto di AJ) formano un vettore nel piano xy. Poiché: 
per le piccole circonferenze di Larmor non esistono in questo piano. 
direzioni prefissate, il vettore suindicato si annulla nel calcolare il: 
valore medio. i 
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. L'integrale degli urti nelle variabili di deriva ha la seguente 
importante proprietà: aggiunto all’equarione cinetica, esso cambia 
l’espressione per il flusso di particelle (nello spazio ordinario!) 
mediante la funzione di distribuzione. Per vederlo, scriviamo l equa- 
zione cinetica nella forma: 

i ds; 


LI PORPORA CIPRO MPI RSA 
tata da A 


(in seguito alla supposta costanza di E e B si può portare V sotto il 
segno di derivata). Integrando questa equazione rispetto a dp 
otteniamo 


Zie 4 diva | (Vfe+ Ser) dip=0, N= | fed*p (60,15) f 


(omettiamo per brevità l'indice e per ie variabili elettroniche); 
N, è la densità spaziale del numero di piccole circonferenze e T espres- 
sione sotto il segno divr rappresenta, quindi, la loro densità di 


flusso. Vediamo che all'espressione ordinaria | Vf.d*p si aggiunge 


ancora il termine fs. 1d*p, legato agli urti. Questo termine rappre- 


senta difatti il flusso di diffusione nella direzione trasversale al campo 
magnetico. Per questa descrizione (a differenza della descrizione 
ordinaria della diffusione) esso entra direttamente nell’ equazione. 
cinetica. 

Nel ricorrere a queste espressioni si deve, ovviamente, tener pre- 
sente che la densità di corrente elettrica è legata al flusso delle parti- 
celle proprie e non delle circonferenze. Il flusso di particelle diffe- 
risce, secondo la (60,9), dal flusso di piccole circonferenze per il ter- 
mine con il rotore, che descrive la magnetizzazione. Perciò l’espres- 
sione definitiva per la densità di corrente degli elettroni ha la forma 


je= —e | Vied’p— žy rot (b | feJdsp) — f ese,d°p. (60,16) 


L'espressione (60,13) acquista significato reale soltanto dopo il 
calcolo dei valori medi che figurano in essa. Mostriamo come si ot- 
tiene ciò sull'esempio dell’integrale elettronico per gli urti elettrone- 
ione. Li 
I calcoli si fanno in modo diverso nelle due regioni di valori dei 
parametri d'impatto p definiti dalle disuguaglianze 


I) p<rse I) re &p<a. (60,17) 


Osserviamo che le integrazioni rispetto al parametro p avranno carat- 
tere logaritmico, come si verifica di solito nella diffusione coulom- 
biana. Con precisione logaritmica si può fare a meno della distin- 
zione tra le disuguaglianze forti (>) e deboli (=>). Perciò le regioni 
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(60,17) coprono in effetti tutto l'intervallo di variazione del para- 
metro d'impatto p (in accordo con la (60,1) si è supposto, ovvia- 
mente, che rge < a). Per l’esistenza della regione I è necessario 
anche che sia 

T Be > Pmin = ze /mvte, (60,18) - 


. dove pmin è la distanza d'impatto, alla quale l'angolo di diffusione 
diventa ~1 (consideriamo qui unicamente il caso quasi-classico 
e/hvr, > 1). 

Supporremo al tempo stesso che r g; > a. Allora per tutti i para- 
metri d'impatto p < a l'influenza del campo magnetico sul moto 
degli ioni (nel processo d’urto) è inessenziale, in quanto la traietto- 
ria dello ione viene incurvata poco dal campo alle distanze ~p. 
Inoltre si può trascurare (nel limite m/M — 0) la risposta degli ioni, 
ponendo cioè uguale a zero la variazione di tutte le variabili R i 
vy, J che li caratterizzano !). Allora nella (60,13) scompare il se- 
condo termine tra parentesi graffe in modo che la componente elet- 
trone-ione della corrente elettronica assume la forma 


e_N n2 
s? = FL AXA e, (60,19) 


Le grandezze (AX„, AX g? formano un tensore spaziale, trasversale 
alla direzione del campo. Rappresentiamolo nella forma 


(AX. AXp) = 4 ((AR1)?) (a8 — babe), (60,20) 


che esprime questa trasversalità in modo esplicito. Quanto al flus- 
so (60,19), esso si scrive come 


seda -4 UAR) Y fe, (60,21) 


dove V, = Vr — b (bVr) è l’operatore di derivazione nelle di- 
rezioni trasversali a b. 

Le espressioni analoghe della (60,19) per i « flussi di velocità » 
sono 


i N ei ôfe ei e 
P= -3 (aone e anane e), 


âJ 
60,22) 
N ôfe iy fe ( i 
sP = FE AoA Fl anae e). 
In eguilibrio, cioè per la distribuzione maxwelliana 
2 
fe= costante -exp { — T (£ + J) } ; ; (60,23) 


1) È impossibile fare ciò se esistono parametri d'impatto per i quali a > 
> p > rg;. Per questi urti lo ione va alla deriva nel campo dell'elettrone e la 
sua grande massa non si manifesta. 


30 CAPITOLO V 


-l'integrale degli urti deve annullarsi, Ponendo la (60,23) nelle (60,22) 
e uguagliando a zero i flussi, troviamo 


(AvA Jye» = — v (Avy = — z (AJ). (60,24) 


Calcoliamo dapprima il contributo proveniente dalla regione I. 
Si può supporre in questa regione che il campo magnetico in gene- 
rale non incida sulla diffusione, poiché a queste distanze non si in- 
curva molto né la traiettoria dello ione né quella dell'elettrone. In 
questo caso come variabile naturale per la descrizione degli urti si 
prende la quantità di moto ordinaria dell'elettrone p, in funzione 
della quale si devono esprimere le variabili di deriva. Secondo le 
(60,3-4), (60,8) abbiamo 


1 Pij 


r=R— zog bal vue 13 


Tenendo conto che le coordinate della particella r (a differenza delle 
coordinate del centro dell'orbita R!) non variano per l'urto, rica- 
viamo 


1 q 
AR, = Be [bg], Avj= © 1 AJ sel Pil. (60,25) 


ma m? 


dove q è una piccola variazione della quantità di moto p. 
Denotando con indice I il contributo dalla categoria di urti 
‘considerata, scriviamo ora 


{(AR.)2f"= {(AR,)?vdo= \givdo, (60,26) 


com 
miop, 


dove do è la sezione di diffusione dell'elettrone sullo ione fisso. Pren- 
dendo questa sezione dalla (41,6) e integrando, otteniamo 


; i ded 4 2 
(ARE ian Atot, (60,27) 


dove 9 è l'angolo tra v e b, e 


mrpebbe 


ci 


Li=In (60,28) 


ze? zeĉ0 ge 
il logaritmo coulombiano « tagliato » superiormente alle distanze 
d'impatto p ~ T pe (la frontiera superiore della regione I). Infine, 
esprimendo questo risultato nelle variabili di deriva troviamo 


ei 2 vi 4-J 
(ARS m pyn. l (60,29) 
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Un calcolo analogo dà 


i 8n22e4L Jv 
(AvjAJ)}fP = AI UFAA?’ (60,30) 
e le due grandezze rimanenti sono definite dalla (60,24). 

Consideriamo ora la regione II. Qui sono naturali le variabili di 
deriva e l'urto viene descritto come deviazione di deriva della pic- 
cola circonferenza in volo nella direzione b (l’asse z) nel campo cou- 
lombiano dello ione fisso. Per deriva la velocità v, e, quindi, J 
non cambia; in forza della legge di conservazione dell'energia per 
diffusione su uno ione pesante, ciò conduce, a sua volta, alla con- 
servazione di vy. Perciò la regione II non dà contributo alle gran- 
dezze (60,24). 

Il contributo alla {(AR,)?), invece, si calcola come 


((AR 1) = È (ARL)? | vu | do = | (ARL)? [ur [ dp, (60,34) 


dove p è il valore del raggio vettore del centro della piccola circon- 
ferenza R, prima dell'urto. La variazione di R, per la circonferenza in 
volo nel campo magnetico omogeneo e costante B e nel campo elet- 
trico costante E = ezR/R? (il campo dello ione) è data dall’equazione 
della deriva 


2 __ dec [bR] 
i [bE] = T TAFRIJA (60,32) 


(si veda la (60,6)). In prima approssimazione si può porre a secondo 
membro di questa equazione R, = p, Rj = vyt. La variazione totale 
di R, in seguito a urto si ottiene integrando la (60,32) rispetto a t 
da —œ a co e vale 
2zec [bp] 
AR =- 
i B I vi Ì p? . (60,33) 
Ponendo questa espressione nella (60,31) e integrando (con precisione 
logaritmica corrispondente alla frontiera della regione II) troviamo 


ei 8122620? L 
(AR)? = Bale: In=lnt. (60,34) 


In generale, i contributi (60,29) e (60,34) hanno lo stesso ordine 


di grandezza 
Ni (AR.)°) ~ veirbe 


dove ve; è la frequenza media degli urti elettrone-ione. La partico- 
larità del contributo (60,34) è che esso diventa infinito per vj — 0 
indipendentemente dal valore vı. Il significato fisico di questa di- 
vergenza è il seguente: per piccola velocità v| la piccola circonfe- 
renza resta a lungo nel campo dello ione e la deriva, nel frattempo, 
lo porta a grande distanza. 
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In realtà, ovviamente, la formula (60,34) diventa inapplicabile 
per piccole vj per diversi motivi: 1) se rg; > a, allora per | vy | &« 
< Ur; durante l'urto lo ione può allontanarsi da)l'elettrone; questo 
meccanismo « taglia » la divergenza per |v | ~ vr:; 2) nella dedu- 
zione della formula si è supposto comunque che | AR, |< p; 3) la 
piccola circonferenza può allontanarsi dallo ione considerato a causa 
della deriva nel campo di altre particelle (urto triplo). 

Le formule scritte risolvono il problema della costruzione del- 
l'equazione cinetica nell’approssimazione di deriva. Essa, in parti- 
colare, consente di trovare i coefficienti cinetici del plasma in prima 
approssimazione non nulla rispetto a 1/B (si veda il problema 1). 

Infine, resta da spiegare in che modò l'integrazione rispetto a d°p 
ristabilisca formalmente la simmetria rispetto all’inversione del 
tempo, cosa che abbiamo già sfruttato nella scrittura della (60,13). 
La violazione di questa simmetria si manifesta nel cambiamento di 
segno della deviazione AR, nella (60,33) quando cambia il verso di 
B. Tuttavia, si può ristabilire il vecchio segno mediante la sostitu- 
zione della variabile d'integrazione p + —p, in modo che il cambia- 
mento di segno di B in questa approssimazione non si può manife- 
stare (nella regione I, invece, il campo magnetico in generale non 
influisce sulla diffusione). | 


PROBLEMI 


i. Determinare nell’approssimazione di deriva il coefficiente:di Hall R 
e la conduttività trasversale o, di un plasma (S. 7. Beljaev, 1955). 


Soluzione. Consideriamo il plasma con un gradiente della densità elettronica 
(in assenza di campo elettrico e di gradiente della temperatura), supponiamo 
maxwelliana la funzione di distribuzione f, nelle (60,16) e (60,21) e troviamo 


s__ cT 
=- {bVNel+eD,V,Ne, 
inoltre, il coefficiente di diffusione trasversale è 
N, ——- 
Dj = (AR ,)?), 
dove il trattino orizzontale significa valore medio rispetto alla distribuzione 
maxwelliana degli elettroni. Confrontando con l’espressione generale (58,13), 


troviamo in prima approssimazione rispetto a 1/8 la vecchia espressione (59,8) 
per 4. Nell'approssimazione successiva abbiamo 


o, = TIEN RBD z» (1) 


Nella regione II (si veda la (60,17)) consideriamo ({(AR ,)*) definito dalla (60,34). 
Con precisione logaritmica otteniamo 


co 
CEDES 1/2 mv? dv m \4/2 
z__{ LUI Pari VTe 
l val ( ) f si ( 27 ) I oyl =2( ) la 9. 


= 0 
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dove vmin è definito con uno dei meccanismi indicati alla fine del paragrafo. 
Ponendo, ad esempio, Vmin ~ vr: otteniamo infine 


yr _ (2am}/3 ze? Ni, M a 
D= T1/2B2 In m In rpe ° 
Analogamente, considerando ((AR )?) definito dalla (60,27), otteniamo ił 
contributo della regione I al coefficiente di diffusione 


(2) 


DEE 4 (2rtm)1/2 2%e?c2 Ni l mo?e (3) 
to 371/2B? ze pe 


Se supponiamo che sia soddisfatta la disuguaglianza (59,10) inversa della 
(60,1), allora la regione II non esiste e il logaritmo nella (3) va sostituito con il 
suo valore coulombiano ordinario (41,10). In questo caso la sostituzione della (3) 
nella (1) conduce alla formula (59,15) per o}. 

2. Determinare il coefficiente di diffusione trasversale D , per urti tra elet- 
troni e atomi neutri. 

. ., Soluzione. Poiché il carattere dell’interazione dell’elettrone con gli atomi 
è di breve durata, esiste solo la regione I in cui con a si deve intendere la di- 
mensione dell’atomo 1). Resta valida anche la formula (60,26). Tuttavia, ora si 
deve sostituire in essa la sezione di diffusione dell’elettrone su un atomo neutro. 
Dopo l’integrazione sugli angoli la grandezza D, si esprime in funzione della 
sezione di trasporto 0; di questa diffusione 

Ne rana 

We è la densità del numero di atomi). Per la sezione o; indipendente dalla velo- 
cità dell'elettrone otteniamo, dopo aver calcolato il valore medio secondo la 
distribuzione maxwelliana, 


a (2) ica 
+ gyn \m Obe ` 


1) Si può dubitare che l'integrale degli urti (60,12) sia applicabile alla 
diffusione su un potenziale di corto raggio, che si produce, ovviamente, per 
angoli dell'ordine di grandezza dell’unità. Si vede facilmente, tuttavia, che nel 
problema in esame si richiede soltanto che le variazioni della posizione del cen- 
tro dell’orbita siano piccole, AR, ~ rge, rispetto alle distanze caratteristiche 
alle quali varia la concentrazione degli elettroni, il che corrisponde alla condi- 
o al applicabilità dell'equazione della diffusione trasversale (cfr. la fine 

e ). 


Capitolo VI 


TEORIA DELLE INSTABILITA 


$ 61. Instabilità di fascio 


In accordo con i risultati del $ 34, l'ampiezza di una perturba- 
zione con vettore d'onda k in un mezzo omogeneo infinito si comporta 
asintoticamente per f + co come 


emio (k)8, (64,1) 
dove w (k) è la frequenza delle onde che si propagano nel mezzo. 


In particolare, per le onde longitudinali in un plasma le frequenze 
@ (k) sono radici dell'equazione 1) 


a (w, k) = 0. (61,2) 
Le frequenze © (k) sono in generale complesse. Se la parte im- 
maginaria Im w = —y < 0, la perturbazione si smorza con il tem- 


po. Se, invece, in un certo intervallo di valori k abbiamo y < 0, 
queste perturbazioni crescono, vale a dire che il mezzo è instabile 
rispetto alle oscillazioni in questo intervallo di lunghezze d'onda; 
la grandezza |y | si chiama in questo caso incremento dell’instabi- 
lità. Sottolineiamo subito che parlando della crescita « illimitata » 
della perturbazione (secondo la legge exp (| y [ #)), qui e più avanti 
intendiamo sempre il comportamento solo nell’approssimazione 
lineare; in realtà, ovviamente, la crescita è limitata dagli effetti 
non lineari. 

In un plasma senza urti la parte immaginaria della frequenza è 
dovuta allo smorzamento di Landau. Dal punto di vista termodina- 
mico lo stato d’equilibrio del plasma, corrispondendo al massimo 
‘assoluto dell’entropia, è stabile rispetto a qualsiasi perturbazione. 
Tuttavia, è stato già detto al $ 30 che per distribuzioni di non equi- 
librio, nel plasma all’assorbimento dell'energia delle oscillazioni 
può subentrare il loro rafforzamento. Ciò si manifesta nella comparsa-- 
di una regione di valori delle variabili indipendenti k e œ (0 >0) 
in cui la parte immaginaria della costante dielettrica è negativa: 
e: (0, k)<0. Sottolineiamo però che la presenza di queste re- 
gioni di per sé non implica ancora necessariamente l'instabilità del 
plasma (comunque nell’approssimazione lineare). In questa regione 


1) Ricordiamo che nel caso di plasma salonon questa equazione di disper- 
sione si riferisce alle onde « lente » quasi-longitudinali; si veda il § 32. 
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deve anche cadere difatti uno dei rami dello spettro delle oscillazioni 
di plasma. 

Un esempio caratteristico di instabilità è rappresentato da un 
fascio diretto di elettroni che passano per un plasma immobile 
(A. I. Achiezer, Ja. B. Fajnberg, 1949; D. Bohm, E. P. Gross, 1949). 
Il fascio è supposto elettronicamente compensato: la somma delle 
densità elettroniche delle cariche nel plasma e nel fascio è uguale alla 
densità ionica delle cariche del plasma. Il sistema è omogeneo e il- 
limitato, cioè il fascio (così come il plasma immobile) riempie tutto 
lo spazio e la sua velocità diretta V è ovunque la stessa. Riterremo 
non relativistica la velocità V. 

Supponiamo dapprima che il fascio e il plasma siano freddi, 
cioè che si possa trascurare il moto termico delle loro particelle; la 
condizione necessaria a tale scopo verrà precisata più avanti. 

Nella regione di frequenze delle oscillazioni elettroniche la co- 
stante dielettrica longitudinale del sistema plasma-fascio ha la forma 


(61,3) 


Il primo termine a secondo membro corrisponde al plasma immobile, 
Ne = (4ne?N,/m)!!? è la corrispondente frequenza elettronica del 
plasma. Il secondo termine è dovuto agli elettroni del fascio. Nel 
sistema di riferimento K’, che si muove assieme al fascio, il con- 
tributo dei suoi elettroni a e, — 1 è uguale a —(2/0’)?, dove œ’ 
è la frequenza delle oscillazioni in questo sistema e Q; = (áneN e/m)! 
(Ne è la densità degli elettroni del fascio). Passando al sistema di 
riferimento iniziale X, la frequenza œ’ diviene 


o = o — kV (61,4) 


e si riottiene l’espressione (61,3) 1). 
Riterremo piccola la densità del fascio nel senso che 


N'N. (64,5) 


in modo che anche Q. & Q.. Allora la presenza del fascio non fa 
altro che cambiare un po’ il ramo fondamentale dello spettro delle 
oscillazioni longitudinali del plasma, ossia la radice dell’ equazione 
di dispersione e; = 0 per cui © ® Qe. Ma accanto a questo ramo ne 
compare un altro nuovo, legato alla presenza del fascio, del quale 
ora ci occuperemo, 


1) È facile ottenere la legge di trasformazione della frequenza trasformando 
il fattore di fase dell'onda. Il raggio vettore di un punto nel sistema K’ è r = 
= r — Vit. Perciò 


kr — ot = kr’ — (o0 — kV) t = kr' — o't. 
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Affinché il termine con il piccolo numeratore ¿2 resti nell equa- 
zione della dispersione 


Q Qe? 
o Toky 1, (61,0) 


deve essere piccolo anche il denominatore. Perciò cerchiamo la solu- 

zione nella forma w = kV + ô con ô piccolo. Allora l'equazione 
diventa 

o Qe i 

rt =1 (61,7) 


da cui 


Q? 
ô= + TOVA? 


dove la condizione ô < kV impone che | kV | sia non troppo vicino 
a Qe. L'ipotesi di plasma freddo implica che sia soddisfatta la con- 
dizione kvr, < œ, che in questo caso significa quindi che deve es- 
sere Vre < V, cioè la velocità del fascio è grande rispetto alla velo- 
cità termica degli elettroni nel plasma. 

Se (kV)? > Q2, allora le due radici (61,8) sono reali e le oscil- 
lazioni non crescono. Se invece 


(kV)? < Le, (61,9) 


i due valori è sono immaginari; quello, in cui Im œ = Im ô >O, 
corrisponde a oscillazioni crescenti. In tal modo, il sistema è insta- 
bile rispetto alle oscillazioni con valori kV sufficientemente piccoli. 

Un'altra situazione viene a crearsi includendo il moto termico 
degli elettroni nel plasma. Nel caso generale, al posto della (61,3) 
avremo 


(61,8) 


Le 


€ (o, k) == efPD) (0 k)— okvi ’ (64,10) 


dove e{PÐ si riferisce al plasma senza fascio. Risolvendo l'equazione 
e, = 0 allo stesso modo, troviamo che 


Le 

ô= PP ev, A * (61,11) 

Ma in virtù dello smorzamento di Landau la funzione e ha 
sempre la parte immaginaria (per k qualsiasi). Quindi è sarà sempre 
complessa e, inoltre, in virtù del doppio segno nella (61,11) per uno 
dei rami delle oscillazioni sarà Im ô >Q0, vale a dire che queste 
oscillazioni sono instabili. Passando a V grandi, corrispondenti al 
caso suindicato di plasma freddo, la parte Im e; legata allo smorza- 
mento di Landau diventa esponenzialmente piccola e si ritorna quindi 
alla (61,8). fg 
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Nelle considerazioni esposte è stata trascurata la dispersione 
termica delle velocità degli elettroni nel fascio. Ciò è giustificato se 
la grandezza di questa dispersione è 


tre K |ô |/k. (61,12) 


PROBLEMI 


4. Determinare la frontiera di instabilità di un fascio in un plasma freddo 
da parte dei valori kV vicini a Q,. dn 

Soluzione. Per piccoli valori della differenza (kV)? — Q2 la precisione del- 
l'equazione (61,7) è insufficiente. Conservando nell’equazione e; = 0 (con e; 
definito dalla (61,3) anche il termine di ordine successivo rispetto a è, otteniamo 


92 08, 2028 2(kV-9) , 26 
irta” a ta, 
Introducendo le grandezze E e qt in base alle relazioni 


riscriviamo l'equazione nella forma 


Pti (1) 
(per fissare le idee, supponiamo kV vicino a +9, e non a —Q ). Tutte e tre le 
radici dell'equazione (1) sono reali per t > 3-2-2/3, il che definisce la regione 
di stabilità. Due di queste radici corrispondono a due radici dell'equazione 
(61,7) e la terza corrisponde per Q, % kV alla frequenza delle oscillazioni del 
plasma immobile vicina a queste radici. 

2. Studiare la stabilità delle onde ionico-acustiche in un plasma a doppia 
temperatura (Te > 7;), in cui la componente elettronica si muove relativamente 
alla componente ionica con velocità macroscopica V e inoltre V < Ure: 

Soluzione. Per la condizione V < vr, il moto diretto degli elettroni incide 
poco sulla legge di dispersione delle onde ionico-acustiche, che è sempre data 
dalla formula (33,4): 


2a (2 1/2 1 
k_\M ) (1-4 Raya * 


Lo smorzamento (la componente elettronica) si ottiene dalla (33,6) mediante la 
sostituzione (61,4): 
nzm \ 1/2 
r=(kV—a) (Sr) B 


La condizione di instabilità è kV > o; essa impone comunque che sia V > ø/k. 
In prossimità della frontiera di instabilità il fattore kV — © nella (2) è piccolo 
e allora può risultare necessario includere in y anche la parte ionica dello smor- 
zamento, piccola nelle condizioni ordinarie. 


$ 62. Instabilità assoluta e convettiva 


La presenza nell’equazione della dispersione di radici nel semi- 
piano superiore di œ significa che la perturbazione piccola iniziale 
sotto forma di onda piana cresce, cioè il sistema è instabile rispetto 
a questa perturbazione. In realtà, però, ogni perturbazione iniziale 
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rappresenta un « pacchetto d'onde » di dimensioni finite nello spazio 
e le onde piane non sono altro che alcune delle sue componenti di 
Fourier. Col passare del tempo il pacchetto « si smussa » e la sua 
ampiezza (nel sistema instabile) cresce. Al tempo stesso, tuttavia, 
come ogni pacchetto d’onde, esso si sposterà nello spazio. Qui si 
possono verificare due casi. 

Primo, malgrado lo spostamento del pacchetto d’onde, la pertur- 
bazione cresce infinitamente in ogni punto dello spazio; questa in- 
stabilità si dice assoluta. Secondo, il pacchetto si sposta così rapi- 
damente che in ogni punto prefissato dello spazio la perturbazione 
tende a zero per £ + co; questa instabilità si dice convettiva. 

Sottolineiamo subito che questa distinzione è relativa nel senso 
che il carattere dell’instabilità è sempre definito rispetto a questo 
o quel sistema di riferimento e il passaggio da un sistema ad un altro 
può modificare questo carattere: l’instabilità convettiva in un certo 
sistema diventa assoluta nel sistema che si muove « con il pacchetto 
d'onde » e l'instabilità assoluta si trasforma in convettiva in un 
sistema che «si allontana » in modo sufficientemente rapido dal 
pacchetto. 

Tuttavia, questa circostanza non priva di significato fisico la 
distinzione tra i due tipi di instabilità. Nelle impostazioni reali del 
problema esiste sempre un sistema di riferimento prefissato dal 
punto di vista sperimentale, rispetto al quale si deve considerare l'in- 
stabilità. La possibilità di studiare un sistema fisico infinitamente 
esteso non esclude il fatto che questo sistema ha in realtà delle fron- 
tiere (le pareti, ad esempio) che servono come « sistema di riferi- 
mento di laboratorio ». Per di più, la limitatezza effettiva del sistema 
può far sì che per l'instabilità convettiva la perturbazione, in gene- 
rale, non farà in tempo a svilupparsi prima che il pacchetto d’onde 
« sia portato via » all’esterno della frontiera del sistema (il fluire 
di un liquido in un tubo, ad esempio). 

La teoria esposta più avanti, che consente di stabilire il criterio 
di distinzione tra i due tipi d’instabilità, ha un carattere molto 
generale !). Si tratta di un qualsiasi sistema omogeneo e infinito 
(almeno in una direzione, l’asse x). Perciò non concretizziamo qui 
la natura del mezzo e la perturbazione in esso, indicando quest’ul- 
tima con + (t, r). Inoltre, ci limitiamo al caso di un pacchetto d'onde 
unidimensionale. Se il sistema è tridimensionale, ciò vuol dire che 
la perturbazione considerata è della forma 


Y (t, r) = (t, 2) dyta 
con ky, kz dati. 


DI 


1) Questo criterio è stato stabilito originariamente da P. 4. Sturrock 
(1958). La formulazione data più avanti del criterio appartiene a R. J. Briggs 
(1964), che seguiremo infatti ai $$ 62-64. 
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Rappresentiamo 1p (t, x) sotto forma dello sviluppo unilaterale 
di Fourier rispetto al tempo da t = 0 (l’istante in cui compare la 
perturbazione) a t = co. Indichiamo con ọ (œ, x) la componente 
di questo sviluppo: 


9 (0, 2)= fo (t, 2) eiet di. (62,1) 
0 


Nel seguito dovremo considerare le perturbazioni crescenti per t + co. 
Supporremo (come difatti avviene) che questa crescita si verifichi 
non più rapidamente di una legge esponenziale exp (opt). Allora si può 
fare convergente l'integrale (62,1), considerando œ come variabile 
complessa con Im œ = o œo, In questa regione ọ (w, z), come 
funzione della variabile complessa œ, non ha singolarità. Nella re- 
gione Im o < Gp, invece, la funzione ® (@, x) si deve intendere 
come prolungamento analitico; è ovvio che qui essa ha delle sin- 
golarità. 

L'espressione inversa per la funzione ‘ (t, x), in funzione della 
sua immagine di Fourier, ha la forma 


co+io 
v(t,2)= | e-itp(0,2)$0, (62,2) 
stico ; 


dove o > 0, in modo che il cammino d'integrazione nella (62,2) 
(lo chiameremo w-contorno) passa nel semipiano superiore di œ. 
sopra tutti i punti singolari della funzione ọ (o, z). 

Sviluppiamo la funzione  (@, x) come integrale di Fourier ri- 
Spetto alla coordinata x: 


P(0, z) = f parete SE (62,3) 


- 00 


(per brevità omettiamo l’indice di ki). 
La funzione w5} si ottiene in ogni caso concreto risolvendo le 
« equazioni del moto » linearizzate del sistema in esame e ha la forma. 


via To, (62,4) 
dove gor è definita dalla perturbazione iniziale e la funzione A (0, k) 
è caratteristica per il sistema in quanto tale (così, per un plasma 
l’« equazione del moto » è l’equazione cinetica, la funzione A (0, k) 
risulta essere la costante dielettrica longitudinale del plasma e Zop 
si esprime in funzione della componente di Fourier della perturba- 
zione iniziale mediante la formula (34,12)). 

Supporremo che gon, come funzione delle variabili complesse œ 
e k, non abbia singolarità per valori finiti di esse, che sia cioè una 
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funzione intera 1). Allora tutti i punti singolari pag coincidono con 


le singolarità del fattore 1/4 (œ, k). L'uguaglianza 
A (0, k) = 0 (62,5) 


rappresenta l'equazione di dispersione del sistema; le sue radici 
& (k) determinano le frequenze delle oscillazioni con valori dati 
(reali) del vettore d'onda k. Come abbiamo visto al $ 34, sono queste 
frequenze a definire la legge asintotica (per t + co) di variazione 
nel tempo della componente di Fourier della perturbazione con k 
dato: 

Par (t) o e~e (k) t — egeTi (A) E +02 (A) 


Se si parte da questa legge, la ricerca della legge asintotica di va- 
riazione della perturbazione in un punto dato dello spazio richiede- 
rebbe di studiare l'integrale 


p(t,z) ~ f e-war ertt eits dk, (62,6) 


In presenza di instabilità, quando in una regione di valori k ab- 
biamo œ” (k) œ> 0, uno dei fattori nell'espressione integranda cresce 
infinitamente per t + co e l’altro diventa una funzione oscillante 
in modo infinitamente rapido; queste tendenze opposte rendono diffi- 
cile la stima dell’integrale. 

Torniamo invece all'espressione (62,2) per p (t, x), prima del- 
l'integrazione rispetto a ©. Spostiamo il contorno w in basso fino 
ad «attaccarlo » al primo punto singolare della funzione ọ (œ, x) 
(il più alto, cioè con œ” più grande); questo punto si trovi per © = ©c 
(come risulterà dal seguito, ©, non dipende da x). È evidente che il 
valore asintotico dell’integrale è definito dall’intorno di questo 
stesso punto in modo che 


p (t, x) œ eet = exp (—iost + wet). (62,7) 


Se w. >Q0, la perturbazione cresce in ogni punto fisso x, vale a dire 
che l’instabilità è assoluta. Se invece œ. < 0, la perturbazione nei 
punti fissi tende a zero, in altre parole, l'instabilità è convettiva. 
Quindi, il criterio cercato si riduce alla definizione di ©. 
La funzione ọ (œ, x) è definita dall’integrale (62,3) con wo 
dalla (62,4): 
K inx dk 
P(0, z) = \ e (62,8) 
Poiché gor, per ipotesi, è una funzione intera di k, le singolarità del- 
l’espressione integranda (come funzione di k complessa) giacciono 


1) A tal fine è necessario comunque che il pacchetto d’onde iniziale decresca : 
in modo sufficientemente rapido nello spazio (più rapidamente di exp (a | z |)). 
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nei punti singolari del fattore 1/4 (œ, k). Di solito si tratta di poli, 
cioè delle radici k (œ) dell'equazione (62,5). 
Supponiamo che per un determinato valore di œ (un punto sul 
contorno œ) con parte immaginaria ©” = o sufficientemente grande 
(positiva) i punti singolari giacciano nel piano k, come è rappresen- 
tato nella fig. 22: alcuni punti nel semipiano superiore, gli altri in 
quello inferiore. In questo caso il cammino d’integrazione rispetto 
a k (contorno k) nella (62,8) passa lungo l’asse reale. Facciamo variare 


a) 


Fig, 22 


ora ©, diminuendo gradualmente œ”. I punti singolari si sposteranno 
(nel piano %) e per alcuni valori di œ possono raggiungere l’asse re- 
ale 1). Questi valori di œ non sono ancora punti singolari per la fun- 
zione 9 (œw, k): nulla impedisce di spostare il contorno / in modo tale 
da allontanarlo dall’intorno dei punti singolari intersecanti l’asse 
reale (come è mostrato nella fig. 22, b). La singolarità dell’integrale 
compare tuttavia se due punti singolari, che si spostano, si avvici- 
nano stringendo il cammino d'integrazione e, quindi, eliminano la 
possibilità di spostarlo lontano dal loro intorno (fig. 22, c). 

In tal modo il valore di œ, che definisce il carattere dell’insta- 
bilità, si sceglie tra quelli tali che le due radici k (©) dell’equazione 
di dispersione si fondono. Inoltre si considerano soltanto i casi di 
fusione, in cui le due radici convergono da parti opposte del con- 
torno &; in altre parole, per œ” + co queste radici devono giacere 
da parti opposte dell’asse reale. Notiamo in proposito che i valori 
©. Sono definiti unicamente dalle proprietà della funzione 1/A (0, k), 
e perciò è evidente la loro indipendenza da x. 

In seguito a fusione di due radici semplici dell'equazione com- 
pare una radice multipla (del secondo ordine). In prossimità di 
questa radice l'equazione di dispersione ha la forma 

A 0? : 
A (a, k) = (0 — o.) (7) tHE ke? (5) =0, (62,9) 


1) Nel caso di un mezzo instabile il punto singolare deve comparire sull’asse 
reale & (almeno in una regione di valori ©’) già per 0” > 0, poiché esistono evi- 
dentemente radici dell'equazione A (œ, k) = 0 tali che la parte immaginaria 
o” > 0, per k reale. ` 
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in modo che k — ka œ +(@ — 0)? 1). Notiamo che nel punto 
w = we la funzione o (k) soddisfa la condizione 
do 
= (62,10) 
vale a dire che ©, è un punto di sella della funzione analitica œ (k). 
L'integrale (62,8) calcolato nell'intorno del punto k = ke a 
meno di un fattore costante, ha la forma 
= 62,11 
po? (62,11) 
per © = we la funzione @ (©, x) ha un polo da radice. Quanto al- 
l'integrale (62,2) calcolato ora nell'intorno del punto œ = œ, come 
funzione di t e x, esso ha la forma 


Y (t, 2) ~œ A eriocd -h (62,12) 


(poiché questa espressione asintotica è ottenuta per t + co € x fis- 
sato, essa è valida soltanto per | kez | & | @ct |). 

Sebbene la fusione delle radici dell’equazione di dispersione sia 
la fonte fondamentale di comparsa delle singolarità per la funzione 
p (œ, x) (di solito essa determina il carattere dell’instabilità), ri- 
cordiamo un altro tipo di singolarità che compare alla frequenza, 
alla quale la radice dell'equazione di dispersione |% | co ?). 
La parte immaginaria di questa frequenza ©, è difaiti sempre negativa 
e perciò non può condurre a priori all’instabilità assoluta (la positi- 
vità di œ% in questo caso significherebbe l'instabilità del sistema ri- 
spetto alle oscillazioni con lunghezza d'onda infinitamente piccola). 
Tratteremo questo caso più avanti (si veda la (63,10). 

Come è stato già sottolineato, l'instabilità convettiva in un siste- 
ma di riferimento (quello del laboratorio) può diventare assoluta 
in un altro sistema. Proponiamoci di trovare la velocità V del siste- 
ma di riferimento, in cui l'instabilità sia assoluta con incremento 
massimo. 

Il passaggio dal sistema di laboratorio al sistema di riferimento, 
che si muove con velocità V, si realizza con la sostituzione ®© + 


1) In alcuni casi può aver luogo la fusione di un numero più grande di radi- 
ci, con la comparsa di una radice di ordine superiore. Questi casi, in generale, 
possono però corrispondere soltanto a valori speciali dei parametri del sistema 
in quanto impongono restrizioni supplementari ai punti Oe, kec: nello sviluppo 
di A (0, k) si devono annullare anche altri coefficienti (oltre a (0A/0k)c). 

2) Questa radice conduce a un punto sostanzialmente singolare della fun- 
zione @ (œ, 2). Così, se | k | tende all'infinito secondo la legge k” = C (0—0e), 


il contributo all’integrale (62,8) proveniente dall’intorno della singolarità vale 


po 2 co ox {Tao} 
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—> 0 — kV in tutte le formule. Come abbiamo visto sopra, il valore 
©. corrisponde al caso in cui al diminuire di œ” sul contorno œ si 
fondono due poli della funzione 1/A (œ, k) nel piano &; inoltre, questi 
poli devono raggiungere il punfo di fusione partendo da parti opposte 
dell'asse reale, e perciò uno di essi deve intersecare preliminarmente 
questo asse. Indichiamo con @max il valore massimo (indipendente 
da V!) di œ” per k reali. Poiché wc (k, V) è minore a priori di quel 
valore di œ” per cui il polo ha intersecato l’asse reale, abbiamo quindi 
w (k, V) < Onax per tutti i V. Ciò vuol dire che il più grande valo- 
re oc si ottiene se la fusione dei poli avviene sull’asse reale nel punto 
di massimo di œ” (k). Sostituendo nella (62,10) œ (k) con oœ (k) — kV 
e separando le parti immaginaria e reale dell'uguaglianza (per k 
reali), troviamo le due equazioni 


o =), (62,13) 


=- (62,14) 

Quindi, l'incremento più grande dell'instabilità è definito dal 
valore massimo di œ” (k) come funzione di k reale. Quanto alla velo- 
cità del sistema di riferimento in cui si verifica questa instabilità, 
essa è definita dal valore corrispondente della derivata dw'/dk. 
È naturale considerare questo valore di V come definizione della ve- 
locità di gruppo del pacchetto d’onde in un mezzo convettivamente 
instabile. 


$ 63. Amplificazione e impenetrabilità 


Abbiamo considerato finora problemi di stabilità, in cui si svi- 
luppava nel tempo una perturbazione data nello spazio all'istante 
iniziale. Lo sviluppo di Fourier di questa perturbazione contiene 
le componenti con valori reali dei vettori d'onda k, mentre la loro 
dipendenza temporale è definita dalle frequenze œ (k), ossia dalle 
radici complesse dell’equazione di dispersione. 

E possibile però un'altra impostazione del problema della sta- 
bilità: il problema in cui figura una perturbazione creata in una re- 
gione dello spazio secondo una legge temporale data. Lo sviluppo di 
Fourier di questa perturbazione contiene componenti con frequenze 
reali œ, la cui propagazione nello spazio è definita dai vettori d'onda 
k (œ), che si ottengono risolvendo questa volta l'equazione di di- 
spersione rispetto a k. Ciò premesso, risultano complessi i vettori, 
anziché le frequenze (come al paragrafo precedente, abbiamo a che 
fare con un problema unidimensionale e perciò scriviamo k = k 
al posto del vettore k). 

La complessità dei vettori d'onda può avere significati diversi. 
In alcuni casi essa può significare semplicemente che le onde corri- 


x 
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spondenti non possono propagarsi nel mezzo considerato (impenetra- 
bilità). In altri casi, invece, la complessità di & può significare ampli- 
ficazione: delle onde che si propagano da una sorgente da parte 'del 
mezzo. Sottolineiamo immediatamente che il segno di Im % non, può 
servire a priori come criterio di distinzione tra queste due possibilità: 
le onde possono propagarsi in ambedue le direzioni dell’asse x e il 
cambiamento della direzione di propagazione equivale al cambia- 
mento del segno di k. i e LE $ 

Fisicamente è evidente che soltanto un mezzo instabile può. go- 
dere di proprietà amplificatrici. Quindi è chiaro, per esempio, che. 
per le onde elettromagnetiche trasversali in un plasma, che ubbidi- 
scono alla legge di dispersione 0° = Q4 + c°%° (si veda il problema 1 
del $ 32) per frequenze œ < Q, (quando k (w) è immaginario) ha 
luogo l’impenetrabilità; infatti, la funzione œ (k) definita da questa 
equazione è reale per tutti i k reali in modo che il sistema è stabile 
a priori. 

Per un'impostazione esatta del problema, consideriamo una sor- 
gente puntiforme rispetto alla coordinata x (detta anche segnale) 
che si inserisce all'istante t = 0, creando così una perturbazione 
monocromatica (di frequenza œp), ossia la risposta del sistema al 
segnale. Quindi, l’intensità della sorgente è 


g(t, x)=0 per t<0, (63 iş 
g (t, x) = costante- ô (x) eo per t>0. 0 


Qui non concretizziamo la natura fisica né della perturbazione w,. 
«né dell'intensità della sorgente g. Quel che più importa è che le com- 
:& ponenti œk della perturbazione siano definite rispetto alla sua sor- 
«# gente con un'espressione della forma Di igna 
; Pok FR, Borl A (0, k). (63,2) 
Questa espressione si deduce da un « equazione del moto» lineariz- 
. zata disomogenea del sistema, in cui g (t, x) funge da « secondo mem- 
bro » (così come la (62,4) era la soluzione di un'equazione omogenea 
con la condizione iniziale data dalla funzione g (0, x)). Per la 
“ sorgente (63,1) abbiamo 1) 


costante (63,3) 


l Eok = Too * 
La funzione w (t, x) si trova in seguito con la formula d’inversione 
c4ig ` 


` eit do 
p(t, z) = costante į ® (0, z) ACTA] Da $ (63,4) 
-0440 
®(0,2)= f y dk. (63,5) 


R sh rka 
_-1) Galcolando gok bisogna ricordare che nella formula della trasformazione 
imversa si integra su un contorno in cui Im œ > 0; perciò e > 0 per t + co. 
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Questa espressione garantisce automaticamente l'uguaglianza p (t, 
x) = 0 per t < 0, in accordo con l'ipotesi del problema: la pertur- 
bazione proviene soltanto dalla sorgente che si inserisce all'istante 
t=0. 

Ora il problema è di trovare l'espressione asintotica di  (f, zx) 
lontano dalla sorgente (| z | + œo) in regime stazionario, cioè dopo 
che è trascorso molto tempo dall'inserimento della sorgente (t + co). 
Se in questo regime la perturbazione tende a zero per x + 100, 
siamo in presenza di impenetrabilità. Se, invece, la perturbazione 
cresce almeno da un lato della sorgente, si ha amplificazione. È evi- 
dente che in ambedue questi casi si può parlare soltanto di un sistema 
convettivamente instabile (o stabile). Per instabilità assoluta la 
perturbazione cresce infinitamente con il tempo in tutti i punti dello 
spazio, in modo che è impossibile in generale ottenere un regime sta- 
zionario. 

‘ Passando alla ricerca dell’asintotica richiesta, notiamo prima 
di tutto che il passaggio asintotico t + co deve essere realizzato pri- 
ma del passaggio | z |— co: poiché la perturbazione in un tempo 
finito non può propagarsi all'infinito, il passaggio | z | + co per t 
finito annulla +. 

Come al $ 62, per ottenere l’espressione asintotica quando t + oo, 
spostiamo in basso il cammino d'integrazione rispetto a œ nella 
(63,4). Le proprietà analitiche della funzione ® (w, x) sono le stesse 
della funzione ọ (w, x) al $ 62. Poiché il sistema è supposto sol- 
tanto convettivamente instabile, allora ® (0, x) non ha singolarità 
nel semipiano superiore di œ e il polo œ = ® sull'asse reale sarà 
il punto singolare più alto dell’espressione integranda nella (63,4). 
Perciò l’asintotica per # + œ è 


yp (t, z) œ eet D (op, z). (63,6) 


Per trovare l’asintotica della funzione © (œp, z) per | z |—> œ, 
si deve ora spostare il cammino d'integrazione rispetto a k in alto 
(per z >0) o in basso (per z < 0) finché esso non si attaccherà al 
polo dell'espressione integranda nella (63,5) (la radice dell'equazione 
A (09, k) = 0). 

Indichiamo con k+ (w) e k_ (œ) i poli che per Im o + cosi tro- 
vano rispettivamente nei semipiani k superiore e inferiore. Al dimi- 
nuire di Im © i poli si spostano e, per © = ©, reale, possono re- 
stare nel « proprio » semipiano o finire in un altro semipiano. Nel 
primo caso il cammino d'integrazione in ® (œp, z) resta sull’asse 
reale (come nella fig. 22, a), e nel secondo si deforma, come nella 
fig. 22, b, aggirando i poli k+ (09) e k- (wo) (i punti A e C) « fuggiti » 
nel semipiano estraneo. In ambedue i casi spostandosi in alto o in 
basso il contorno « si attacca » ai poli k4 o k, rispettivamente. L'e- 
spressione asintotica della funzione + (t, x) per z + +00 è definita 
dal contributo proveniente dal più basso dei poli k} (©y), e per 
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x + —co dal più alto dei poli k- (wèy); in altre parole, questo è il 
polo più vicino all'asse reale (se tutti i poli di una data categoria 
restano nel « proprio » semipiano) o il polo più lontano dall'asse 
reale tra quelli passati al semipiano « estraneo ». Con questi valori 
di k+} e k- avremo 


p (t, x) ~œ exp {ik+ (0) £ — iœt} per x >O, 


(63,7) 

Ņ (t, x) co exp {ik (0) £ — iot} per z< 0. 
Nel caso di un sistema stabile tutti i poli restano per œ = @ọ nei 
« propri » semipiani; infatti, per l'assenza di rami delle oscillazioni 
con Im o (k) >0 (per k reali), il polo > (œ) potrebbe intersecare l’as- 
se reale soltanto per Im œ < 0. Perciò nella (63,7) abbiamo 


Im k+ (09) >0, Imk- (0) < 0, 


in modo che le onde si smorzano da entrambi i lati della sorgente. 

Nel caso di instabilità convettiva i poli k (@) compaiono sul- 
l’asse reale già per Im œ œ>0. Perciò esistono a priori poli k, 0 k- 
finiti per œ = @, nel semipiano «estraneo », per i quali, cioè, 
Im k+ (09) < 0 o ImE. (wọ) >0. La presenza di un tale polo 
k+ (@,) conduce all’amplificazione dell'onda a destra dalla sor- 
gente e la presenza del polo k. (œo) all’amplificazione a sinistra dalla 
sorgente. 

Riassumendo le considerazioni esposte, possiamo formulare il 
seguente criterio di distinzione tra i casi di impenetrabilità e di am- 
plificazione delle onde emesse da una sorgente di frequenza @, in un 
sistema convettivamente instabile. 

Un’onda con valore complesso k (@), per Wg reale, viene ampli- 
ficata se la funzione Im k (œ) cambia di segno al variare di Im œ 
da + a 0 (per Re œ = 0 dato); se invece Im k (©) non cambia 
di segno si verifica il caso di impenetrabilità. 

È da notare che l'origine di questo criterio è legata alle ipotesi di 
causalità. Infatti, per un inserimento della sorgente rapido a piacere, 
la perturbazione deve comunque smorzarsi per x + +00, semplice- 
mente perché in un tempo finito essa non può propagarsi a distanza 
infinita. D'altra parte, un inserimento « rapido a piacere » si può 
realizzare secondo la legge e-î! con Im œ + +o. Perciò è chiaro 
che onde amplificabili (per œ reale) da questo o quel lato della sor- 
gente devono smorzarsi dallo stesso lato per Im œ + œ, da cui nasce 
il criterio suindicato. 

I risultati ottenuti hanno anche un altro aspetto, permettendo di 
definire la direzione di propagazione dell’onda in un mezzo con as- 
sorbimento o amplificazione. In un mezzo trasparente (quando cioè œ 
e k sono reali) il problema della direzione fisica della propagazione 
si risolve mediante la direzione del vettore velocità di gruppo. In 
particolare, nel caso unidimensionale un'onda con valore positivo 
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della derivata do/dk si muove nella direzione positiva dell'asse x, 
e con valore negativo, nella direzione opposta. In un mezzo con assor- 
bimento o amplificazione, invece, si può affermare che nella dire- 
zione positiva si propagano le onde del gruppo k+ e nella direzione 
negativa quelle del gruppo k-. Nel caso di œ e k reali questa formu- 
lazione generale coincide con quella precedente. Infatti, piccole 
variazioni di œw e k sono legate mutuamente dalla relazione 


ĉo 
ôk = Gode * 
Di qui si vede che se in œ compare la parte immaginaria Im œ >O, 
allora 4 si sposta nel semipiano superiore per dw/dk >Q0 e nel semi- 
piano inferiore nel caso contrario. 

A titolo di un semplice esempio di applicazione dei criteri otte- 
nuti in questo e nei paragrafi precedenti, consideriamo l'instabilità 
di un fascio freddo di elettroni in un plasma freddo, di cui si è parlato 
al $ 61. L'equazione di dispersione di questo sistema è 

Q o 
vr to yT (63,8) 


(si veda la (61,6); per le onde che si propagano nella direzione del 
fascio kV = XV). Le radici k (w) di questa equazione per | œ | + 00 
hanno la forma +!) 


k = (o + W/V. (63,9) 


Per Im œ + co entrambe le radici giacciono nello stesso semipiano 
(superiore), cioè le due radici sono della categoria kų (œ). Di conse- 
guenza, esse non possono, spostandosi (al diminuire di Im œ), re- 
stringere il contorno Xin modo che l'instabilità sia convettiva. L’anda- 
mento asintotico della perturbazione creata all'istante iniziale è 
definita dalla frequenza œ = Q,, nell'intorno della quale le radici 
dell'equazione (63,8) tendono all’infinito secondo la legge 


ReRe? 
k2 = HAAN i (63,10) 


Quindi, per t + co della perturbazione restano solo le onde di plasma 
non smorzantisi. 

Per valori reali di 0 < Q, l'equazione (63,8) ha due radici com- 
plesse coniugate k (œ). La radice in cui Im k (@) < 0 è finita nel 
semipiano inferiore da quello superiore. In tal modo, al propagarsi 
delle onde da una sorgente con frequenza ©, < Qe, avviene la loro 


amplificazione nella direzione z œ> Q, cioè « in basso lungo la corren- 
te » del fascio. 


1) E da notare che la (63,9) coincide con l'equazione di dispersione del 
fascio di per sé, come se il plasma immobile non esistesse per niente, 
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$ 64. Instabilità per legame debole di due rami dello spettro 
delle oscillazioni 


Applichiamo il metodo generale sviluppato ai $$ 62, 63 allo 
studio dell'instabilità che compare grazie all’« interazione » tra 
oscillazioni con valori vicini di œ e k, appartenenti a due rami dello 
spettro delle oscillazioni di un sistema non dissipativo; con tale 
sistema si intende l’assenza sia di dissipazione vera e propria sia dello 
smorzamento di Landau. 

Se i due rami, œ = œ; (k) e w = o, (k), fossero completamente 
indipendenti, ciò significherebbe che l’equazione di dispersione si 
divide in due fattori: 


[o — o, (4)] [o — 0, (4) = 0. (64,4) 


Nell’intorno del punto di intersezione di questi rami le funzioni 
©: (k) e ©, (k) avrebbero nel caso generale la forma 


01 (k) = Oo + v (k — ko), 
0g (k) = wo + vo (k — ko), 


dove vy, v, sono delle costanti e ©, e kọ i valori (reali!) di œ e.k nel 
punto d’intersezione. 

Questo caso, tuttavia, in generale è irreale. Il legame tra i due 
rami potrebbe rigorosamente mancare, nel caso migliore, per certi 
valori specifici dei parametri del sistema, ma comparirebbe già per 
una loro piccola variazione !). Per riflettere la situazione reale, è 
necessario perciò tener conto dell’esistenza di un legame debole tra 
irami. Esso si manifesta nella sostituzione dello zero a secondo mem- 
bro dell'equazione (64,1) con un valore piccolo e. Allora l'equazione 
di dispersione nell’intorno di questo punto assume la forma 


lo — og — vi (k — kol [o — o, — v: (k — ko)] = e. (64,3) 


La sua soluzione rispetto a œ è 


o (k) — 0o = $ {(v1 +02) (k — ko) + I(k — ko)? (0—0)? +40], (64,4) 


(64,2) 


e rispetto a k, 
1 w nai = 
= oo, (v; -+ 12) (0 — 00) + [(0 — 00)? (V; — V2)? + dev vo]!/2}. (64,5) 


1) Fanno eccezione i casi in cui non esiste interazione in virtù delle condi- 
zioni di simmetria, per esempio, se un ramo si riferisce alle onde longitudinali 
e l'altro a quelle trasversali in un mezzo isotropo. Poiché in un mezzo isotropo 
una corrente longitudinale non può indurre un campo trasversale e viceversa, 

ueste onde non interagiscono reciprocamente. La situazione è analoga a quella 
che si verifica nella meccanica quantistica per intersezione di termini di diversa 
simmetria (si veda III, $ 79). 
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Fig. 23 


L'esistenza del legame tra i rami sposta il punto della loro inter- 
sezione nella regione complessa. Le dipendenze di œ (k) per œ e k 
reali hanno carattere diverso a seconda del segno della costante e 
e del segno relativo delle costanti v, e v,. Queste dipendenze sono 
rappresentate nella fig. 23 per i casi seguenti: 


A) e >0, vw >O, B)e>0, vw <0, 
C) e< 0, vw >0, D) e<0, vw <0. 


Consideriamo uno dopo l’altro questi casi. 

A) Qui le funzioni © (k) sono reali per tutti i k (reali), in modo 
che il sistema è stabile. Le funzioni % (œw) sono anch'esse reali per 
tutti gli w, in modo che le onde si propagano senza amplificazione 
per qualunque ©. 

B) Le funzioni œ (k) sono reali per tutti i k, in modo che il siste- 
ma è stabile. Le funzioni k (œ), invece, sono complesse nella regione 
di frequenze 


(64,6) 


(0— 09)? < 4 | evwa | (64,7) 


(iv)? * 


Essendo il sistema stabile, in questa regione si ha impenetrabilità. 


330 CAPITOLO VI 


C) Per si 
iS 2 el 
(k— ko)? < (vı — v2)” (64,8) 
le funzioni œ (k) sono complesse e, inoltre, per una di esse Im œ (k) > 
> 0, cioè si ha instabilità. Questa instabilità è convettiva; infatti, 
per | œ | + co, le radici & (œw) hanno la forma 


kx olv, kx olv (64,9) 


e per Im œ + co tutte e due giacciono in un medesimo semipiano k. 
Sia v,, va >; allora il semipiano è quello superiore e le radici sono 
della categoria k4 (œ). Per œ reali, invece, le radici k (œ) nella re- 
gione (64,7) formano una coppia di grandezze complesse coniugate. 
La radice, per la quale Im % (0) < 0, è passata dal semipiano supe- 
riore a quello inferiore. Di conseguenza, nella banda di frequenze 
(64,7) si ha amplificazione delle onde che si propagano nella dire- 
zione x >D. 

Per questo caso è anche facile trovare la « velocità di gruppo » 
delle onde, definita dalla (62,14), ossia la velocità del sistema di 
riferimento in cui si ha instabilità assoluta con incremento mas- 
simo. Derivando l’equazione (64,3) rispetto a k e sostituendovi 
do/dk = V in accordo con le (62,13-14), abbiamo 

V—-vi_ O_-0y—_v(k—ko) 
V—v E W — OV (k— ko) : (64,10) 


Poiché il primo membro di questa uguaglianza è reale, deve essere 
reale (per œ complesso) anche il secondo membro. Da questa condi- 


zione ricaviamo % = ky e, in seguito, dalla (64,10) troviamo la ve- 
locità 


vata, (64,11) 
e dalla (64,3) l'incremento massimo corrispondente 
(Im O)max = | € |172. (64,12) 


D) Le funzioni k (©) sono reali per tutti gli œ (reali), ma le fun- 
zioni œ (k) sono complesse nella regione (64,8) in modo che il sistema 
è instabile. Per precisare il carattere di questa instabilità osser- 
viamo che, in accordo con la (64,9) (per segni distinti di vı e v,), le 
radici k (0) per Im œw + co giacciono in semipiani diversi. Queste 


due radici hanno il punto di fusione nel semipiano superiore di œ 
per 


o=e,=0 +2 ere, (64,13) 
Ivi va] 

Ciò vuol dire che l'instabilità è assoluta con incremento Im we 

Per v, = —v,, che corrisponde al quadro della perturbazione nel 


sistema di riferimento in moto con la velocità (64,11), l'incremento 
raggiunge il valore massimo (64,12). 
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PROBLEMA 


Precisare il carattere dell'instabilità delle onde elettromagnetiche trasversa- 
li «lente » (w/k < c) a bassa frequenza (© ~ © pgi), che si propagano nella dire- 
zione di un campo magnetico costante in un plasma freddo magneticamente 
attivo; lungo la stessa direzione nel plasma si muove un fascio freddo di elettro- 
ni di piccola densità. 

Soluzione, Per costruire l'equazione di dispersione, dapprima la scriviamo 
includendovi solo gli elettroni del fascio nel sistema di riferimento, in cui il 


fascio è a riposo. Secondo la (56,9) abbiamo in questo sistema 
k2? — w? = — Leo 
O + Oge? 


dove Q% è la frequenza di plasma corrispondente alla densità del fascio. Tornando 
al sistema di laboratorio, in cui il fascio si muove con la velocità V (lungo la 


Fig. 24 Fig. 25 


quale è diretto l’asse z), bisogna sostituire © + © — kV a secondo membro del- 
l'uguaglianza. Quanto alla differenza 4°? — ©?, essa è invariante rispetto al 
cambiamento del sistema di riferimento. Aggiungendo ora nel sistema di labora- 
torio i termini legati agli elettroni e agli ioni del plasma, otteniamo 


Q: (0— kV) oR ogi 


Trascurando (in accordo con l'ipotesi del problema) œ rispetto a ck e a Ope 
e osservando anche che 92/0 ge = 93/0 g;, riduciamo l'equazione di dispersione 
alla forma 

G 2 ca (0— kV 92 (0— kV) (1) 

e- —— | (0— KV + 0ge)=— o— kV). 
Opi (Ogi F ol Be) á 

Il primo fattore a primo membro corrisponde al ramo «fondamentale » dello 
spettro delle oscillazioni e il secondo al ramo del fascio; il secondo membro 
descrive l'« interazione » tra questi rami. 

Per i segni superiori nella (1), le leggi di dispersione dei due rami indipen- 
denti sono rappresentate dalle curve continue nella fig. 24 (come sempre, è suf- 
ficiente considerare solo i rami con œ > 0). Nell’intorno del punto @, kọ della 
loro intersezione lo sviluppo dell'equazione (1) ha la forma 


Q0 — 
Vi 


Zoo? | 1 SOL | 0—0 Y (k— ko) = 92056 
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con il coefficiente positivo v, (come segue chiaramente dalla pendenza delle 
curve nella fig. 24). Il confronto con la (64,3) mostra che si verifica il caso C, 
ossia l'instabilità convettiva (nella fig. 24 il tratteggio rappresenta l'andamento 
dei rami dello spettro tenuto conto dell'interazione). , 

I grafici analoghi, per i segni inferiori nella (1), sono rappresentati nella 
fig. 25. Nell’intorno del punto d’intersezione l'equazione di dispersione ha la 
forma 


O_O 
Vi 


2koc? | k— ko + [o-@—V (£—k)]=—205e 


dove di nuovo v, > 0. Ora si verifica il caso D, ossia l'instabilità assoluta (la 
seconda intersezione, che si ha in questo caso, si verifica, come si vede dalla 
figura, per © > © pe, il che contraddice le ipotesi del problema). 


$ 65. Instabilità di sistemi finiti 


Tutta la teoria esposta ai $$ 61-63 si riferiva a mezzi omogenei 
e infinitamente estesi almeno in una direzione (l’asse x). La sua 
applicazione a sistemi reali limitati significa trascurare gli effetti 
dovuti alla riflessione delle onde da parte della frontiera; in altre 
parole, questa teoria è limitata a tempi dell'ordine di grandezza del 
tempo di propagazione della perturbazione lungo l'estensione del 
sistema. 

Consideriamo ora il problema della stabilità nella situazione 
opposta, in cui è importante che il sistema sia finito e che lo spettro 
delle sue autooscillazioni sia definito dalle condizioni al contorno 
ai suoi estremi (ci limitiamo sempre al caso unidimensionale; indi- 
chiamo con L la lunghezza del sistema lungo l’asse x). Lo spettro di 
frequenze di un sistema finito è discreto e, se almeno una delle fre- 
quenze ha parte immaginaria positiva, il sistema è instabile. La 
distinzione tra i casi di instabilità assoluta e convettiva non ha senso. 

In tal modo, il problema della stabilità di un sistema finito è 
equivalente a quello della ricerca dello spettro delle sue frequenze 
caratteristiche (complesse). L'equazione di dispersione che definisce 
queste frequenze può essere stabilita in forma generale per un sistema 
di dimensioni finite, ma sufficientemente grandi L: Im |k pL >41 
(A. G. Kulikovskij, 1966). 

Sia k (œ) la soluzione dell’equazione di dispersione del mezzo 
illimitato; dividiamo di nuovo i rami di questa funzione polidroma 
nelle due categorie, k+ (œw) e k- (©), definite al $ 63. Le autooscilla- 
zioni di un sistema finito si possono considerare come risultato della 
sovrapposizione delle onde che corrono, riflesse dalle sue due fron- 
tiere (in un mezzo senza assorbimento e amplificazione sarebbero le 
onde stazionarie ordinarie). In generale, la riflessione è accompagnata 
dalla mutua trasformazione delle onde che appartengono a rami di- 
stinti dello spettro. Perciò un'onda di frequenza data è una sovrap- 
posizione di tutti i rami. Ma lontano dalle frontiere il contributo fon- 
damentale a ogni onda proviene unicamente da uno dei termini 
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della sovrapposizione. Così, per un'onda che si propaga dalla fron- 
tiera sinistra, x = 0 (fig. 26), nella direzione positiva dell'asse x 
l'espressione asintotica, lontano da questa frontiera, si scrive 


p = a exp {i [k+ (0)  — otl}, (65,1) 


dove come k+ (œ) va preso il ramo di questa categoria per il quale 
Im k+ (©) ha (per œ reale dato) il valore algebricamente più pic- 
colo 1). i 

Dopo riflessione da parte della frontiera destra (z = L) l'onda 
si propaga a sinistra e, a distanze sufficientemente grandi da questa 
frontiera, ha la forma asintotica 


p = Ra exp {ik+ (œ) L} exp {i [k- (0)X 
x(z — L) — otl}, (65,2) 


dove k- (0) è il ramo di questa cate- 
goria per il quale Im k- (œ) ha il valore 
algebricamente più grande. Il coeffi- 
ciente R, dipende dalla legge di trasfor- 
mazione delle onde su una data fron- Fig. 26 
tiera concreta. 

. Infine, dopo la seconda riflessione, questa volta da parte della 
frontiera sinistra, si ottiene di nuovo un'onda che si propaga a destra: 


p = R Ra (R+-k_) L e (h+x-@t)_ (65,3) 


Poiché y (t, x) è una funzione monodroma, l’espressione (65,3) deve 
coincidere con la (65,1). Di qui ricaviamo l'uguaglianza 


R R, exp {i [k+ (0) — k- (@)l LB = 1. (65,4) 
Essa definisce lo spettro delle frequenze œ di un sistema finito, cioè 
ne è l'equazione di dispersione. 


Calcolando il modulo di entrambi i membri di questa equazione 
abbiamo 


| RR, | exp {—Im (k4 — k-) L} = 1. (65,5) 


Per L —> œ il fattore esponenziale tende a 0 0 a co (a seconda del segno 
della differenza Im (k — %_)). Perciò per sistemi sufficientemente 
lunghi l'uguaglianza (65,5) è possibile solo se 


Im Ík; (0) — k- (o)l = 0. (65,6) 


Quindi, in questo caso l’equazione di dispersione si riduce a una 
forma che dipende unicamente dalle proprietà del mezzo di per sé 


1) Cioè il valore più piccolo positivo se tutti gli Im k+ (@) > 0, o il valore 
negativo più grande in modulo se esistono rami per i quali Im k, (0) < 0. 
Nel primo caso la (65,1) è Ponda che si smorza (con la distanza x) meno rapida- 
mente, e nel secondo caso l'onda che si amplifica più rapidamente. 
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e non dipende dal carattere concreto delle condizioni sulle due fron- 
tiere. L'equazione (65,6) definisce una curva nel piano œ; su questa 
curva giacciono le frequenze caratteristiche discrete, molto vicine 
T'una all'altra (per grandi L). Se questa curva appartiene almeno in 
parte al semipiano superiore, il sistema è instabile. Siccome questa 
instabilità è condizionata dalle proprietà del sistema nel suo in- 
sieme, essa si chiama globale. 

Facciamo ancora qualche osservazione sul legame che esiste tra 
l'instabilità globale di un sistema finito e l'instabilità del mezzo 
infinito. È facile vedere, prima di tutto, che in presenza dell’insta- 
bilità globale il sistema infinito è instabile a priori: esistono valori 
reali k tali che Im o (k) >Q0. Infatti, per definizione delle funzioni 
k4 (œ) e k- (œ), i valori per Im œ + co giacciono in semipiani di- 
stinti di k. La condizione (65,6), invece, significa che al diminuire di 
Im o i punti k, (œ) e k- (0) possono finire in un medesimo semi- 
piano, inoltre (nel caso dell'instabilità globale), ciò si verifica già 
per Im œ >0. Quindi, ancora prima (cioè per Im œ >0) almeno 
uno di questi punti interseca l’asse reale, come volevasi dimostrare. 

L’inverso è valido, tuttavia, soltanto per l'instabilità assoluta 
(ma non convettiva) del mezzo infinito: la presenza dell'instabilità 
assoluta è sufficiente perché esista anche l'instabilità globale del 
sistema finito. Infatti, la condizione di instabilità assoluta consiste 
nell'esistenza di un punto di ramificazione della funzione k (œ) per 
Im œ >, quando i rami che si fondono appartengono alle categorie 
k, e k_; in questo punto viene soddisfatta a priori anche la condi- 
zione (65,6). 

Quanto a un mezzo convettivamente instabile, in presenza di 
frontiere esso può essere sia instabile che stabile. 


Capitolo VII 


DIELETTRICI 


$ 66. Interazione tra fononi 


La natura fisica dei fenomeni cinetici nei gas (conducibilità ter- 
mica, conduttività elettrica) consiste nei processi di trasporto re- 
alizzati dal moto termico delle particelle del gas; nei fenomeni cine- 
tici che si verificano nei solidi sono le quasi-particelle a svolgere il 
ruolo delle particelle. Passando allo studio di questi fenomeni, 
cominceremo dalla conducibilità termica dei dielettrici non magne- 
tici. Il quadro relativamente semplice di questo fenomeno, rispetto 
ai processi cinetici in altri tipi di solidi, è dovuto al fatto che vi figu- 
rano quasi-particelle di una sola specie, ossia fononi. 

Ricordiamo (si veda V, $ 72) che la rappresentazione dei fononi 
liberi compare in seguito alla quantizzazione del moto oscillatorio 
degli atomi nel reticolo cristallino nell’approssimazione armonica, 
cioè tenendo conto solo dei termini quadratici (rispetto agli sposta- 
menti degli atomi) nell’operatore di Hamilton. Quanto ai diversi 
processi di interazione tra fononi, essi compaiono se si includono i 
termini infinitesimi di ordine successivo, ovvero termini non armo- 
nici del terzo ordine e di ordine superiore rispetto agli spostamenti 1). 

I primi termini non armonici, cioè quelli cubici, nell’energia 
classica del reticolo hanno la forma 


1 818283 
H® = T DI Ac? (n—n3, n7—n3)Usa(n,) Us, (n2) Ussy (ng). (66,1) 
(ns) 


Qui U, (n) sono i vettori spostamento degli atomi nel reticolo; a, 
B, y gli indici vettoriali che assumono i valori x, Y» Z; Sis Sa, S3 i nu- 
meri atomici nella cella elementare; n,, ny, ng « vettori » numerici 
interi che definiscono la posizione della cella nel reticolo; il simbolo 
(ns) sotto il segno di somma significa che la sommatoria è estesa a 
tutti gli n e a tutti gli s; per l'omogeneità del cristallo, le funzioni A 
dipendono unicamente dalle distanze reciproche n, — N; € ng — Ng 
tra le celle e non dalle loro posizioni assolute nel reticolo. 
L'operatore di Hamilton della seconda quantizzazione si ottiene 
grazie alla sostituzione nella (66,1) dei vettori spostamento con gli 


1) La necessità di tener conto della non armonicità delle oscillazioni degli 
atomi nel reticolo per lo studio della conducibilità termica dei cristalli è stata 
indicata originariamente da P. Debye (1914) e da M. Born (1914). 
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operatori Ù, (n), espressi in funzione degli operatori di creazione cig 

e di annichilazione Che dei fononi della specie g (cioè del ramo dello 

spettro fononico) con quasi-quantità di moto k, mediante la formula 

U, (n) mo 

= N [2M F o; (k) 12 {kee (k) en + ctgel9* (k) e"), (66,2) 
gk 


dove f è il numero di celle nel reticolo, M la massa atomica totale 
nella cella, e® (k) i vettori polarizzazione dei fononi, ©g (k) l'energia 


di un fonone della specie g !). Con la sostituzione compaiono ter- 


mini contenenti gli operatori c e c* nelle diverse combinazioni triple. 
Questi termini descrivono i processi cui partecipano tre fononi. 


I prodotti della forma c*c* sono la disintegrazione di un fonone in 
due e i prodotti della forma c*cc sono la fusione di due fononi colli- 
denti in uno solo (i termini cec e c*c*c* corrispondono a processi in- 
terdetti dalla legge di conservazione dell'energia). 


Scriviamo, ad esempio, i termini corrispondenti alla disintegra- 
zione del fonone (k,g;) in due fononi: (k,g) e (kag). Passando nella 
(66,1) dalla sommatoria su n,, nz, nz alla sommatoria su vj = n} — n3, 
V = N; — Ng, Nz, Scriviamo questi termini nella forma 

` BEGGI ; 
 Hdisintegr =! FT oo AE DI exp {i (k, — k, — ks) rn} (66,3) 
n, 
dove 


Q = (2M y3/2 È, AGBr® (Vir vo) e1aespes» exp {i (kyrw, — Korv,)} (66,4) 


=Œ Ckg Oy =0g (ki), e = est» (ky), ... 


Nella (66,3) figura un fattore esponenziale dipendente dalla posi- 
zione assoluta n della cella nel reticolo. La sommatoria di questo 
fattore su tutti gli ny dà S° se k, — k, — k, coincide con qualche 
periodo del reticolo inverso b, o zero in caso contrario. Perciò 


A AA 


A cictet 
H &sintegr =L_a r (66,9) 


N? (010,03)2/? ? 


inoltre, le quasi-quantità di moto dei fononi soddisfano la legge di 
conservazione 
k, = k, + k; + b. (66,6) 


S 1) In questo capitolo usiamo il sistema di unità in cui A = 1. In questo 
sistema le dimensioni della quantità di moto e del vettore d’onda coincidono, 
«così come le dimensioni dell’energia e della frequenza. 
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La condizione (66,6) si deve considerare come un’equazione che 
definisce il valore, diciamo, di ky rispetto ai valori dati k, e ko. 
Inoltre bisogna prendere i valori k, e k, all’interno di una sola cella 
elementare del reticolo inverso (contenente tutti i valori fisicamente 
diversi della quasi-quantità di moto) e osservare che k, appartenga 
anch'esso a questa cella. L'ultima condizione definisce il valore ne- 
cessario b nella (66,6), in modo univoco. Infatti, se per k,, k}, b 
assegnati il vettore k; si trova nella cella elementare, qualsiasi va- 
riazione di b farebbe uscire a priori k da questa cella. I processi (la 
disintegrazione del fonone nel caso in esame), per i quali la legge di 
conservazione della quasi-quantità di moto contiene un vettore b 
non nullo, si chiamano processi umklapp +), a differenza dei processi 
normali con b = 0. Bisogna dire che la distinzione tra queste due 
categorie di processi è, in un certo senso, convenzionale: ogni pro- 
cesso concreto può essere normale o umklapp a seconda della cella 
fondamentale considerata. È fondamentale, tuttavia, che con nes- 
suna scelta sia possibile annullare contemporaneamente b per tutti 
i processi possibili. È opportuno scegliere la cella fondamentale del 
‘reticolo inverso in modo tale che il punto k = 0 (lunghezza d’onda 
infinita) si trovi al suo centro; ciò verrà supposto ovunque più avanti. 
Con questa scelta a tutti i fononi a bassa frequenza corrispondono 
valori piccoli della quasi-quantità di moto (k < 1/d, d è la costante 
del reticolo) e tutti i processi, cui partecipano solo i fononi a bassa 
frequenza, sono normali 2). I grandi valori della quasi-quantità di 
moto (k ~ 1/d) corrisponderanno ai fononi ad onde corte, con grande 
energia (dell'ordine di grandezza della temperatura di Debye ©). 

Torniamo al processo di disintegrazione del fonone. Secondo ie 
regole generali della meccanica quantistica (si veda III, (43,1)) la 
probabilità di una disintegrazione, per cui la quasi-quantità di moto 
di uno dei due nuovi fononi apparsi giace nell'intervallo dk, è 
data dal quadrato dell'elemento corrispondente di matrice dell’ope- 
ratore di perturbazione (66,5), in base alla formula 


dW =2n | (Ni— 1, N44, N544|H®|N,, Na Na) [2X 
Idk, 


X 6 (01 — Oz — 03) Ta? 


(66,7) 
dove N, = Nk Na, Na sono i numeri di riempimento dei fononi 
nello stato iniziale del cristallo. Gli elementi di matrice degli ope- 
ratori fononici di creazione e di annichilazione sono dati dalle for- 
mule 


(N-4|c{N)=(N|[et|N--1)=VY. (66,8) 


1) Secondo la terminologia tedesca. 

2) Se, ad esempio, consideriamo una cella fondamentale tale che il punto 
k = 0 appartenga a uno dei suoi vertici, alle piccole frequenze corrisponderanno 
anche gli intorni degli altri vertici, in prossimità dei quali k non è più piccolo. 
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Come risultato otteniamo la probabilità di disintegrazione nella 
forma 
3 

dW =wN, (Na +1) (N3 +1) (0—0 — 0) 57, (66,9) 

dove 
X __ 2w 2 
w=w (gzKk2» EsK3; 8,k;) Figo, |2 | (66,10) 

(v= 7/4" è il volume della cella del reticolo cristallino). In tal 
modo la probabilità dei processi è proporzionale al numero N, di 
fononi iniziali nello stato iniziale del cristallo e anche ai numeri di 
fononi finali (N, + 1 e N3 + 1) nello stato finale del cristallo. 
L'ultima proprietà è legata alla statistica di Bose, cui ubbidiscono 
i fononi e, in generale, è caratteristica per tutti i processi cui parte- 
cipano dei bosoni 1). 

Il processo inverso della disintegrazione è la « fusione » di due 
fononi k, e ky in un fonone k,. È facile stabilire che i termini respon- 
sabili di questo processo nell’operatore di Hamilton differiscono dalla 
(66,5) per la sostituzione del prodotto di operatori c al numeratore 


A A A 


con ctcsc3 e per la sostituzione di Q con Q*. Perciò la probabilità di 
questo processo è data da una formula che differisce dalla (66,9) 
solo per i fattori N: 
3L 

dW=wN,N3(N,+1)$ (0,—0,— 03) E. (66,11) 
Le funzioni w, invece, sono identiche qui e nella (66,9). L'ultima 
circostanza corrisponde alla regola generale: nell’approssimazione 
di Born (la prima approssimazione della teoria delle perturbazioni) 
le probabilità degli atti di diffusione elementari diretto e inverso 
sono uguali (si veda III, $ 126). 

Tra i vari rami dello spettro fononico ne esistono sempre tre 
acustici, nei quali l'energia tende a zero per k + 0; per i fononi acu- 
stici a onda lunga (k piccoli) la dipendenza œ (k) è lineare. Per lo 
studio ulteriore sarà fondamentale il comportamento della funzione w 
(66,10) per questi fononi. 

Si può precisare tale comportamento osservando la proprietà dei 
coefficienti A nell’operatore di Hamilton (66,1), che esprime il 
fatto che un semplice spostamento del cristallo come un tutt'uno 
non ne cambia l'energia, a prescindere dalla sua eventuale defor- 
mazione. Ciò vuol dire che l'energia H©® non deve cambiare se sosti- 
tuiamo in essa uno qualsiasi dei fattori Us (n) con U; + a, il vettore 


1) La funzione di distribuzione dei fononi N, (o N (k)) sarà definita come 
numeri di riempimento degli stati quantistici, con diversi valori della quasi- 
quantità di moto k. Il numero di stati per un elemento d°% dello spazio k è 
dki (2n), in modo che la distribuzione, riferita a d'k, vale Ny/(27)?. 
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a indipendente da n, s. A tal fine è necessario che si abbia 


5 Aay (n,, ng, n3)=0, (66,12) 

Nis 
dove la sommatoria è estesa almeno a una coppia di variabili ns. 
Dei tre fononi che partecipano al processo possono essere acustici 
a onda lunga uno solo o tutti e tre (con due di tali fononi e il terzo 
a onda corta non si possono verificare le leggi di conservazione della 
quantità di moto e dell'energia). Per un fonone acustico nel limite 
k— 0 i vettori polarizzazione e, (k) tendono a una costante indi- 
pendente da s, in quanto tutti gli atomi nella cella oscillano insieme; 
i fattori exp (ikrn), invece, tendono a 1. In virtù della proprietà 
(66,12) la grandezza Q (66,4), di conseguenza, tende a zero e per k 
piccoli è proporzionale a + o (il che è lo stesso per un fonone acustico) 

. a œ. Come risultato troviamo che 


wo ki (66,13) 
se uno dei fononi è a onda lunga, ossia 
w = kikka (66,14) 


se tutti e tre i fononi sono a onda lunga. 

Al risultato (66,13-14) si può arrivare anche in modo intuitivo, 
ricordando che i fononi acustici a onda lunga corrispondono alle 
onde acustiche macroscopiche, che si possono studiare con la teoria 
macroscopica dell elasticità. In questa teoria l'energia di un cri- 
stallo deformato si esprime in funzione del tensore di deformazione 


_ í /ôUx _ IO 
Ot (E), 6019 
dove U (r) è il vettore spostamento macroscopico dei punti del mezzo 
elastico. Sono le componenti di questo tensore a rappresentare le 
piccole grandezze rispetto alle quali si sviluppa l'energia elastica. 
Per la seconda quantizzazione il vettore U va sostituito con l’ope- 
‘ratore U analogo a quelio (66,2). La derivazione di U rispetto alle 


A 


coordinate per la costruzione degli operatori U „g dà il fattore sup- 
plementare k che conduce alle leggi (66,13-14). 


$ 67. Equazione cinetica per i fononi in un dielettrico 


In un cristallo solido i fononi formano un gas rarefatto e, quindi, 
l'equazione cinetica per essi si costruisce così come per un gas ordi- 
nario. 

Sia N = Ng (t, r, k) la funzione di distribuzione dei fononi 
della g-esima specie. Le equazioni cinetiche (per ogni Specie] fono- 
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nica) si scrivono nella forma 

aN ôN 
"TRAIL Tali (07,1) 
dove u = do0/dk è la velocità dei fononi. 

La situazione, tuttavia, differisce sostanzialmente da quella 
nei gas ordinari, per il fatto che gli urti nel gas fononico non con- 
servano, in generale, né il numero di fononi (in quanto si verificano 
processi umklapp), né la loro quasi-quantità di moto totale. L'unica 
legge di conservazione resta la legge di conservazione dell'energia, 
che è espressa dalla relazione 


dk 
S | oSt N- = (67,2) 
g 


Moltiplicando l'equazione (67,1) per œ, integrando rispetto a d*k 
e sommando su g, otteniamo la legge di conservazione dell'energia 
nella forma 


ŻE 4 divq=0, (67,3) 


dove la densità dell'energia termica Æ del cristallo e la densità del 
suo flusso q sono definite dalle espressioni naturali 


dk dk 
E= X, | oN r? q= J; [uN (67,4) 
g g 


L'integrale degli urti nella (67,1) deve, in teoria, tener conto di tutti 
i processi che si possono verificare in seguito all'interazione dei fo- 
noni della specie g con tutti gli altri fononi. In realtà, tuttavia, il 
contributo principale all’integrale proviene dai processi a tre fo- 
noni studiati al paragrafo precedente. I processi cui partecipa un 
numero di fononi più grande sono dovuti ai termini successivi dello 
sviluppo dell'operatore di Hamilton in potenze degli spostamenti 
degli atomi; questi termini decrescono rapidamente all'aumentare 
dell'ordine. La causa della diminuzione risiede nel fatto che è piccolo 
‘ il rapporto tra l'ampiezza delle oscillazioni È e la costante del re- 
ticolo d; nei cristalli solidi esso resta piccolo per tutte le temperature 
fino a quella di fusione !). Per una stima grossolana si può partire 
dalla relazione classica M0?E° ~ T; stimando il valore caratteristico 
della frequenza come œ ~ uld °), troviamo 


(E/d)? ~ TIMP <A1. (67,5) 


1) Fa eccezione il «cristallo quantistico », cioè Pelio solido. 

2) Nelle stime intenderemo con u la velocità del suono benché, ovviamente, 
questa identificazione possa avere significato letterale soltanto per i fononi 
acustici a onda lunga. 
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Come sempre, l'integrale degli urti è la differenza tra il numero 
di processi (nell’unità di tempo), che implicano la comparsa di 
fononi in un dato stato (gk), e il numero di processi che fanno usci- 
re fononi da questo stato. Tenendo conto solo dei processi a tre 
fononi abbiamo 


SN=({} J w (ky kg; k)6(0—-@0,—@)X. 
Ege 
X IN +1) NNa — N (Ni +1) (N; +4) 
ae Si w (k, k,; k3) ô (@s — © — 0). x 


&183 


XINI (N, +1) N NN, (N1) } Ser, (67,6) 
dove N, = Na (ki), œ = og, (k)... Il primo termine tra 
parentesi graffe corrisponde ai processi diretto e inverso 

(Ek) = (g1k.) + (gak), k, = k — k, — b; (67,7) 


il fattore 4/2 in questo termine significa che, data l'identità dei 
fononi, si devono sommare solo su metà degli stati finali. Il secondo 
termine corrisponde ai processi 


(g3k3) = (gk) + (gii), k, = k -+ k, + b; (67,8) 


in questo termine non c’è bisogno del fattore 1/2 in quanto uno dei 
due fononi di disintegrazione è dato. Sottolineiamo che nell’espres- 
sione integranda della (67,6) i prodotti tripli NN,N, e NNN, si 
eliminano. 

L'integrale degli urti è annullato identicamente dalla distribu- 
zione d’equilibrio dei fononi, ossia dalla distribuzione di Planck 


No = (œT — 4)-1, (67,9) 


Per l'integrale (67,6) ciò si dimostra facilmente con una verifica 
diretta: il prodotto dei fattori dà 


No (Not +4) (Nor +1) = (N0 +1) N Ny exp SEU (67,10) 


e in virtù della legge di conservazione dell'energia il fattore espo- 
nenziale a secondo membro si trasforma in 1. 

Se non esistessero processi umklapp, si conserverebbe non solo 
l'energia totale ma anche la quasi-quantità di moto totale dei fononi. 
Allora sarebbe d’equilibrio non soltanto la distribuzione (67,9), 
ma anche le funzioni 


No=[exp FE 1 F3 (67,11) 
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corrispondenti al moto traslatorio (di deriva) del gas fononico come 
un tutt'uno, con velocità arbitraria V rispetto al reticolo. Questa 
affermazione corrisponde ai principi generali della statistica. La 
sua validità si prova anche direttamente: con le funzioni (67,11) 
come V, a secondo membro dell uguaglianza (67,10) comparirà an- 
cora un fattore 


exp" Eck — ko) 


che si riduce all'unità per processi normali, quando k = k, + ky. 
Ma la distribuzione della forma (67,11) conduce, evidentemente, 
-a un flusso di energia q non nullo. In tal modo, in assenza di processi 
umklapp, nel cristallo sarebbe possibile l’esistenza di un flusso 
di calore, pur con una temperatura costante lungo tutto il corpo; 
in altre parole, il cristallo avrebbe conducibilità termica infinita. 
Una conducibilità termica finita compare soltanto in seguito ai 
processi umklapp !). 

Per il calcolo della conducibilità termica si deve scrivere l’equa- 
zione cinetica per il cristallo con la temperatura lentamente varia- 
bile lungo il suo volume. Come al solito, cerchiamo la distribuzione 
fononica nella forma l 


N (e, k) = No (k) + ôN (r, k), (67,12) 
dove ôN è una piccola correzione alla funzione d’equilibrio. Allora 
l'equazione cinetica assume la forma 


(u y7) =I (ôN), (67,13) 


dove 7 (ôN) è l'integrale degli urti linearizzato. 
Le funzioni ôW devono soddisfare anche la condizione supple- 
mentare 


d3k 
3 | oôn Eho, (67,14) 
g 


la quale significa che le funzioni di distribuzione perturbate devono 
condurre allo stesso valore per la densità dell'energia nel reticolo 
delle funzioni d’equilibrio. Come è stato detto al $ 6, con questa 
condizione si stabilisce il senso della definizione di temperatura in 
un corpo non in equilibrio. Quanto alle altre condizioni imposte 
alle ôN al $ 6, esse mancano nel caso di gas fononico (a differenza 
del gas ordinario). Il numero di particelle in un gas fononico non è, 


| 1) La teoria quantistica della conducibilità termica dei dielettrici, basata 

sull’equazione cinetica per i fononi, è stata costruita da R. Peierls (1929). È sta- 
soi a indicare il ruolo dei processi umklapp peri fenomeni cinetici nei 
solidi. 
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in generale, una grandezza data, bensì viene stabilita dalla tempe- 
ratura. La quantità di moto totale effettiva (non la quasi-quantità 
di moto!) dei fononi nel cristallo è automaticamente nulla; in caso 
contrario vi sarebbe una corrente del solido, il che è impossibile 
a priori per un reticolo cristallino perfetto (senza difetti). Ogni atomo 
del reticolo compie solo un moto finito, ossia un’oscillazione nel- 
l'intorno dei vertici del reticolo; la quantità di moto media di que- 
| sto movimento è identicamente nulla. Quindi, il flusso di fononi 
(legato al flusso di energia) in un cristallo solido non è accompagnato 
da trasporto di massa 1). 

Scriviamo in forma esplicita l’integrale degli urti linearizzato 
(67,6). In questo caso è opportuno introdurre al posto delle ôW le 
nuove funzioni incognite y secondo la definizione 


7 ôN No (No +1 
ON=- Fog = II, (67,15) 
La linearizzazione si rende più semplice se osserviamo che 
N > No % 


Scriviamo l’espressione tra parentesi quadre (nel primo integrale 
della (67,6), ad esempio) nella forma 


N N N 
(N+1) (N11) (Na+ 1) ar rr re]. 


Nei fattori che precedono l'espressione tra parentesi si può porre 
direttamente N = N,. La differenza tra parentesi quadre dà 


TRIM) 
dove si è tenuto conto dell'uguaglianza 
No Noz = No 
Noti Noti 1+No ` 
In tal modo, l'integrale degli urti si riduce alla forma 


St N xI =F { E di w (ky, ko; k) No (Noi + 1) (Noz +1) x 
8182 


X6(0/+0,—0)(x+x—-%) + di w (k, ky; k3) NoNo (Nos + 1) X 
8183 


d3k 
x8(0+0;— 0g) (X—u-)} tr. (67,17) 


1) A differenza di un fluido dove la quantità di moto del fonone è una quan- 
tità di moto propria e il flusso fononico è legato al trasporto di massa. Il moto 
degli atomi in un fluido è infinito: in un tempo sufficiente ogni atomo può 
raggiungere qualsiasi punto del volume. 
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Sottolineiamo che la funzione y (k) entra nell'espressione integranda 
sotto forma di semplici somme dei suoi valori per diversi k (così 
come abbiamo visto nell’integrale degli urti classico nei gas (6,4-5)). 

Alla soluzione dell’equazione (67,13) si può sempre aggiungere la 
soluzione dell’equazione omogenea 


y = costante-@ (67,18) 


che annulla identicamente l’integrale (67,17), in virtù della conser- 
vazione dell'energia in seguito a urto. Come è stato detto al $ 6, 
questa soluzione « parassita » corrisponde semplicemente alla varia- 
zione della temperatura di una piccola costante e si elimina con 
l'impostazione della condizione supplementare (67,14). 

L'altra soluzione « parassita » 


x = kSV (67,19) 


(ôV è la costante), corrispondente a una piccola variazione della 
velocità del moto del gas fononico come un tutt'uno (cfr. la (6,6)), 
è eliminata già dall'esistenza di processi umklapp, che violano la 
conservazione della quasi-quantità di moto fononica totale. 


$ 68. Conducibilità termica dei dielettrici. 
Alte temperature 


L'equazione (67,13) consente di determinare immediatamente 
la dipendenza dalla temperatura del coefficiente di conducibilità 
termica di un dielettrico per temperature grandi rispetto alla tem- 
peratura di Debye 0 ~ u/d (ħu/d in unità ordinarie). 

Il valore massimo dell'energia dei fononi su tutti i rami del loro 
spettro è dell'ordine di grandezza di ©. Perciò per T > @ le energie 
di tutti i fononi sono in generale œ < T, inoltre, per la loro massa 
fondamentale œ ~ ©. In questo caso la distribuzione d’equilibrio 
(67,9) si riduce a 

N x TloDA1. (68,1) 
Nell'integrale degli urti (67,17) la temperatura è espressa nella 
forma del fattore 7?; la funzione w, considerata per le frequenze 
© ~ O, non incide sulla dipendenza dell’integrale dalla tempera- 


tura. A primo membro dell'equazione (67,13) la derivata 34N ,/ôT & 
= 1/0 non contiene la temperatura. Di qui concludiamo che 


VT ON VT 
apo a 
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e perciò il flusso termico è !) 


dk VT 
q=) fauna ot. 
g 


Quindi, il coefficiente di conducibilità termica è inversamente 
proporzionale alla temperatura 


x~ 1/7, TpO@® (68,2) 


(nella teoria classica questo risultato è stato ottenuto da P. Debye). 
In un cristallo anisotropo le direzioni q e V7 non coincidono in gene- 
rale, per cui il coefficiente di conducibilità termica non è uno sca- 
lare, bensì un tensore di secondo rango; parliamo della sua dipen- 
denza dalla temperatura a prescindere da questa circostanza. 
Stimiamo la lunghezza del cammino libero dei fononi nella re- 
gione di temperature considerata. In accordo con la relazione cinetica 
elementare dei gas (7,10) abbiamo x ~ Cul, dove C è il calore spe- 
cifico (riferito all'unità di volume), v la velocità media dei porta- 
tori di energia e / la lunghezza del loro cammino libero. Il calore spe- 
cifico di un cristallo alle alte temperature è costante; è costante an- 
che la velocità dei fononi, che si può stimare come la velocità del 
suono u. Allora vediamo che la lunghezza del cammino l ~ 1/7. 
La lunghezza Z dovrebbe essere dell'ordine di grandezza della co- 
stante del reticolo d, a temperature così alte che l'ampiezza delle 
oscillazioni degli atomi sia anch'essa ~d. In accordo con la stima 
(67,5) questa temperatura — Mu? e troviamo così le seguenti stime 
per la lunghezza del cammino libero e la frequenza efficace degli 
urti v ~ w/l: 
l~ Mu? d/T, v ~ T/Mud. (68,3) 


Di qui si vede che in effetti > d per tutte le temperature inferiori 
al punto di fusione. 

Nelle considerazioni esposte abbiamo supposto infatti che il mec- 
canismo a tre fononi della resistenza termica del reticolo cristallino 
in esame sia efficace per tutti i fononi. I flussi di energia portata da 
gruppi diversi di fononi sono additivi, in modo che i loro contributi 
al coefficiente di conducibilità termica sono anch'essi additivi. Se 
questo meccanismo fosse insufficiente almeno per un gruppo di fo- 
noni, sarebbe anche insufficiente, in generale, per garantire una con- 


1) L'annullamento di q in equilibrio è evidente a priori e formalmente deri- 
va dall’annullarsi dell’integrale in d*% per essere dispari l’espressione integranda 
come funzione di k: la frequenza œ (k), e con essa N, (0), sono funzioni pari 
di k, e la velocità u = 20/6k è una funzione dispari. Ricordiamo (si veda V, 
$ 69) che la parità della funzione © (k) è legata alla simmetria rispetto all’inver- 
sione del tempo e si verifica qualunque sia la simmetria del reticolo cristallino, 
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ducibilità termica finita. Ciò premesso, i fononi acustici a onda lunga 
richiedono un esame particolare. 

Consideriamo anzitutto i processi cui partecipano solo i fononi 
acustici a onda lunga, con piccole quasi-quantità di moto di grandez- 
za comparabile (indicheremo queste quasi-quantità di moto con le 
lettere f e gli indici corrispondenti). Valutiamo l’integrale degli urti 
(67,17) per tali processi nel senso della sua dipendenza da f.In questo 
caso, in accordo con la (66,14), la funzione w =~ ffif, ~ P. I fattori 
No ~ Tlo ~ 4/f. Si integra nello spazio k sul volume ~f’, ma la 
funzione delta separa all’interno di questo volume soltanto una su- 
perficie di area —f°. Troviamo così l'integrale degli urti 


I (x) œ Px œ PSN 


(nell'ultima espressione si tiene conto che secondo la definizione 
(67,15) &N œ Xf). Questo risultato si può formulare in termini 
della frequenza efficace degli urti: 


vA ES f. (68,4) 


A primo membro dell'equazione cinetica (67,13), invece, il fattore u 
non dipende (per i fononi acustici) da f e ôNo/ðt co 1/f. Perciò 


ôN cv 1/fv. 


Il contributo dei fononi a onda lunga al flusso di energia q è 
dato dall’integrale (67,4) calcolato sul volume —ff. Ma questo inte- 
grale 
l df df 
diverge, per f piccoli, come 1/f. Quindi, i processi a tre fononi, cui 
partecipano solo fononi acustici a onda lunga implicherebbero una 
conducibilità termica infinita; per garantire una resistenza termica 
finita è necessario che questi fononi urtino contro fononi a onda corta 
(I. Ja. Pomerančuk, 1941). 

Supponiamo che un fonone a onda corta, con quasi-quantità di 
moto k, si disintegri in un fonone acustico a onda lunga f e in un 
fonone a onda corta k — f — b appartenente allo stesso ramo dello 
spettro o (k) del fonone k (per le considerazioni ulteriori è importante 
non tanto il valore assoluto k quanto il fatto che k > f). Poiché la 
funzione œ (k) è periodica nel reticolo inverso, allora œ (k — f — b)= 
= ø (k — f) e la legge di conservazione dell'energia dà 


© (k) = oœ (k — f) + u (n) f. (68,6) 


Il secondo termine a secondo membro, ossia la frequenza del fonone 
acustico, è una funzione lineare di f (u (n) = œ (f)/f è la velocità di 
fase del suono dipendente dalla direzione n = f/f). Sviluppando 
œ (k — f) in potenze di f piccolo, riscriviamo l'uguaglianza nella 
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forma 
= fu(n). (68,7) 


Questa uguaglianza può essere verificata soltanto se la velocità del 
fonone a onda corta supera la velocità del suono: 


Fr |< (n). (68,8) 


In questo senso è più « pericoloso » il ramo acustico con la più gran- 
de velocità del suono; parlando di fononi acustici alludiamo a questo 
«ramo 1). 

Altre possibilità per processi a tre fononi compaiono se nello 
spazio k esistono punti’ di degenerazione, nei quali le energie di due 


OG) A Z 
fu È 


b) Rro ke fg fo 
Fig. 27 


spettro fononico coincidono (C. Herring, 1954); 
sti punti (isolati o che riempiono una linea 


do 
Va = Ji; (na), 


vediamo che l'emissione di un fonone acustico è possibile se in un 
punto della curva la sua pendenza coincide con la velocità del suono. 
Allora nell’intorno di questo punto le frequenze o (k) e o (k — f) 


1) In un solido isotropo un ramo dello spettro acustico corrisponde alle 
oscillazioni longitudinali e gli altri due a quelle trasversali; la velocità delle 
onde acustiche longitudinali è superiore a quelle delle onde trasversali. In 
un cristallo anisotropo la divisione in onde longitudinali e trasversali, in gene- 
rale, non ha senso. Tuttavia, nella letteratura spesso si chiama convenzional- 
meate « longitudinale » il ramo con ła più grande velocità del suono. 
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dei fononi a onda corta sono determinate dai punti d’intersezione 
della curva con la retta tratteggiata di pendenza u (n); la differenza 
tra le ordinate di questi punti fornisce la frequenza uf. 

Se, invece, in un punto ky = kyo le curve di due rami œ (kx) si 
intersecano, allora nell'intorno di questo punto è sempre possibile 
un processo a tre fononi, qualunque sia la pendenza delle curve © (kx) 
e a prescindere dal fatto che nel punto kyo si abbia semplice interse- 
zione (fig. 27, b) o tangenza (fig. 27, c). Inoltre entrambi i fononi a 
onda corta appartengono a diversi rami dello spettro. 

Stimiamo il numero efficace d’urti del fonone acustico a onda lunga 
in presenza di punti di degenerazione. Dobbiamo trattare i processi 
di assorbimento e di emissione di questo fonone, ossia i processi (67,8) 
(per disintegrazione del fonone, cioè nel caso dei processi (67,7), 
i due fononi che si formano saranno anch'essi a onda lunga e si tor- 
nerebbe così alla situazione precedente). Perciò dobbiamo stimare il 
secondo termine nella (67,17) supponendo che 


(OSE) 0 > 0 œf—0. 


Inoltre si tiene conto che w œ f, N, œ 1/f, e gli altri fattori sotto il 
segno d'integrale si possono sostituire con valori medi indipendenti da 
f, poiché si integra soltanto nell'intorno dei punti di degenerazione. 
Introducendo nuovamente ôN œ y/f°, otteniamo una stima della 
dipendenza dell’integrale degli urti da f, nella forma T (%)~ 
~ v (f) ôN, dove 


v (A ~f? | êlo, (k—!) +u (n) f— os (k)] d'k. (68,9) 


Questo integrale si può trasformare in un integrale di superficie 
nello spazio k, definita dall equazione 


©, (k — f) + u (n) f — o; (k) = 0 (68,10) 
secondo la formula !) 


f 6 (F) d'k = $ TE cs (68,14) 


dove l'integrale si calcola sulla superficie F (k) = 0. Allora otte- 
niamo 
dk 


dove AS (f) è l’area della superficie (68,10) e le parentesi angolari 
significano il calcolo della media sulla superficie. 


vns paso (|P IAMZII,  (68,12) 


1) Si può dedurre immediatamente questa formula tenendo conto che 
dk = dS dl = dS dF! | VWyF|, 


dove / è la distanza sulla normale alla superficie. 
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Consideriamo un caso tipico, in cui i punti di degenerazione for- 
mano una linea nello spazio k. Allora per f + 0 la superficie (68,10) 
si trasforma in una linea sulla quale giacciono i punti di degenerazione 
e, per f piccoli, è rappresentata da un tubo sottile che abbraccia questa 
linea; la dipendenza dell’area AS da f coincide perciò con la dipen- 
denza di f dal diametro del tubo. 

Se le superfici energetiche si intersecano su una linea di degene- 
razione senza tangenza (si veda la fig. 27, b), la distanza del punto k 
dal punto di degenerazione dipende da f linearmente, in modo che 
anche AS œ f. Poiché la differenza tra le derivate in questo caso è 
finita nel punto d’intersezione, allora 


y (fo~ P. (68,13) 


L'integrale (68,5) diverge ora soltanto logaritmicamente. Questa 
divergenza va eliminata, così come in assenza di degenerazione (si 
veda più avanti). Essendo debole, essa di solito non conduce a un cam- 
biamento sostanziale della legge (68,2). 

Supponiamo ora che le superfici energetiche abbiano nel punto di 
degenerazione una tangenza quadratica. Allora, come è chiaro dalla 
fig. 27, c, f è proporzionale al quadrato della distanza dal punto di 
tangenza. L'area AS, proporzionale a questa distanza, risulta essere 
œ f!/?. Ma in questo caso è identica la dipendenza da f anche della 
differenza tra le derivate nella (68,12), in quanto le curve delle deri- 
vate si intersecano senza tangenza. Perciò in questo caso 


vof (68,14) 


e non compare divergenza nella conducibilità termica. 

Analogamente si possono studiare altri tipi di degenerazione !). 

Se non esistono punti di degenerazione nello spettro fononico, 
allora per garantire una conducibilità termica finita da parte dei 
processi a tre fononi, la condizione (68,6) deve essere soddisfatta 
(almeno per un ramo dello spettro œ (k)) per tutte le direzioni n. 
In caso contrario la conducibilità termica finita si stabilisce unica- 
mente in seguito a processi di ordine superiore (a quattro fononi) 
e la legge (68,2) non sussiste. Osserviamo che a temperature basse, 
alle quali la lunghezza del cammino libero cresce tanto che può es- 
sere paragonata con dimensioni del campione L, la divergenza del- 
l'integrale (68,5) può essere tagliata su f ~ 1/L, il che condurrebbe 
alla dipendenza del coefficiente di conducibilità termica dalle di- 
mensioni L. 


1) Per il loro studio si veda l'articolo originale di C. Herring in Phys. Rev., 
1954, v. 95, pag. 954. 
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$ 69. Conducibilità termica dei dielettrici. 
Basse temperature 


Alle basse temperature (T < ©) il carattere del trasporto di 
calore nei dielettrici cambia radicalmente. Infatti, in queste con- 
dizioni il numero di processi umklapp diventa esponenzialmente 
piccolo, come risulia con chiarezza dalle considerazioni seguenti. 

La conservazione delle quasi-quantità di moto in un processo a 
tre fononi umklapp, espressa dall’uguaglianza k = k, + k, + b, 
richiede che almeno una delle tre quasi-quantità di moto sia grande; 
lo sia kı ~ b. Allora anche l'energia œ; ~ O, e in conseguenza di 
ciò la conservazione dell’energia (0 = œ, + ©y) impone che sia 
grande anche l'energia œ ~ 0. Ma per T < © la maggioranza dei 
fononi ha energia — 7, mentre il numero di fononi con energie ~O è 
esponenzialmente piccolo. Quindi, sia per il processo di disintegra- 
zione di un fonone che per il processo inverso, di fusione di due fono- 
ni, i numeri di fononi iniziali, così come i numeri di processi, sono 
esponenzialmente piccoli. È facile notare che il carattere a tre fononi 
del processo è inessenziale in queste considerazioni. Lo stesso si ri- 
porta a processi con numero di fononi più grande. 

In questa situazione il quadro fisico della trasmissione del calore 
è il seguente. I numerosi urti normali tra fononi, che conservano la 
quasi-quantità di moto totale, contribuiscono a stabilire solo l’equi- 
librio « interno » nel gas fononico, che inoltre può muoversi relativa- 
mente al reticolo con una velocità arbitraria V. I rari urti um- 
klapp non fanno altro che modificare debolmente la funzione di di- 
stribuzione, ma essi stabiliscono un determinato valore V (proporzio- 
nale al gradiente della temperatura); questo valore, a sua volta, defi- 
nisce il flusso di calore. Mostriamo ora in che modo questo quadro è 
espresso nella soluzione matematica del problema 1). 

Scriviamo l’equazione cinetica nella forma 


a uyT = Iy (xX) +u (9) (69,1) 


separando nell’integrale degli urti le parti legate agli urti normali 
(indice N) e a quelli umklapp (indice U). La funzione di distri- 
buzione d’equilibrio, corrispondente al moto del gas come un tut- 
t'uno con velocità V, si ottiene dalla funzione Nọ (œ) sostituendo il 
suo argomento œ con œ — kV; per V piccolo abbiamo 


No(0—kV) ~ No(0) kV 2%, (69,2) 


1) Sottolineiamo che la separazione univoca dei processi umklapp come 
un effetto piccolo si ottiene proprio grazie alla scelta della cella fondamentale 
nel reticolo inverso, concordata al § 66, in seguito alla quale tutti gli urti tra i 
soli fononi a onda lunga di piccola energia sono normali. 
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In accordo con il quadro suindicato cerchiamo la soluzione dell’equa- 
zione (69,4) nella forma 


Xx = Xn + Xuv» x = kV; (69,3) 


Xu èla parte della variazione della funzione di distribuzione le- 
gata ai processi umklapp. Quest'ultima parte è piccola rispetto a 
Xy: Se indichiamo con vy e vy gli ordini di grandezza delle frequenze 
efficaci degli urti umklapp e normali (vy « vy), allora 


XulXw ~ Vulvw. (69,4) 


Sostituendo questa relazione nella (69,1) otteniamo l’equazione 


ôN 
ap YVI =y (xu) + Tu (km), (69,5) 


dove gli operatori lineari agenti sulla funzione y sono definiti dal- 
l’espressione (67,17). Nella (69,5) si è tenuto conto che Iy (xw)=0 
e si è omesso il piccolo termine Iu(Xv); gli altri due termini a secondo 
membro sono dello stesso ordine di grandezza per la relazione (69,4). 

Sottolineiamo soprattutto che, trascurando i processi umklapp, 
per un gradiente della temperatura non nullo, l'equazione cinetica 
in generale non avrebbe soluzione. Moltiplichiamo infatti per k 
l’equazione (69,5), integriamo rispetto a d*%;(2n)" e sommiamo su 
tutti i rami dello spettro fononico. Poiché gli urti normali conservano 
la quasi-quantità di moto totale, come risultato il termine / x (Xv) 
si annulla, in modo che resta 


aN d3k dk 
D fk(uvn = I (oa) er. (696) 
g g 


Se trascurassimo i processi umklapp il secondo membro di questa 
equazione sarebbe zero, mentre il primo membro è non nullo a priori 
(la funzione integranda è una funzione pari di k poiché © (k) è fun- 
zione pari e u = d0/6k è dispari); questa contraddizione significa 
che l'equazione cinetica non ha soluzione. : 

Se si tiene conto dei processi umklapp, allora l'uguaglianza 
(69,6) definisce la grandezza incognita V, che figura nella soluzione 
(69,3). Per rendere più semplice la scrittura delle formule supponiamo 
che il cristallo abbia simmetria cubica; allora l’anisotropia del cri- 
stallo non si manifesta negli integrali della (69,6) !) e l'uguaglianza 
(69,6), dopo la sostituzione di Xx dalla (69,3), diventa 


Bı VT = —vuf, TV, (69,7) 


—————— 


1) Per simmetria cubica ogni tensore di secondo rango si riduce a uno scala- 
re: dag = 1/3ada pg a = dag. 
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dove si sono introdotte le notazioni 


4 3 
Tvo=-3 | klu (6) 
E 


(il fattore B, è presente per rendere più facile la scrittura delle for- 
mule ulteriori). 

L’uguaglianza (69,7) definisce V e in seguito il flusso di energia 
si calcola come l'integrale (67,4), nel quale si deve sostituire a N 
la funzione 


aNs y T ôN, 


ôN n = — kV Go o ôT’ 


Allora otteniamo q = 7f,V; assieme con la (69,7) ciò dà q = 
= —% VT con il coefficiente di conducibilità termica 


x = Bi/voba (69,9) 


È interessante che nel caso considerato il calcolo di x non richiede 
la soluzione dell'equazione cinetica (69,5) e si riduce al calcolo del- 
l'integrale (69,8). 

Gli integrali f, e f, sono definiti dalla regione di frequenze o ~ T, 
in cui si trova la maggioranza dei fononi. Questi integrali dipendono 
da T, come una potenza. Poiché solo i fononi acustici possono avere 
energia piccola, allora è sufficiente in pratica sommare in fi} e Ba 
sui soli tre rami acustici dello spettro. È facile vedere che 


Bi Ba œ T’. (69,10) 


La dipendenza esponenziale, invece, è inclusa nell’integrale vy. 
La sua espressione concreta si può ottenere mediante la formula 
(67,17). Peri processi umklapp abbiamo 


Xna + Xws — Xn = V (ka + ka — k) = Vb. 


Per la maggioranza dei fononi œ ~ T e la funzione di distribu- 
zione N, ~ 4; per i fononi con © > T, invece, la funzione N, & t- 
Perciò si può fare a meno dei fattori N, + 1 ~ 1 anche nella stima 
dell’integrale. Quanto alle funzioni 


No = eT (No + 1) 


esse contengono i fattori exp(—@/7), che possono essere esponenzial- 
mente piccoli; sono questi fattori a giocare il ruolo determinante per 
la stima dell’integrale. 
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Quindi, trattando solo la dipendenza esponenziale di v y dalla 
temperatura, abbiamo 


w~) f e-orr (© — 04 — 0,) dèk dk; (69,11) 
(gb) 


la sommatoria è estesa a tutti i rami g, gı, g dello spettro e a tutti 


i valori non nulli di b che compaiono nei processi umklapp. L’equa- 
zione 


og (k) = wg, (kı) + og, (k — k,) (69,12) 


definisce una superficie a cinque dimensioni nello spazio a sei di- 
mensioni k, ky. Sia A (g, gı, g2) il valore minimo di œg (k) su que- 
sta ipersuperficie; poiché sono grandi le energie dei fononi che parte- 
cipano ai processi umklapp, allora questi valori sono —@. Ciascuno 
degli integrali sotto il segno di somma rispetto a (g) nella (69,11) è 


proporzionale a exp [— A (g, gı: g2)/T]. Conservando solo il più 
grande abbiamo 


Vy ~ exp (—Amin/7), (69,13) 


dove Amin è il più piccolo dei valori A (g, g,, gə). 
Concludiamo così che il coefficiente di conducibilità termica di- 
pende in generale dalla temperatura secondo la legge esponenziale 


-~ X ~ exp (Amip/7), (69,14) 


dove Amm ~ © (R. Peierls, 1929). 

I processi d'ordine superiore, con partecipazione di un numero più 
grande di fononi, conducono a una dipendenza dalla temperatura 
dello stesso carattere, dove A è il valore più piccolo possibile dell’e- 
nergia dei fononi iniziali in ciascun processo (o, il che è lo stesso, la 
metà del valore minimo dell'energia totale di tutti i fononi, iniziali 
e finali, che partecipano al processo). È possibile, in via teorica, che 
questo valore sia più piccolo di quello dei processi a tre fononi, 
e allora il contributo dei processi d'ordine superiore alla conducibi- 
lità termica può essere prevalente, malgrado il fatto che il fattore 
davanti all’esponente diminuisce, ovviamente, all'aumentare dell’or- 
dine del processo. i 

A differenza della frequenza vy dei processi umklapp la frequenza 
efficace vy degli urti normali diminuisce con la temperatura come 
una potenza; tenendo conto dell’applicazione al $ 71, definiamo que- 
sta legge. 

Gli urti normali interessano i fononi acustici con 0 ~ T, che costi- 
tuiscono la maggioranza. Le loro quasi-quantità di moto k~ o/u ~ 
~ Tlu. Nell’integrale degli urti (67,17) l’integrazione è estesa a una 
superficie di area ~ 4°, isolabile con una funzione ô nel volume ~ #3. 
In questa regione le funzioni N, > 1 e la funzione w ~ k? (secondo 
la (66,14)). Perciò vy œ 75. È più facile definire il coefficiente di 
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proporzionalità con la condizione che per T~ @ questa espressione 
e la stima (68,3) devono condurre allo stesso risultato; di qui 


vy = 75/0! Mud. (69,15) 


$ 70. Diffusione di fononi su impurità 


Nei due paragrafi precedenti il reticolo cristallino è stato suppo- 
sto perfetto, senza difetti. Soffermiamoci ora sul ruolo che può 
giocare nella conducibilità termica di un dielettrico la diffusione di 
fononi su atomi di impurità. 

Nel caso dei fononi acustici a onda lunga, un atomo di impurità. 
rappresenta un difetto puntiforme del reticolo. La proprietà caratte- 
ristica della diffusione su questi difetti consiste nell’elasticità (la 
frequenza fononica non varia); inoltre, la sezione di diffusione decre- 
sce rapidamente al diminuire della frequenza o, il che è lo stesso, del 
vettore d'onda come %4 1). 

L'integrale degli urti per la diffusione dei fononi sulle impurità 
ha la forma 


St Ne= N im f w (k, k) {Nx (1+ Ng) — Nr (1+ Ny)} x 


, 3k’ i 
x ô (o — w) Sir. (70,1) 


Come al solito, il primo termine tra parentesi graffe dà il numero di 
atti di diffusione (nell'unità di tempo) che conducono un fonone, 
dagli stati con tutti gli altri valori k’ corrispondenti alla stessa 
energia, allo stato con la quasi-quantità di moto k. Analogamente, 
il secondo termine dà il numero degli atti di diffusione che fanno 
uscire il fonone dal dato stato in tutti gli altri stati. Se gli atomi di 
impurità sono disposti in modo caotico e se la distanza media tra 
essi è molto superiore all’ampiezza di diffusione, allora atomi di- 
versi diffondono indipendentemente e le probabilità vanno sommate. 
Per queste ipotesi (ciò che è stato proposto nella (70,1)) il numero 
generale di atti di diffusione è proporzionale alla densità degli atomi 
di impurità N;mp. Per diffusione in un mezzo anisotropo la funzione 
w (k, k') dipende dalle direzioni dei due vettori k e k’; quanto alla 
dipendenza dal valore assoluto k, essa è data dalla legge w co kt. 
Nella (70,1) si è posto w (k, k') = w (k', k). Ricordiamo che nel- 
l’approssimazione di Born questa uguaglianza deriva dalla condizione 
di unitarietà, tenendo conto della limitatezza dell’ampiezza di 
diffusione e trascurando i termini del secondo ordine (si veda III, 


1) Questa è una proprietà generale della diffusione delle onde acustiche su 
ostacoli di dimensioni piccole rispetto alla lunghezza d'onda (cfr. VI, $ 76). 
Confrontare anche la situazione analoga della diffusione delle onde elettroma- 
gnetiche lunghe; II, $ 79. 


DIELETTRICI 855 


$ 126). L'approssimazione di Born è in generale inapplicabile alla 
diffusione di un fonone su un atomo di impurità. Ma alle basse tem- 
perature, quando si parla di fononi con k piccolo, esiste un’altra 
causa per una piccola ampiezza di diffusione, ossia la proporzionali- 
tà a k?; trascurando i termini cok*riotteniamo l'uguaglianza richiesta. 

I prodotti NxNy- tra parentesi graffe nella (70,1) si elidono e do- 
po la sostituzione N = N, + ôN l'integrale degli urti assume imme- 
diatamente la forma linearizzata 


St N = Imp (ÔN) = Nimp | w(8Ny—$Nx)6(0'— ©) DI . (70,2) 
Assieme alla funzione w, questo integrale è proporzionale a 44. 


Poiché al tempo stesso la derivata 0N/07 ~ 1/0 ~ 1/k per @< T, 
allora in questa regione di frequenze 


ôN ~ k. (70,3) 


Abbiamo avuto già a che fare con questa situazione al $ 68 (cfr. 
la (68,4)): la dipendenza (70,3) implica la divergenza dell’integrale 
che definisce il flusso termico. Quindi, di per sé la presenza di impuri- 
tà nel cristallo non può garantire che la resistenza termica del die- 
lettrico sia finita. 

Ciò non significa, tuttavia, che le impurità in generale non 
incidano sullo stabilirsi di questa resistenza. Il fatto è che la diffu- 
sione sugli atomi di impurità non conserva la quasi-quantità di moto 
dei fononi e, in questo senso, può svolgere il ruolo dei processi um- 
klapp. In campioni sufficientemente puri può esistere una regione 
di basse temperature, in cui la frequenza efficace vimp di diffusione 
sulle impurità (per i fononi con œ ~ T) occupa una posizione inter- 
media tra le frequenze degli urti fonone-fonone normali e umklapp, 
cioè 


Vy > VimpdD Vy- (70,4) 


In queste condizioni il ruolo dei processi umklapp passa alla diffu- 
sione sulle impurità e le formule (69,6-8) restano valide sostituendo 
Iv con imp. Come risultato il coefficiente di conducibilità termica 
sarà definito dalla formula (69,9) con vimp al posto di vy: 


x = Bi/BaVimp- 


Secondo la (70,2), vimp © œ~ 74 Quanto alle grandezze f, e Bar 
per i fononi acustici esse sono proporzionali a 7° (si veda la (69,10). 
Perciò nella situazione considerata arriviamo alla legge x œ 1/7. 


$ 71. Idrodinamica del gas fononico in un dielettrico 


La conservazione approssimata della quasi-quantità di moto per 
l'ipotesi che la lunghezza del cammino libero ly per gli urti normali 
sia piccola rispetto alla lunghezza del cammino libero ly per i pro- 
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cessi umklapp, 
ly/ly~ vulva € 4, (71,1) 


rende il sistema fononico in un cristallo alle basse temperature sotto 
molti aspetti simile a un gas ordinario. Gli urti normali stabiliscono 
l'equilibrio intrinseco in ogni elemento di volume del gas (più gran- 
de di ly), che può muoversi inoltre con velocità arbitraria V. Se la 
velocità V e la temperatura T variano notevolmente soltanto a di- 
stanze maggiori di Zy (e in tempi più lunghi di 1/vy), allora si può 
ottenere per queste grandezze un sistema di equazioni « idrodinami-. 
che ». Costruiamole nell’approssimazione lineare rispetto alla velo- 
cità V e al gradiente della temperatura, che supporremo infinitesimi 
dello stesso ordine. Inoltre, per rendere più facile la scrittura delle 
formule supporremo nuovamente (come al $ 69) che il cristallo abbia 
simmetria cubica. 

Una delle equazioni cercate esprime la legge di conservazione 
dell’energia e si ottiene sostituendo nelle formule (67,3-4) la funzione 
di distribuzione (69,2). Gli integrali rispetto a © (kV) 0Ny/0% 
e quN, si annullano per integrazione estesa alle direzioni k (cfr. la 
nota a pag. 345). La funzione N, (œ) dipende dalle coordinate e dal 
tempo soltanto mediante T. Trascurando i termini con il prodotto 
V V T otteniamo 


BeA +-B.7 div V=0, (14,2) 


dove 
3 = 0E0/9T, (71,3) 


E, è la densità d’equilibrio dell'energia e fi, è definito dalla (69,8). 
L'altra equazione esprime la conservazione (approssimata) della 
quasi-quantità di moto e si deduce dall’equazione cinetica 


Il uvN=Sty.N+StyN (71,4) 


sostituendo N nella forma (69,2), moltiplicando per k, integrando 
rispetto a d°% e sommando sui diversi tipi di fononi. L’integrale 
rispetto a k StyN si annulla in virtù della conservazione della quasi- 
quantità di moto per urti normali. Come risultato otteniamo 


BaT D+ BivT = — vufaTV (71,5) 


con B, e vy definiti dalla (69,8). Sono le equazioni (71,2) e (71,5) a co- 
stituire il sistema cercato di equazioni idrodinamiche per il gas fo- 
nonico in un dielettrico. 

Il termine esponenzialmente piccolo (con vy) a secondo membro 
dell’equazione (71,5) rappresenta l’influsso dei processi umklapp. Se 
questo termine viene trascurato, la quasi-quantità di moto si con- 
serva rigorosamente. In queste condizioni in un gas fononico si 
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possono propagare onde non smorzantisi, analoghe alle onde del 
secondo suono in un superfluido (V. P. Peskov, 1946). Escludendo 
infatti V dalle (71,2) e (71,5) otteniamo 
PT B i 
aE pe AP (e 
cioè l'equazione d'onda che descrive la propagazione delle cscilla- 
zioni della temperatura con la velocità 


ua = (B7/BaBa)!?. (71,7) 


Come si è detto, i contributi agli integrali fi}, Ba, Ba alle basse tem- 
perature provengono principalmente solo dai rami acustici dello 
spettro. Per le leggi lineari della dispersione di œ (k) gli integrali 
sono proporzionali a T’; inoltre la velocità (71,7) non dipende dalla 
temperatura e ha l'ordine di grandezza della velocità del suono !). 

Abbiamo supposto finora illimitate le dimensioni del cristallo. 
Alle basse temperature, quando la lunghezza del cammino libero dei 
fononi cresce rapidamente, può essere reale una situazione in cui 
essa sia commensurabile o persino superiore alle dimensioni del cri- 
stallo LZ. Ciò si riferisce soprattutto alla lunghezza ly che cresce 
esponenzialmente. 

Consideriamo la trasmissione di calore in un dielettrico nell’ipo- 
tesi che sia /y > L (questa condizione sarà precisata più avanti) e al 
tempo stesso /y< L; quest’ultima condizione consente di ricorrere 
alle equazioni dell’idrodinamica dei fononi (J. A. Sussmann, A. Thel- 
lung, 1963; R. N. Gurzi, 1964). 

Grazie alle disomogeneità microscopiche della superficie del 
cristallo, la riflessione dei fononi da parte della superficie avvie- 
ne, di solito, in modo disordinato (in modo diffusionale, come si 
suole dire); ciò vuol dire che la velocità macroscopica V del gas fono- 
nico si annulla sulla frontiera. Ma le equazioni (71,2) e (71,5) non 
ammettono questa condizione al contorno; le loro soluzioni possono 
soddisfare solo la condizione che si annulli la componente della 
velocità normale alla superficie. Come nell’idrodinamica dei fluidi 
ordinari, la condizione al contorno di annullamento della componente 
tangenziale della velocità richiede di tener conto della viscosità. 

Nel caso stazionario dall’equazione (71,2) ricaviamo div V = 0. 
L’inclusione della viscosità conduce alla comparsa al secondo mem- 
bro dell'equazione (71,5) di un termine contenente AV, che è simile 
al termine analogo nell'equazione di Navier-Stokes dell’idrodinami- 
ca di un fluido viscoso ordinario. Nel caso stazionario questa equa- 


1. In un liquido isotropo con spettro energetico fononico (l’elio superfluido 
alle basse temperature) esiste sempre un ramo acustico in cui © = uk. In questo 
caso B,/B = u?, B,/Bs = 4/3 e la velocità del secondo suono u, = uly 3. 
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zione assume la forma 


Bi vr = pAV— vV. (71,8) 
BaT 

La grandezza u ha dimensione cm?/s e svolge il ruolo di viscosità 

cinematica del gas fononico +). Il suo calcolo richiede in teoria di 

risolvere l'equazione cinetica corrispondente. Per stimarne l'ordine 

di grandezza, invece, si può ricorrere all’ordinaria formula cinetica 

dei gas, secondo la quale 


po lyo ~ u/vy. (71,9) 


Gli effetti dimensionali giocano un ruolo prevalente quando nel- 
l'equazione (71,8) si può trascurare il termine vyV rispetto a pAV. 
Supponiamo, ad esempio, che il calore si trasmetta lungo una sbarra 
cilindrica di spessore R. Quest'ultimo definisce la lunghezza carat- 
teristica per la variazione della velocità V in modo che AV ~ V/R?. 
Vediamo che si può trascurare il termine vyV se p/R° > vy. Con la 
stima (71,9) questa condizione si scrive Zy> lett, dove 


let ~ R?/ly (71,10) 


svolge il ruolo di lunghezza efficace del moto dei fononi in un corpo 
limitato. Viceversa, per Zer> ly le dimensioni del corpo sono ines- 
senziali e sussiste la legge (69,14). 

Il processo di trasmissione del calore lungo la sbarra, per ly > 
> lep, assume il carattere della corrente di Poiseuille di gas fono- 
nico viscoso. La si può caratterizzare mediante il coefficiente effi- 
cace di conducibilità termica che definisce la densità del flusso 
d’energia come —X%et:VT, dove yT è il gradiente della temperatura 
lungo la sbarra. Questo flusso si può stimare sostituendo la (71,10) 
nell'espressione xegr ~ Culer. Alle basse temperature il calore speci- 
rico del reticolo è C œ T°’. La lunghezza, invece, è Zy = u/vy œ T 
(secondo la (69,15)). Perciò la conducibilità termica efficace è 


xet œ R?TE per R?/ly< ly< R; (74,14) 


essa decresce al diminuire della temperatura. i 
Infine, a temperature ancora più basse, quando anche la lunghéz- 
za ly> R, gli urti reciproci tra i fononi diventano, in generale, ines- 
senziali (alla pari della situazione di Knudsen nei gas ordinari for- 
temente rarefatti). Allora il ruolo della lunghezza del cammino libero 


1) Pensando solo all’analisi qualitativa del problema, trascuriamo qui 
completamente l’anisotropia del cristallo. Si deve tenere presente che, anche in 
presenza di simmetria cubica, la viscosità è descritta non da un coefficiente scala- 
re di viscosità, bensì da un tensore di quarto rango, con più di una componente 
indipendente. 
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pera alle dimensioni del corpo R e la conducibilità termica efficace 
vale 
Xert ~ CuR ~ T'R (71,12) 


(H. B. G. Casimir, 1938). 


$ 72. Assorbimento del suono in un dielettrico. Onde lunghe 


Il carattere dell’assorbimento del suono in un cristallo dielettrico 
dipende sostanzialmente dal rapporto tra la lunghezza dell’onda e la 
lunghezza del cammino libero / dei fononi termici. Se la lunghezza 
d’onda è grande rispetto a Z (fL& 1, dove f è il vettore d'onda dell’on- 
da sonora), allora è applicabile la teoria macroscopica basata sulle 
equazioni della teoria dell’elasticità (si veda VII, $ 35). Secondo que- 
sta teoria il coefficiente di assorbimento del suono è composto di 
due termini definiti dalla conducibilità termica e dalla viscosità del 
mezzo, rispettivamente. Entrambi questi termini sono proporzionali 
al quadrato della frequenza. Ci proponiamo qui di determinarne 
la dipendenza dalla temperatura. 

Il contributo proveniente dalla conducibilità termica al coeffi- 
ciente di assorbimento del suono si esprime, come ordine di grandezza, 
mediante la formula 1) 


Ta? 7 
Verm ~ 0? ZO, (72,4) 


dove a è il coefficiente di dilatazione termica del corpo, C la capa- 
cità termica dell'unità di volume, p la densità. Ad alte temperature, 
T @, la conducibilità termica x œ 1/7, mentre C e a sono indi- 
pendenti dalla temperatura (si veda V, $$ 65, 67). Perciò in questa 
regione Yterm non dipende dalla temperatura. Alle basse temperature 
la dipendenza di y:erm dalla temperatura è definita in primo luogo 
(nel reticolo perfetto) dalla conducibilità termica, che cresce espo- 
nenzialmente al diminuire di 7. : 

Consideriamo ora la parte del coefficiente di assorbimento del 
suono legata alla viscosità (A. I. Achiezer, 1938). 

Un campo esterno sonoro, poiché deforma macroscopicamente il 
reticolo cristallino, modifica la legge di dispersione dei fononi. La 
lunghezza d’onda dei fononi termici è piccola rispetto alla lunghezza 
d’onda del suono; perciò rispetto a un fonone termico si può ritenere 
omogenea la deformazione, cioè supporre che il fonone si trovi in un 
reticolo sempre regolare, ma con periodi cambiati. In prima appros- 
simazione rispetto alla piccola deformazione, la frequenza © (k) del 
fonone in questo reticolo è legata alla frequenza œ ‘® (k) nel reticolo 


1) Per fissare le idee, scriviamo il coefficiente di assorbimento per l’unità 
di cammino. Le dipendenze dalla frequenza e dalla temperatura restano le stesse 
per il coefficiente di assorbimento nell’unità di tempo, in quanto ambedue le 
definizioni differiscono per un solo fattore costante, la velocità del suono. 
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non deformato, mediante la formula 


© (k) = © © (k) (1 + dxpUag), (72,2) 
dove so 
_ 4 Ua , 9Ug 
Ua9=7 ( özg tn ) 


è il tensore di deformazione (U è il vettore spostamento). Il tensore 
Aag» che caratterizza il cristallo, in generale dipende da k; per i fo- 
noni acustici a onda lunga, che ubbidiscono a una legge di disper- 
sione lineare esso non dipende, però, dal valore assoluto di k. 

L'espressione tra parentesi nella (72,2) dovrebbe contenere anche 
un termine della forma å rot U, che esprime la seguente circostanza 
banale: se la deformazione implica la rotazione dell'elemento di 
volume del reticolo (rot U # 0), allora gli assi (del reticolo inverso), 
rispetto ai quali deve essere definita la quasi-quantità di moto del 
fonone nella legge di dispersione, cambiano di direzione; il termine 
A rot U esprimerebbe il calcolo corrispondente di k. Non scriviamo 
questo termine nella (72,2), poiché è evidente a priori che esso non 
inciderà sulla dissipazione dell'energia nell’onda sonora in questione: 
l’effetto” fisico reale, ossia la dissipazione, non può dipendere dal 
vettore rot U, non nullo già per una semplice rotazione del corpo 
come un tutt'uno. 

La variazione della funzione di distribuzione dei fononi causata 
dalla deformazione del reticolo è definita dall’equazione cinetica 

ON * ON x 
Fo dt gr T=S0N, (72,3) 

dove St N è l'integrale degli urti fonone-fonone (67,6) e 7 la velocità 
di variazione della temperatura in un dato punto del cristallo legata 
inevitabilmente alla deformazione. Linearizzando nel modo abitua- 
le questa equazione e introducendo la funzione y, definita dal- 
la (67,15), la riduciamo alla forma 


ON a T a 
OTO (dala — F)=I 0), (72,4) 


dove I (x) è l'integrale degli urti linearizzato (67,17). La derivata o 
a primo membro è espressa mediante la (72,2); qui e più avanti omet- 
tiamo l'indice (0) nella frequenza imperturbata. 


. 


La derivata T' può essere espressa, in linea di principio, mediante 
lo stesso tensore Z,g. Dopo aver moltiplicato ambedue i membri 
dell’equazione (72,4) per ©, integrato sullo spazio k e sommato su 
tutti i rami dello spettro fononico, il secondo membro dell'equazione 
si annulla in virtù della conservazione dell’energia in seguito ad 
urti. Il primo membro, invece, dà 


+= har (72,5) 
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dove X,g è il valore medio del tensore AaBs calcolato rispetto a 
0°0N/00. In ambedue i casi limite, ossia ad alte e basse tempera- 


ture, il valore Ag è indipendente dalla temperatura. Infatti, per 
T> @ nel calcolo della media sono i fononi con quasi-quantità di. 
moto indipendente dalla temperatura, k~ kmax — 1/d, a svolgere il 
ruolo essenziale. Per T < © sono importanti i fononi acustici a onda 
lunga, per i quali Aeg è indipendente da k e perciò il calcolo della. 
media non implica la dipendenza dalla temperatura. 


Ponendo Aag — Aap = Za» scriviamo l'equazione cinetica nella 
forma 


IN % yF 
© Tot aUas =! (4). (72,6): 


In seguito, deduciamo la formula che definisce la dissipazione 
dell'energia in un gas fononico non in equilibrio. A tal fine partiamo 
dall'espressione dell’entropia nell'unità di volume del gas di Bose 


s=S ({W+11nN+19-NMmN}ÈK (72,7 
g 


(si veda V, § 55). Derivando questa espressione rispetto al tempo,. 
troviamo ‘ 


3 x N41. dk 
$= I. (72,8) 
g 


Sostituendo qui N con l'integrale St N (si veda il $ 4) e realizzando- 
determinate ridefinizioni delle variabili k, kı, ka nei due termini. 


dell’espressione (67,6), riduciamo Š alla forma 


< 1 I (Ni +41) NN 
$=3 3 f w (kn ka; ki) ô (0, — 02 — 03) n per 
818283 5 


. i d°k, d3k, 
X (N1 +1) NaNa N, (Na + 1) (N3+ 1). 


Moltiplicando questa espressione per T, otteniamo la funzione di 
dissipazione, ossia l'energia dissipata nell'unità di tempo nell'unità 
di volume. Sostituendovi N = N, + ôN (con ôN rappresentato 
nella forma (67,15)) e limitandoci ai primi termini quadratici dello- 
sviluppo in ôN, otteniamo 


x 1 
TS=5Fr di | w (ko, kg; k,) ô (0; — 0z — 03) x 
818283 


e d'k d3k, 
X (Nor +1) NozN o3 (xa Xe Xx) an - (12,9) 
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Le formule scritte sono sufficienti per la definizione della dipen- 
denza del coefficiente di assorbimento del suono dalla temperatura. 
Consideriamo dapprima la regione delle alte temperature. 

In questo caso l'integrale degli urti / (x) contiene la temperatura 
sotto forma del fattore 7? (si veda l’inizio del $ 68). A primo mem- 
bro dell'equazione cinetica (72,6) abbiamo œ 9Ny/do = —T/o e, 
inoltre, per la massa fondamentale dei fononi la frequenza œ ~ (S) 
è indipendente dalla temperatura. Troviamo così per queste frequenze 


4 
x~ F agU ag- 


Dall’espressione (72,9), nella quale si deve porre N, ® Tlo > 1, 
«concludiamo ora che la funzione di dissipazione non dipende dalla 
temperatura. Lo stesso vale anche per il coefficiente di assorbimento, 
che si ottiene dividendo la funzione di dissipazione per una grandez- 
za indipendente dalla temperatura, cioè per la densità del flusso di 
energia nell’onda sonora. Quindi, per T © le parti del coeffi- 
ciente di assorbimento del suono dovute alla viscosità e alla conduci- 
bilità termica sono indipendenti dalla temperatura. 

Alle basse temperature è necessario sottolineare soprattutto la 
‘distinzione teorica col problema della conducibilità termica: un 
‘valore finito del coefficiente di assorbimento del suono si ottiene 
già trascurando i processi umklapp (la frequenza dei quali alle basse 
temperature è piccola). Ricordiamo che nel caso della conducibilità 
termica la mancanza di soluzioni dell'equazione cinetica, senza te- 
ner conto dei processi umklapp, si manifestava moltiplicando que- 
sta equazione per k e integrandola su tutto lo spettro fononico: il 
«secondo membro dell'equazione si annulla, mentre il primo membro 
è diverso da zero a priori (cfr. la (69,6)). Per l'equazione (72,6) questa 
contraddizione non si rivela: poiché il suo primo membro è una fun- 
zione pari di k, dopo la moltiplicazione per k diventa una funzione 
«dispari e l'integrazione rispetto a dk lo annulla. Si intende inoltre 
che si annulla anche l'integrale del termine che contiene l'operatore 
«dei processi umklapp, ossia l'integrale k/y (y). Poiché ciò non 
avviene automaticamente, in forza di una qualsiasi legge di conser- 
vazione, con questo si impone una determinata condizione alla solu- 
zione dell'equazione cinetica, vale a dire che la funzione y% (k) deve 
‘essere pari rispetto a k (allora k/y(yx) è una funzione dispari; si vede 
facilmente che l’operatore 7 non cambia la parità della funzione x). 
Questa condizione elimina l’arbitrio dovuto all'esistenza (in assenza 
«di processi umklapp) di una soluzione « parassita », dispari rispet- 
to a k, della forma y = kôV e viene garantito il passaggio al limite 
-corretto in caso di assenza di questi processi. 

Pet T< @ sono i fononi con energia œ ~ T a svolgere il ruolo 
fondamentale nell integrale degli urti (e nella funzione di dissipa- 
zione). Si tratta dei fononi a onda lunga dei rami acustici dello spet- 
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tro; le loro frequenze dipendono linearmente da k e perciò k~ Tlu. 
Secondo la (66,14), per gli urti di questi fononi la funzione w nell’in- 
tegrale (67,17) è proporzionale a kk,kz. La funzione di distribuzione No 
dipende unicamente dal rapporto ©/7, in modo che per 0 ~ T ab- 
biamo M, ~ 1. Si integra rispetto a d*%,=Xîdk,do,, inoltre, rispetto 
a kı nella regione ~ 7. Ciascun fattore k, kı, ka, quindi, porta nel- 
l integrale il fattore T e la funzione delta il fattore 1/7. Intal modo, 
troviamo che tutto l'integrale, nel senso della sua dipendenza dalla 
temperatura, si stima come yT*. Il primo membro dell'equazione 
cinetica (72,6) per œ ~ T è indipendente dalla temperatura. Di qui 
troviamo che per o~ T ” 


X aa Te U ap 


Dopo questa operazione, una stima analoga dell’integrale (72,9) 
conduce al risultato che la funzione di dissipazione e con essa la parte 
del coefficiente di assorbimento del suono proveniente dalla viscosità 
sono inversamente proporzionali a 7. Quindi, 


Yvise © 0°/T per T< 0. (72,10) 


La possibilità di fare a meno dei processi umklapp fa sì che questa 
parte del coefficiente di assorbimento cresce al diminuire della tem- 
peratura soltanto come una potenza e non come un esponenziale. 

L'uso della funzione di dissipazione nella deduzione esposta ha 
consentito di evitare il problema di esprimere il tensore degli sforzi 
viscosi nel cristallo mediante la funzione di distribuzione dei fononi; 
la non banalità di questo problema è legata al fatto che si tratta del 
tensore di densità del flusso della quantità di moto effettiva, che 
non coincide affatto con la quasi-quantità di moto dei fononi. Mo- 
striamo in che modo è possibile ottenere questa espressione dalla 
forma della funzione di dissipazione. 

A tal fine partiamo nuovamente dall’integrale (72,8), rappresen- 


tando questa volta la derivata N sotto forma dell'espressione che 
figura a primo membro dell'equazione cinetica (72,6). Quanto al 
logaritmo nell'espressione integranda, lo riscriviamo nella forma 


(si veda la (67,16)) 


NO N X\TL_Q=% 
-mpr char (1++)] 9. 
Come risultato otteniamo 
. Po, d3k . 
T$=Y | ofasðN E Uig (72,11) 
g 
dove èN = — x ôN ,/ðw (il termine contenente il fattore œ al posto 


di y si annulla identicamente in virtù della definizione di gp). 
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Qui si può scrivere semplicemente Aag al posto di Aag = Aag — Aaf» 
poiché l'integrale con il fattore costante Aag si annulla in accordo 
con la condizione supplementare (67,14) che si impone a ôN. 
D'altra parte, la funzione di dissipazione (riferita all’unità di 
volume) si esprime attraverso il tensore degli sforzi viscosi 0ag 


come —0ag Uss (cfr. VII, § 34). Il confronto con la (72,11) conduce, 
quindi, alla seguente espressione per il tensore degli sforzi viscosi: 


' » dk 
Cap = di | Ap ÈN n (72,12) 
£ 


(V. L. Gurevič, 1980). 


$ 73. Assorbimento del suono in un dielettrico. Onde corte 


Nel caso inverso delle onde corte, ff > 4, il processo di smorza- 
mento dell'onda sonora si può considerare come risultato dell’assor- 
bimento di quanti separati di suono in seguito al loro urto con i fo- 
noni termici (L. D. Landau, Ju. B. Rumer, 1937). La possibilità 
di un tale approccio richiede che l'energia e la quantità di moto dei 
fononi termici siano definiti con sufficiente precisione: nel variare, 
in seguito all’assorbimento di un quanto sonoro, l'energia e la quan- 
tità di moto devono cadere in una regione all’esterno dell’indetermi- 
nazione quantistica, legata al fatto che la lunghezza del cammino 
libero è finita; questa condizione è garantita dalla disuguaglianza fl > 
> 1. Questa situazione in effetti può verificarsi soltanto alle basse 
temperature, quando la lunghezza del cammino libero diventa suf- 
ficientemente grande. 

In prima approssimazione, cioè con l'inclusione dei processi cui 
partecipa il numero più piccolo di fononi, si ha a che fare con i pro- 
cessi a tre fononi 


k +f = k, 0 + o= 0, (73,1) 


dove œ e f sono l'energia e la quasi-quantità di moto del quanto so- 
noro, mentre ©, K; € @z, k, si riferiscono ai fononi termici. Le ener- 
gie e le quasi-quantità di moto dei fononi termici sono œz, 0, ~ T; 
kı, ka~ Tlu. Supporremo nel seguito che 


ho< T. (73,2): 


Allora ©,; ©, € kı, k, saranno grandi rispetto a o e f. 

Come abbiamo visto al $ 68, le leggi di conservazione (73,1) 
possono essere verificate soltanto se la velocità del fonone termico 
supera quella dei quanti sonori assorbiti (o emessi). Senza soffer- 
marci sulla discussione dei diversi casi possibili, supporremo che 
l'onda sonora non sia « longitudinale » (cioè non corrisponda al ra- 
mo acustico dello spettro fononico con la velocità più elevata), in 
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modo che la condizione suindicata può essere soddisfatta. Essendo 
piccoli œ e f, i fononi termici iniziale e finale appartengono, in gene- 
rale, a un medesimo ramo acustico dello spettro fononico; alle basse 
temperature essi sono a onda lunga. . 

Le probabilità di emissione o di assorbimento di un fonone nei 
processi a tre fononi sono date dalle formule (66,9) o (66,11). In 
questo caso i numeri di riempimento N, = N (k,) e N, = N (k3) sono 
definiti dalla funzione di distribuzione d’equilibrio di Planck (67,9). 
L'onda sonora macroscopica corrisponde a un numero di riempimento 
molto grande di un dato stato fononico f; è ovvio che si può trascurare 
l’unità rispetto a questo numero. Omettendo il fattore N (f) ottenia- 
mo la probabilità riferita a un quanto sonoro. 

Quindi, la probabilità di assorbimento di un quanto sonoro, in 
seguito ai suoi urti con i fononi termici con tutti i valori possibili k 


1? 
è data dall'integrale 


f Ak,kaf N, (Na+ 1) ô (0, + 0—0) T. (73,3) 
Quanto alla possibilità del processo inverso, di emissione di un fono- 
ne f da parte di tutti i fononi possibili k,, essa è 


| Akika} Na (N,+1)8(0,+0—0) Sh, (73,4) 


(27)8 
Nelle formule (66,9) e (66,11) figura la funzione w scritta, secondo la 
(66,14), nella forma Ak,kąf e si è tenuto conto del fatto che tutti 
e tre i fononi sono a onda lunga (A è funzione delle direzioni di tutti 
i fononi). 
L’assorbimento di fononi (la velocità relativa di diminuzione 


del loro numero) è definito dalla differenza tra queste due probabili- 
tà. Poiché la frequenza œ è piccola rispetto a ©, e ©,, allora 


N (Na+1)— (N, +1) N= N, — N, = 2i o, 
In tal modo, il coefficiente di assorbimento è 


y~of f Akka] 2N: 


dd) 


| ô (0, +0 — 07) d8k,. (73,5) 


Vediamo come questa grandezza dipende dalla frequenza del 
suono w e dalla temperatura del cristallo T. Questa dipendenza 
è determinata completamente dal fatto che tutte le frequenze che figu- 
rano nella (73,5) sono funzioni omogenee del primo ordine dei vettori 
d'onda. Per rendere più facili le considerazioni si può ritenere che 
© = Uf, w, = uk,, @ = Uuk, dove U e u sono velocità indipen- 
denti dalla direzione. 
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Essendo piccolo f, si può porre k, = ką. Per la stessa ragione 
u 


d 
0—0, = Î=ufcos=0 T 


cos 9, 
dove 0 è l'angolo tra f e k. Allora abbiamo 
41 
8 (0,+0—0)=—8 (1 — ] cos0) 
e l’integrale (73,5) assume la forma 


yoo { AR AL |a (4 — cos0)kidk,deoso, (73,6) 


U 

ossia, dopo l'eliminazione della funzione è, 
4 aN 

yo La dk [dles. 


Poiché N, è funzione soltanto del rapporto w,/T = uk,/T (per con- 
vergenza rapida si può estendere l'integrazione rispetto a k, fino 
a œ), l'integrale restante è proporzionale a 74. Quindi, 


yo 074. (73,7) 


Notiamo che il coefficiente di assorbimento del suono risulta essere 
proporzionale alla prima potenza della frequenza. 

È da notare anche che con la condizione suindicata (73,2) il mec- 
canismo studiato di smorzamento del suono è completamente analo- 
go allo smorzamento di Landau in un plasma. In questo caso gli 
« elettroni di risonanza » sono i fononi che si muovono in fase con 
londa sonora. È naturale perciò la similitudine tra la (73,6) e la 
formula (30,1), che esprime lo smorzamento di Landau. 
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LIQUIDI QUANTISTICI 


$ 74. Equazione cinetica delle quasi-particelle nel liquido di Fermi 


L'equazione cinetica per le quasi-particelle in un liquido di Fer- 
mi ordinario è stata già considerata in un altro volume del Corso 
in relazione al problema della propagazione delle oscillazioni in 
esso (si veda IX, $$ 4,5); a tal fine l'integrale degli urti nell’equazio- 
ne era inessenziale. Continuiamo ora lo studio dell’equazione cine- 
tica, tenendo conto della sua applicazione ai processi dissipativi do- 
vuti proprio agli urti. 

Le quasi-particelle nel liquido di Fermi hanno spin 4/2. Corri- 
spondentemente, la loro funzione di distribuzione è, nel caso genera- 
le, una matrice rispetto alle variabili di spin. Ma in una larga cate- 
goria di problemi è sufficiente considerare le distribuzioni indipen- 
denti dalle variabili di spin. In questi casi la funzione di distribu- 
zione si riduce alla funzione scalare n (r, p), normalizzata in modo 

. tale che n d*p/ (2x4) è il numero di quasi-particelle (nell'unità di 
volume) con quantità di moto nell’intervallo d*p e con la proiezione 
` dello spin data; si supporrà ciò più avanti ai $$ 74-76. 
- La proprietà caratteristica dello spettro del liquido di Fermi 
è che l'energia delle quasi-particelle e è un funzionale della funzio- 
ne di distribuzione. Quando quest’ultima varia di poco, 


n (r, p) = ro (p) + ôn (r, p) (74,1) 
(no è la distribuzione d’equilibrio), l energia cambia di 
, ny _ Ep 
ôe (r, p)= | f (p, p’) ôn (r, P) 717, (74,2) 


dove f (p, p') è la funzione d’interazione delle quasi-particelle. In tal 
modo alla distribuzione (74,1) corrisponde l’energia delle quasi- 
particelle n: 


e (r, p) = £ (p) + ôe (r, p), (74,3) 


dove e, (p) è l'energia corrispondente alla distribuzione d’equilibrio. 
L'equazione cinetica dice che 


On y 2e 2n e re en (74,4) 
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La sua particolarità è che in un liquido disomogeneo il primo mem- 
bro dell'equazione contiene un termine con la derivata de/0r anche 
in assenza di campo esterno, a causa della dipendenza di e dalle coor- 
dinate, introdotta dall’espressione (74,3). 

L'integrale degli urti a secondo membro dell'equazione (74,4) ha 
la forma 


St n= | w (p, p p’: pi) Inni (1_n)(1-n) nr (-n')x 


i "n dp, d°p' 
x (1— ni) ô (etere — e) Cao, (74,5) 
dove n, ny, n', ni sono funzioni delle quantità di moto p, Pi, P', Pi 
delle quasi-particelle collidenti. La legge di conservazione della 
quantità di moto in seguito agli urti si intende inclusa, in modo che 
P + pı = P' + pi; perciò nella (74,5) si integra soltanto rispetto 
a due (e non a tre) quantità di moto. La conservazione dell’ energia, 
invece, è garantita dalla funzione delta scritta in forma esplicita. 
Infine, w è la funzione delle quantità di moto che definisce la pro- 
babilità d’urto. Il primo e il secondo termine tra parentesi quadre 
definiscono rispettivamente i numeri di quasi-particelle che arrivano 
in uno stato quantistico e che lo lasciano in seguito agli urti. Questi 
termini differiscono dai termini analoghi nell’integrale degli urti 
per il gas di Boltzmann per i fattori (1 — n), . . . La comparsa di 
questi fattori è legata alla statistica di Fermi, per la quale gli urti 
possono condurre le quasi-particelle soltanto in stati non ancora 
occupati. 

L’approssimazione di Born è in generale inapplicabile agli urti 
‘tra le quasi-particelle nel liquido di Fermi. Cionondimeno le pro- 
babilità dei processi di diffusione diretto e inverso si possono ritenere 
uguali. Consideriamo ora le medie delle grandezze rispetto alle di- 
rezioni degli spin delle quasi-particelle. In queste condizioni la pro- 
babilità di diffusione risulta dipendente solo dalle quantità di moto 
iniziali e finali delle quasi-particelle collidenti. Questa circostanza 
permette di applicare qui le stesse considerazioni sfruttate al $ 2, 
per la deduzione del principio dell'equilibrio dettagliato nella for- 
ma (2,8). Quello che più importa in questo caso è che nel liquido di 
Fermi si abbia sempre invarianza rispetto all’inversione spaziale. 
Quindi, siamo giunti all’uguaglianza 


w (p', pi; P, Pi) = w (P; Pi; P’, Pi), 


che abbiamo già usato nell'integrale degli urti (74,5). La funzione w 
dipende in generale dai numeri di riempimento degli stati e, quindi, 
dalla temperatura. Ma essendo piccola la temperatura (essenziale 
per tutta la teoria del liquido di Fermi), nell’integrale degli urti con w 
si deve intendere la funzione calcolata per T = 0. 
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Così come deve essere, l'integrale (74,5) si annulla identicamente 
sostituendo ad n la funzione di distribuzione d’equilibrio di Fermi 


No (e)=[exp Si PT (74,6) 


Osservando infatti. che 


no 


1 — no = 0p (+ =" Je 


vediamo immediatamente che per la legge di conservazione dell’ ener- 
gia si ha l'uguaglianza 


tat 
Noor Nono, 


(1— no) (1 — no) Sa {1— no) (1— ni.) . (74,7) 


Precisiamo, con l’aiuto dell'equazione cinetica, in che modo si 
esprimono nei termini della funzione di distribuzione le leggi di 
conservazione della massa, dell'energia e della quantità di moto per 
il liquido di Fermi. La dipendenza dell’energia delle quasi-particelle 
dalla loro distribuzione conferisce a questo problema una specificità 
determinata. 

Integriamo rispetto a 2d*p/(2rà)* i due membri dell'equazione 
(74,4), dove il fattore 2 tiene conto delle due direzioni possibili dello 
spin. In virtù della conservazione del numero di quasi-particelle in se- 
guito ad urti, l'integrale di St n si annulla. Integriamo per parti 
l'integrale del termine —(9r/0p) (de/0r) a primo membro dell'equa- 
zione, per cui quest’ultima assume la forma 


ðN anta 
Sp divi=0, 
dove N è la densità del numero di quasi-particelle, 


i = (v), (74,8) 


e v=de/0p è la velocità delle quasi-particelle +). Questa è l’equazio- 
ne di continuità per le quasi-particelle, in modo che i rappresenta 
la densità del loro flusso. Poiché il numero di quasi-particelle nel li- 
quido di Fermi coincide con il numero di particelle proprie, i rap- 
presenta al tempo stesso la densità di flusso delle particelle proprie 
‘in modo che i = (p/m). 

Applichiamo ora le stesse operazioni all’equazione (74,4) molti- 
plicando preliminarmente per p ambedue i suoi membri. L'integrale 
di p St n si annulla a causa della conservazione della quantità di 


1) Qui e più avanti in questo paragrafo il simbolo (.. .) esprime l’integra- 
zione rispetto alla distribuzione n: 
2d3p 
(e. = ) e.. n nna 
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moto totale delle quasi-particelle in seguito ad urti. Quanto al primo 
membro, scritto nelle componenti vettoriali dà 


ô (Pa) | pe ( ôn de ôn de ) 2d3p 


dt, zg èpp öpp dxg) (2h) ° 


Riscriviamo l’espressione integranda nel secondo termine nella forma 
ô de de G ( de ) 
FER (Pa õps n)+n za Opp \Po bmp)" 
L'integrazione annulla il terzo termine e il secondo termine dà la 
derivata ôE/ôxa della densità di energia del liquido £; ricordiamo 


che l'energia delle quasi-particelle nel liquido di Fermi è definita 
precisamente in base alla variazione dell'energia interna: 


2d3p 
ôE = f sôn Tara m (74,9) 


Otteniamo così l'equazione di conservazione della quantità di moto 
nella forma 


ô lap _ 
l gr (Pa) + PPA = Vv 
dove il tensore della densità di flusso della quantità di moto è 
Meg = (Pave? + Ôaß (Ke) — E). (74,10) 


Infine, moltiplicando per e i due membri dell'equazione (74,4) 
e integrando, otteniamo analogamente l'equazione della conserva- 
zione dell’energia 


ðElðt + div q = 0, 


dove la densità del flusso d'energia è 
q = ev). (74,41) 


In equilibrio tutti i flussi i, q; IIag si annullano. Per essi otteniaa 
mo espressioni lineari rispetto alla piccola correzione ôn nell- 
distribuzione perturbata (74,1). 

La funzione d'equilibrio n, dipende unicamente dall'energia della 
quasi-particella e, inoltre, questa stessa energia corrisponde proprio 
alla distribuzione d’equilibrio. Indicando questa circostanza con 
l'indice zero in e, scriviamo la definizione (74,1) nella seguente forma 
più precisa: 

n (£y p) = ro (£o) + ôn (r, p). (74,12) 


Se invece esprimiamo ne in funzione dell’energia reale e della quasi- 
particella, allora si deve scrivere 
dna 


no (eo) =" (e) — de o 
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e la distribuzione perturbata sarà rappresentata nella forma 


n (r, p) = no (e) + ôn (r, p), (74,13) 
S d g o 3p 
ôn = ôn — ôe 220 — ôn — i | F(p, p’) ôn (r, p) 77. 


Poiché negli integrali (74,8-11) e e v = ôe/ðp sono già l'energia 
e la velocità reali della quasi-particella, è sufficiente sostituirvi n 
nella forma (74,13) e otteniamo immediatamente 


i ~ 2dèp ~ 2d3p 
i= | vôn -r > q= | evôn o, 
~ 243p (74,14) 
Ias = f Pabgòn ah 


(nell'ultima espressione abbiamo usato anche la (74,9)). Ora, quando 


sono separati i termini del primo ordine in én, negli integrali (74,14) 
si può intendere, ovviamente, e come £, (p). 

Rappresentiamo ôn, così come l'abbiamo fatto più volte, nella 
forma 


ôn= — piro, . (74,15) 


In questo caso la separazione del fattore 0r,/de ha un significato par- 
ticolare. La perturbazione ôn è concentrata nella zona in cui si smus- 
sa la distribuzione di Fermi. Nella stessa zona la derivata ony/de 
è anch'essa non nulla; dopo la separazione di questo fattore la fun- 
zione rimanente sarà una funzione lentamente variabile. Accanto 
alla (74,15) scriviamo 

no (1 — no) 


On=— Ga = lor g, (74,16) 


dove 


n Ino (e n dBp' 
=p fi E pe) (74,17) 
Nell’approssimazione zero rispetto al piccolo rapporto T/ep, si 
può sostituire la funzione no (e) con una funzione a gradini che si 
interrompe sull'energia di frontiera ep. Allora 
Ino 


Fe = — ô (e— er) (74,18) 


e l'integrazione in d*p si riduce a quella estesa alla superficie di Fer- 
mi e = ep. L'elemento di volume tra due superfici isoenergetiche 
infinitamente vicine nello spazio dei vettori quantità di moto vale 


dS d 
TaejðpT ’ SO 
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dove dS è l'elemento d'area della superficie isoenergetica. Perciò 
l'integrazione rispetto a d*p si trasforma in quella estesa alla super- 
ficie di Fermi mediante la formula 


f ...8(6— ep) dp= f ANSE (74,20) 


VF 


dove vp è il valore della velocità sulla superficie di Fermi. L'espres- 
sione (74,20) non tiene ancora conto della sfericità della superficie; 
sulla sfera dS p = pà do con pp costante. 

Dopo questa trasformazione la definizione (74,17) assume la forma 


| » 
P(r p) = 4 (r P) | fp, ph) Y (r, PE) gg (7421) 


dove pp è la quantità di moto (con direzione variabile!) sulla super- 
ficie di Fermi. Il flusso di particelle si esprime nel seguente modo: 


= (E PESCE (74,22) 


Vp (225)? 


e analogamente per il flusso della quantità di moto. Per il flusso di 
energia, invece, l’approssimazione (74,18) è insufficiente a priori: 
essa ridurrebbe q semplicemente al trasporto convettivo dell energia, 
epi, ossia al primo termine nell'espressione 
: ôn 2d3p 
q=eri— | v(e—en) 90-70. (74,23) 


Per rendere lineare l’integrale degli urti si deve osservare che 
esso si annulla per la distribuzione d'equilibrio ny (€), come funzione 
dell’energia reale e 1). Perciò la linearizzazione si esegue con la so- 
stituzione di n nella forma (74,43), (74,16). I calcoli sono simili a 
quelli eseguiti per il passaggio dalla (67,6) alla (67,17). Riscrivia- 
mo l’espressione tra parentesi quadre nella (74,5) nella forma 

(= a a a ara E 
e osserviamo che 


ô n no 


1-n i-no 7° 


Come risultato otteniamo 
1 ’ ' 
Stn=I(9)=-+ f WN gnoi (1 — ne) (1 — na) X 


dp: d*p' 


x (P +P —P— p) (e Heee) Seen. 


. (74,24) 


1) Sottolineiamo il carattere generale di questa osservazione, che si riferisce 
a qualsiasi integrale degli urti con la partecipazione delle quasi-particelle di 
Fermi e non soltanto all’integrale (74,5). 
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Sottolineiamo che la perturbazione cercata (nel risolvere l equa- 
zione cinetica) della funzione di distribuzione entra nell’integrale 


degli urti sotto forma della stessa ôn, che figura nelle espressioni dei 
flussi (74,14). Se al primo membro dell’equazione cinetica (74,4) in 
generale si possono trascurare i termini con ôn (come nei problemi 
del calcolo dei coefficienti di conducibilità termica e di viscosità; 
si veda il$ 75), allora la funzione d’interazione delle quasi-particelle 
f (p, p’) non figura in modo esplicito nel sistema di equazioni ot- 


tenuto: le equazioni con la funzione f per l’incognita ôn sono le stes- 
se che per f = 0 e l’iricognita ôn. In altre parole, in questi problemi 
gli effetti del « liquido di Fermi » non si manifestano e formalmente 
i problemi sono identici a quelli del gas di Fermi. 

Mostriamo che la stessa situazione si verifica anche per una cate- 
goria di casi, in cui al primo membro dell'equazione cinetica si devo- 
no conservare i termini del primo ordine in ôn. Per una funzione ne 
indipendente dalle coordinate questi termini sono 


ô ôn dòn deg ông dde 


dt + ôr dp dp dr 


__96n ô ön ôn, ô , n ER 
=A tyi y e r | f p) ôn (e p°) A 


Con õn dalla (74,13) essi si riducono alla forma 


ô ôn sôn 
Ivi. (74,25) 


Se si può trascurare la derivata rispetto al tempo, allora anche qui 


figurerà soltanto ôn. 

Queste affermazioni sono valide non soltanto per il liquido di 
Fermi elettricamente neutro, qui trattato, ma anche per il liquido 
elettronico nei metalli, che sarà studiato nel prossimo capitolo. 
Tenendo presente questo oggetto e per non tornare più sulla questio- 
ne, facciamo qui qualche osservazione in più. 

Se le quasi-particelle portano la carica elettrica —e, allora in 


presenza di campo elettromagnetico, nella derivata p = — de/òr 
compare un termine supplementare, ossia la forza di Lorentz agente 
sulla carica. Corrispondentemente, a primo membro dell equazione 
cinetica compare il termine 


—e (+7 [a sà 


Di solito il campo elettrico è supposto debole, per cui nel termine 
—eE ôn/ðp è sufficiente porre n = nọ. Quanto al termine con il 
campo magnetico, esso si annulla identicamente per una funzione 
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no (£) dipendente unicamente da e. Ma se il campo è forte, allora può 
essere necessaria la conservazione anche dei termini del primo ordine 
in ôn. Questi termini sono i seguenti: 

e ô ôn e p ôe ôno _ 
=A a la lan 


_ e ô ôn Ono ô ôe 
= —4 [vB] { 3 de a} 


(dove v = ĝ£,/ôp). Nell'’espressione tra parentesi graffe si può intro- 
durre il fattore 0r,/0e, dipendente unicamente da g, sotto il segno 
ôlðp (la sua derivata è diretta lungo v e dà zero moltiplicandola per 
[vB]}). Come risultato questi termini assumono la forma 
e an 
= [vB] rw 4 (74,26) 


che contiene di nuovo soltanto ôn. 


$ 75. Conducibilità termica e viscosità del liquido di Fermi 


La dipendenza dalla temperatura dei coefficienti di viscosità e di 
conducibilità termica del liquido di Fermi può essere stabilita già 
con semplici considerazioni qualitative (I. Ja. Pomerantuk, 1950). 

Secondo la formula elementare della cinetica dei gas (8,44), il 
coefficiente di viscosità è ņn ~ mNvl, dove m è la massa delle particel- 

. le, N la densità del loro numero, v la velocità termica media e Z la 
lunghezza del cammino libero. In questo caso da particelle fungono 
le quasi-particelle, ma, poiché i numeri delle une e delle altre coin- 
cidono, il prodotto mN è una grandezza indipendente dalla tempera- 
tura, ossia la densità del liquido !). La velocità v~ vr, dove vp è la 
velocità indipendente dalla temperatura sulla superficie di Fermi. 
La lunghezza del cammino libero è l~ vpt, dove t è il tempo tra 

-~ gli urti delle quasi-particelle. Quest'ultimo varia con la temperatura 
come T~? (si veda IX, $ 1) in modo che anche la viscosità 


no T=, (75,1) 

Il coefficiente di conducibilità termica è valutato mediante la 

formula (7,10): x~ cNvl, dove c è il calore specifico (riferito a una 
sola particella). Per il liquido di Fermi c ~> T e perciò 


xo T- (75,2) 


1) Poiché stiamo cercando la legge limite della funzione n (T) alle basse 
temperature, allora per tutte le grandezze, che per T +0 tendono a un limite 
finito, si sottintende ovviamente proprio questo limite. 
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Per una definizione precisa di n e x si deve ricorrere all'equazione 
cinetica. Indichiamo l'andamento dei calcoli sull'esempio della 
conducibilità termica. 

La trasformazione del primo membro dell'equazione (74,4) è ana- 
loga a quella realizzata al $ 7 per il problema della conducibilità 
termica di un gas classico. 

Supponiamo che lungo il liquido esista un gradiente della tempe- 
ratura e che, inoltre, il liquido sia, dal punto di vista macroscopico, 
fermo. In virtù dell'ultima condizione la pressione è costante e la 
distribuzione della temperatura stazionaria. A primo membro del- 
l'equazione (74,4) sostituiamo a n e e le loro espressioni d'equilibrio 
locale, con la temperatura variabile lungo il liquido. Allora delor = 
= 0 e resta il solo termine v dr/ér (omettiamo l'indice 0 in e e v). 
La funzione n contiene solo la combinazione (e — u)/7 e, poiché 
cerchiamo solo le leggi limite (per T— 0), il potenziale chimico 
u (T) si può porre uguale al suo valore per 7 = 0 (coincidente con 
l'energia di frontiera ex). Allora 


E, ô i= È 
vino — OM yy) = tel Ev yT 
e l'equazione cinetica assume la forma 

n (1— n) i VVT =I (9) (75,3) 


con I (9) dalla (74,24). Ma alla soluzione di questa equazione deve 
essere imposta una condizione ulteriore, che esprime l'assenza di 
trasporto macroscopico di massa, cioè 


ôn dp 
f vp- an = 0 (75,4) 


In virtù di questa condizione nel flusso d’energia (74,23) resta solo 
il secondo termine. 

Come abbiamo già detto al paragrafo precedente, il sistema di 
equazioni (75,3-4) non contiene esplicitamente la funzione di intera- 
zione delle quasi-particelle, in modo che il problema della conducibi- 
lità termica del liquido di Fermi (così come il problema della visco- 
sità) coincide formalmente con lo stesso problema per il gas di Fermi. 

In tutti gli integrali il ruolo decisivo spetta alla regione di smus- 
samento della distribuzione di Fermi, nella quale s—p ~ T e le 
quantità di moto delle quasi-particelle sono vicine al raggio pp della 
sfera di Fermi. In questa regione e — u = vr (p — pr). Laddove le 
quantità di moto non figurano sotto forma della differenza p — pr. 
si può porre p = pp e ovunque si può porre la velocità uguale a vp. 
In particolare, ciò si può fare nella funzione w, che diventa funzione 
solo degli angoli che definiscono l'orientazione relativa dei vettori p, 
Pis p’, pi. Per p e p, dati la conservazione della quantità di moto fissa 


perse x 
Sioi da 
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langolo formato dai vettori p' e pi = p + Pi — P'; l'integrazione 
rispetto a questo angolo elimina la funzione delta nell’integrale 
degli urti. Dopo questa operazione resta da integrare rispetto ai 
valori assoluti p, e p' (oltre alle integrazioni rispetto alle altre varia- 
bili angolari). Sostituiamo l’integrazione rispetto ai valori assoluti 
con quella rispetto a T°du,du', doveu = (e — u)/T = vr (p — pp)/T 
sono le variabili dalle quali dipendono le funzioni di distribuzione ny; 
in forza della convergenza rapida, queste integrazioni si possono esten- 
dere da — œ a co. Come risultato troviamo che tutto l’integrale 
I (9) è proporzionale a T e la soluzione dell equazione (75,3) avrà 
la forma 


p = — Tg (u)vVT. 
Dopo la sostituzione di questa funzione nella (74,23) e l’integrazione 


rispetto alle direzioni v il flusso di calore assume la forma q = 
= — xVT, dove 


Bwr Ph F Ino 
Lare |wi 


— 00 


g= du. 


Di qui si vede nuovamente che x œ T- 

Le semplificazioni suindicate dell’integrale degli urti sono suffi- 
cienti, affinché l'equazione cinetica (e anche il problema della visco- 
sità) abbia soluzione esatta. Come risultato otteniamo per i coeffi- 
cienti x e ņ formule, che li esprimono in funzione dei parametri p p 
e vp e mediante il valore medio della funzione w, calcolato in modo 
definito, rispetto alle direzioni !). 


$ 76. Assorbimento del suono nel liquido di Fermi ?) 


Ricordiamo (si veda IX, $ 4) che il carattere delle onde che si 
propagano nel liquido di Fermi dipende sostanzialmente dalla gran- 
dezza del prodotto œt, dove t è la durata del cammino libero. 

Per œt 1 abbiamo a che fare con le onde sonore idrodinamiche 
ordinarie. La dipendenza dalla frequenza e dalla temperatura del 
coefficiente y di assorbimento (per unità di percorso) si può trovare 
mediante la nota formula y~ ©?n/pu?, dove n è il coefficiente di 
viscosità, p la densità del liquido e u la velocità del suono (si veda 
VI, $ 77). Poiché nel liquido di Fermi n œ T-?, allora 


yo 08/7. (76,1) 


Questo risultato si può ottenere in modo più formale, osservando che 
l'assorbimento è descritto dal primo termine correttivo, rispetto al 


1) Si veda G. A. Brooker, J. Sykes, Phys. Rev. Lett., 1968, v. 21, p. 279. 
2) I risultati di questo paragrafo appartengono a L. D. Landau (1957). 
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piccolo parametro, nella legge di dispersione del suono: 
= (1 4 iawr) (76,2) 


{œ è una costante). La parte immaginaria di questa espressione (per 
una frequenza reale) dà y; poiché t œ T-?, ritorniamo alla (76,1). 

Per ot ~ 1 l'assorbimento diventa così forte da rendere impossibi- 
le la propagazione delle onde sonore. 

Per ot 1 è possibile di nuovo la propagazione di onde, che si 
smorzano debolmente, il cosiddetto suono nullo. Il suo assorbimento 
è descritto dal termine correttivo nella legge della dispersione, ma 
questa volta rispetto al piccolo parametro 41/iwt: 


k=2(1+-È) (76,3) 


(u, è la velocità di propagazione del suono nullo). Il coefficiente di 
questo assorbimento è proporzionale, quindi, alla frequenza degli 
urti: y œ 1/7. Quest'ultima, a sua volta, è proporzionale al quadrato 
della larghezza della regione di affievolimento della distribuzione 
delle quasi-particelle. Per fm < T questa larghezza è definita dalla 
temperatura, in modo che 1/7 œ T? e il coefficiente di assorbimento 


y= aT°, T> ho> Äh. (76,4) 


Se, invece, fo > T (ma al tempo stesso Rw < ex come condizione 
necessaria di applicabilità di tutta la teoria), allora la distribuzione 
è smussata in una regione di larghezza ~ ħow. In questo caso l’assor- 
bimento del suono nullo vale 


y = bo, ho>T. (76,5) 


A questo caso si riferisce, in particolare, il suono nullo di tutte le 
frequenze per 7 = 0. Più avanti verrà mostrato che le costanti a e b 
nelle formule (76,4-5) sono legate tra loro. 

La differenza nel carattere di assorbimento del suono ordinario 
e nullo è dovuta alla loro natura fisica. Nell onda del suono normale 
in ogni elemento di volume piccolo (rispetto alla lunghezza d’onda) 
la distribuzione delle quasi-particelle in prima approssimazione 
corrisponde all equilibrio per temperatura e velocità locali del liqui- 
do date. In questa approssimazione non esiste dissipazione e l’ assor- 
bimento del suono si verifica soltanto se si tiene conto dell'influenza 
dei gradienti di temperatura e di velocità sulla distribuzione delle 
quasi-particelle. Per quanto riguarda l'onda del suono nullo, le 
oscillazioni già di per sé implicano la mancanza di equilibrio della 
funzione di distribuzione in ogni elemento di volume e l'inclusione 
degli urti conduce all’assorbimento del suono. 

In accordo con le rappresentazioni fondamentali della teoria del 
liquido di Fermi normale, si può considerare una quasi-particella 
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in esso, in un senso noto, come una particella posta nel campo auto- 
compatibile delle particelle circostanti. In un'onda del suono nullo 
questo campo è periodico nel tempo e nello spazio. Secondo le regole 
generali della meccanica quantistica, l’urto tra due quasi-particelle 
in questo campo è accompagnato dalla variazione della loro energia 
e della quantità di moto totali di fo e ñk, rispettivamente; si può dire 
che in seguito all'urto si produce l'emissione o l'assorbimento di un 
« quanto di suono nullo » !). L'effetto totale di questi urti implica la 
diminuzione del numero generale di quanti sonori; il coefficiente di 
assorbimento del suono è proporzionale alla velocità di tale dimi- 
nuzione. 

In questa impostazione del problema, il coefficiente di assorbi- 
mento del suono nullo è dato da un'espressione della forma 


Y= f W {nng (1 — ni) (1— n) — n,n, (1 -- n) (1 — n)} X 


X ô (e; +E, — £1 — £z — o) ô (Pi + Pa — Pi — P2 — Rk) X 


dp; d*ps d3pi d?ps 

Pi Tani Pa i (76,6) 
Nell’espressione integranda si sono scritte in forma esplicita le fun- 
zioni delta, che garantiscono la conservazione dell'energia e della 
quantità di moto in seguito agli urti. Il primo termine tra parentesi 
graffe corrisponde agli urti pi, p2 —> pi, p;, accompagnati dall’assor- 
bimento di un quanto, e il secondo termine agli urti pi, p2—> Pi» P2 
accompagnati dall'emissione di un quanto. La funzione W, legata 
alla probabilità di urti « radioattivi », è definita dalle proprietà del- 
londa del suono nullo; si può considerare quest'onda stessa come 
propagantesi per 7 = 0 (si veda IX, $ 4) e allora W è indipendente 
dalla temperatura 2). 

Tuttavia, non c’è bisogno di conoscere la funzione W, se ci si 
propone unicamente di esprimere il coefficiente di assorbimento in 
funzione del suo valore nel caso limite o « T. A questo scopo osser- 
viamo che nell'integrale (76,6) sono importanti i valori delle energie 
delle quasi-particelle, solo nella regione di affievolimento della di- 
stribuzione di Fermi. In questa regione variano molto nell'espressione 
integranda solo i fattori che contengono le funzioni n (e). Inoltre, si-- 
deve tener conto che gli integrali angolari nella (76,6) praticamente 
non variano passando dalla regione 70 « T a quella œ œ> T. Ciò 


1) Quanto all'emissione (o all’assorbimento) del « quanto di suono nullo » 
da parte di una sola quasi-particella, ciò è impossibile in quanto la velocità del 
suono nullo supera la velocità di Fermi vp. 

2) A scanso di equivoci, sottolineiamo che la funzione W non coincide con 
la funzione w nell’integrale degli urti (74,5). 
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premesso, sarà sufficiente calcolare l'integrale 


J= f {rn (1—ni) (1— ni)— nin, (1 — m) (1-n)} x 

X ô (ei + £, — €, — € — lo) de, de, de; de,, (76,7) 
esteso solo alle energie. Quanto al coefficiente di proporzionalità tra y 
e J, esso dipende soltanto da œ e non da T, in modo che lo si potrà 
definire in base al valore limite di y per ho/T< 1. 


È ovvio che nell’integrale (76,7) si può trascurare una piccola 
alterazione della funzione di distribuzione nell’onda, cioè porre 


n (e) = [e@-W/T + 4]. 


Introducendo le notazioni 


otteniamo 


co 
J=T3 | (ie) (zi trr rh dz, dz, dz! dz; 
2S (e141) (e7241) (1-4+e7®1) (14-e7®3) 
Poiché l'integrale è rapidamente convergente, la regione d'integra- 
zione può essere estesa da —co a oo. 
Per realizzare r integrazione passiamo alle variabili Y1, Ya, Ug, Ugs 


dove y = x — 2’, u = e. L'integrazione rispetto a u, e ua è elemen- 
tare e dà 


T-3J =(1—e-$) x 
x {{(Ttttmitan conan dn __ 


(ur +1) (2241) tuit eVl, (us + eY?) 


=(4— e-ì i Y1Y28 (Y1 + Y2 +5) dy, dys 
Oe ff (1 — eV1) (1 — e?) 


i 4 
= 1 y (E+-y) {arance} dy. 
Per calcolare la differenza così ottenuta tra due integrali divergenti, 
introduciamo preliminarmente il limite inferiore finito —A e scri- 
viamo 
: Co) ce 
T-3J = f y (ty) dy _— f y (y—E)dy _ 


ey —i eb—1 
-A -A+É 


œ -À A 
ydy __ y (y—È) dy 
ey —i1 S 
A - A+ 
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In quanto ci proponiamo di passare al limite per A+ oo, nel secon- 
do degli integrali che qui figurano trascuriamo e” al denominatore. 
Il primo integrale, invece, lo riscriviamo nel modo seguente: 


00 00 


0 

ydy _ y dy ydy _ 

ev-1 =f ey —i + į e8—1 
v A 


Dopo aver semplificato ed eseguito il passaggio al limite per A-+00, 


otteniamo infine 
da 22873 £2 
= 3 (1 +7 ) : 
Il coefficiente di proporzionalità tra y e J è definito, come è stato 


già detto, dalla condizione che per È < 1 si abbia y= aT? dalla (76,4). 
Troviamo così 


v=a[T2+ (y). (76,8) 


In particolare, nel limite delle grandi frequenze, Ro > 7 e se ne 
deduce che 


y= 7 (ño), (76,9) 


il che stabilisce un legame tra i coefficienti nelle (76,4) e (76,9). 


$ 77. Equazione cinetica per le quasi-particelle nel liquido di Bose 


Se la lunghezza del cammino libero delle quasi-particelle in un 
liquido di Bose superfluido è piccola rispetto alle dimensioni caratte- 
ristiche del problema, il moto del liquido è descritto dalle equazioni 
dell’idrodinamica a due velocità di Landau (si veda VI, capitolo XVI). 
I termini dissipativi in queste equazioni contengono più coefficienti 
cinetici (un coefficiente di conducibilità termica e quattro coeffi- 
` cienti di viscosità). Il calcolo di questi coefficienti richiede l'esame 
dettagliato dei diversi processi di diffusione, la cui varietà è dovuta 
-all'esistenza di due tipi di quasi-particelle, fononi e rotoni. Nell’elio 
liquido reale la situazione è resa ancora più complicata dall’instabi- 
lità della regione iniziale dello spettro fononico. Ma questi problemi 
non verranno qui considerati. 

La lunghezza del cammino libero delle quasi-particelle cresce al 
diminuire della temperatura (almeno a causa della diminuzione della 
densità del numero di quasi-particelle). Perciò a temperature suffi- 
cientemente basse è facile che il sistema di quasi-particelle sia essen- 
zialmente in non equilibrio. In queste condizioni le equazioni dell’i- 


LIQUIDI QUANTISTICI 381 


drodinamica a due velocità sono inapplicabili. Per di più, in generale 
perdono senso le nozioni di temperatura e di velocità normale v,, 
che si possono definire soltanto rispetto alla distribuzione d’equili- 
brio delle quasi-particelle; assieme a v, perde senso anche la divisio- 
ne della densità del liquido nelle parti superfluida e normale. Quanto 
alla densità totale p e alla velocità superfluida v,, queste nozioni 
conservano il loro senso, essendo sotto questo aspetto variabili mec- 
caniche. Il sistema di equazioni completo, che descrive un liquido 
superfluido, deve ora essereformato da un'equazione cinetica per la 
distribuzione delle quasi-particelle n (t, r, p), da un'equazione di 
continuità per la densità p e da un'equazione per la velocità v,. 
L'equazione cinetica ha la forma ordinaria 1) 


an — ôn dE ôn ð 
di tar op dp or ot (77,4) 


dove è è l'energia della quasi-particella, dipendente dalla velocità 
del moto superfluido v, come da un parametro; conserviamo la nota- 
zione e per l'energia della quasi-particella nel liquido a riposo. Il 


legame tra e e € viene precisato mediante le seguenti considerazioni. 

Per definizione, e (p) è la legge di dispersione delle quasi-parti- 
celle nel sistema di riferimento X,, in cui v, = 0. In altre parole, se 
esiste una sola quasi-particella l'energia del liquido (calcolata 
a partire dall'energia per T = 0) è e (p) e la sua quantità di moto 
coincide con quella p della quasi-particella. Passiamo, mediante 
una trasformazione galileiana, al sistema di riferimento fisso K, 
in cui la velocità superfluida vale v,. In questo sistema l'energia 
e la quantità di moto della massa M sono 


Mv? : 
E=8(p)+pv: +, P=p+Mv,. (77,2) 


Si vede di qui che nel liquido che compie un moto superfluido l’ener- 
gia della quasi-particella è 


e (p) = e (p) + PY: (77,3) 


(cfr. le considerazioni per la deduzione della condizione di superflui- 
dità in IX, § 23). 


1) È supposta, ovviamente, soddisfatta la condizione di quasi-classicità, 
ossia la variazione lenta di tutte le grandezze, a distanze dell'ordine della lun- 
ghezza d'onda della quasi-particella &/p. 
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In tal modo le derivate che figurano nell’equazione cinetica 
sono 1) 


de ð ô È) (17:4) 
E e e 
= = (PY) = E Vp + (PV) ve. 


Nella seconda eguaglianza si è tenuto conto che l'energia e può dipen- 
dere dalle coordinate, attraverso la variabile di densità p, dalla 
quale e dipende come da un parametro. Si è tenuto anche conto 
(trasformando la derivata rispetto a pvs) che il moto superfluido 
è sempre potenziale, 


rot v, = 0. (77,5) 
L’equazione di continuità per la densità si scrive 
+ divi=0, (77,6) 


dove i, per definizione, è la quantità di moto dell'unità di volume 
del liquido. L'espressione per i si può ricavare direttamente dalla 
seconda formula (77,2), sommandola su tutte le quasi-particelle in 
questo volume: 


i = pv, + (p). (77,7) 


Qui e più avanti in questo paragrafo le parentesi angolari significano 
integrazione rispetto alla distribuzione delle quantità di moto: 


Resta da trovare l'equazione per la velocità superfluida. A tal 
fine partiamo dalla legge di conservazione della quantità di moto 
espressa dall’equazione 


dia _ 
a r S (77,8) 


dove i è definito dalla formula (77,7) e Il, g è il tensore del flusso della 
quantità di moto. 


1) A rigore, la formula (77,2) è stata dedotta per un flusso superfluido omo- 
geneo, vs = costante. In un flusso disomogeneo nell'energia potrebbero compari- 
re altri termini, con le derivate spaziali rispetto a vs. Tuttavia, supponendo lenta 
la variazione di Vs, questi termini condurrebbero nell'equazione cinetica a corre- 
zioni infinitesime di ordine superiore. 
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Sia Il&g il valore di questo tensore nel sistema di riferimento K. 
Passando con una trasformazione al sistema X, otteniamo 1) 


Hag = aB + PUsaUss + Usa iù” + Vapi = 
= E + PUsalsp + Usa (Ps) + Usp (Pa) (77,9) 


(i©= (p) è la quantità di moto dell'unità di volume del liquido nel 
sistema Ko). Con ciò si determina la dipendenza del tensore Ilag dalla 
velocità v,- 

Per la trasformazione ulteriore dell'equazione (77,8) torniamo 
all'equazione cinetica (77,1), moltiplichiamola per Pa © integriamo 
rispetto a d*p/(2rà)?. Dato che la quantità di moto totale delle 
quasi-particelle si conserva in seguito agli urti, il secondo membro 
dell'equazione si annulla. Quanto all’integrale a primo membro del- 
l'equazione, lo trasformiamo allo stesso modo del $ 74 (per la dedu- 
zione della (74,10)) e troviamo 


F oat lr Elo 740 


Poniamo ora nella (77,8) le espressioni (77,7) e (77,9) per i e IJag 
e in seguito escludiamo dp/dt e ô(p)/ðt mediante le formule (77,6) 
e (77,10). Come risultato otteniamo 


dvsa _9__% 421 
ôt dra 2 p dg 


Ip A dra pP dzg Pa US 


1 de dp 1 ð f =y = 0. 


Dalla condizione rot v, = 0 (della quale si è già tenuto conto nel 
secondo termine) deriva che la somma dei tre ultimi termini deve 
rappresentare il gradiente di una funzione. Inoltre, il tensore Ig} in 
assenza di quasi-particelle deve valere P,ag, dove Po (p) è la pressio- 
ne del liquido per T = 0. Da queste condizioni segue univocamente 
la seguente forma del tensore IIS: 


Ii= ( pa TE) tl [ Pot oC]. (77,11) 


L'equazione per v, ora assume la forma ; 


Givi (4) ama 


1) È facile trovare la formula della trasformazione galileiana per Iag, 
considerando il sistema classico di particelle, per il quale Mag = > Pabg = 
z xD mvavg duve la sommatoria è estesa a tutte le particelle nell'unità di 
volume. 
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dove p, è il potenziale chimico del liquido (per T = 0)legato alla 
pressione P, dalla relazione termodinamica dun = mdP.,lp (mè la 
massa della particella del liquido, m/p il volume molecolare). 

Le equazioni (77,1), (77,6), (77,12) costituiscono il sistema com- 
pleto di equazioni, che descrive il liquido superfluido nello stato di 
non equilibrio (I. M. Chalatnikov, 1952). 

Per completare il quadro soffermiamoci ancora sulla legge di 
conservazione dell'energia. Essa è espressa da un'equazione della 
forma 


ŻE, +divq=0, (77,13) 

dove q è la densità del flusso d’energia del liquido. Secondo la (77,2); 
2 

E =E, (0) +8) +v (+P, (77,14) 


dove E, (p) è l'energia per T = 0, legata al potenziale chimico dalla 
relazione dE, = podp/m. Derivando rispetto al tempo l’espressio- 
ne (77,14) e usando le equazioni già trovate per tutte le grandezze, 
si può trovare la densità del flusso di energia. Omettendo i calcoli 
diamo il risultato definitivo: 


q= ((P) + PVs) [#4 EF +4] | (e+ pv.) (5+ v.) >- 
(77,45) 


La funzione di distribuzione d'equilibrio delle quasi-particelle, 
nel sistema di riferimento in cui il « gas di quasi-particelle » nel suo 
insieme si trova a riposo (cioè la velocità normale v, = 0), è la 


distribuzione di Bose ordinaria con l’energia della quasi-particella È 
data dall'espressione (77,3). Quanto alla distribuzione nel sistema di 
riferimento, in cui la velocità normale è non nulla, essa si ottiene con 


la sostituzione di e con e — pv. In tal modo, la distribuzione d'equi- 
librio delle quasi-particelle in presenza di ambedue i moti è 
= -1 

n (p) = [exp Stele —4 ] 3 (77,16) 
Calcolando i valori medi delle equazioni dedotte sopra rispetto 
a questa distribuzione, si può ottenere un sistema di equazioni idro- 
dinamiche a due velocità (in questa approssimazione senza termini 
dissipativi); non ci soffermiamo qui su questa deduzione. 


PROBLEMA 


Determinare il coefficiente di assorbimento del suono nel liquido di Bose 
er frequenze © > v, dove v è la frequenza degli urti tra le quasi-particelle. 
a temperatura viene supposta così bassa che praticamente le quasi-particelle 

sono fononi (A. F. Andreev, I. M. Chalatnikov, 1963). 


LIQUIDI QUANTISTICI 385 


Soluzione. Nelle condizioni considerate si può trascurare l'integrale degli 
urti nell'equazione (77,1). Poniamo p = po + Ôp, n = ny + ôn (dove dp e ôn 
sono piccole correzioni alla densità d'equilibrio del liquido e alla funzione di 
distribuzione dei fononi) e linearizziamo le equazioni (77,4), (77,6) e (77,12) 
rispetto alle piccole grandezze ôp, ôn, vs. Supponendo tutte queste grandezze 
proporzionali a exp (—i@t-i ikr) otteniamo le equazioni 


(kv— ©) n=% vk (+ öp -+ pvs ) , (1) 
d? 
08p—kv;p= { kp ôn An 3 (2) 
de de , ôe) dp 
ovs— kug p 7E | {n Fr Harin) eh * (3) 


Qui abbiamo usato le relazioni termodinamiche 


Ho _ _dPo ui 


dove u, è la velocità del suono per T = 0; l'indice 0 in p e n sarà omesso qui 
e più avanti. 

Essendo piccolo il numero di fononi alle temperature prossime allo zero, 
le espressioni a secondo membro delle equazioni (1-3) sono piccole correzioni. 
Omettendo queste ultime deduciamo dalle equazioni (2) e (3) 

ôp k 
= Uoky Vs = uo T (4) 
Nell'approssimazione successiva sostituiamo la (4) nel secondo membro del- 
l'equazione (1) e troviamo 


_ ôn _vcos8 de Puo 
ETET 0— o/k (+ p cos 8) sp (5) 


(8 è l'angolo tra p e k). Scriviamo la legge di dispersione dei fononi nella forma 


e (p)=uap(1+ap), v=- = vo (14309?) 
includendo il termine dello sviluppo successivo a quello lineare (per l’elio liquido 
alle pressioni normali a > 0, il che significa l'instabilità dei fononi rispetto 
alla disintegrazione spontanea). 

L'esistenza nella (5) del denominatore « di risonanza » implica (si veda più 
avanti) la comparsa per integrazione di un grande fattore logaritmico. Limitan- 
doci alla precisione « logaritmica », trascuriamo a secondo membro dell’equa- 
zione (3) ìl termine con dp che non contiene questo denominatore. Escludendo 
in seguito v, dalle equazioni (2) e (3), otteniamo infine la seguente equazione di 
dispersione: 


0? 2—4 Bi p? ôn dip 
Dua | cos 0—1+3ap?— i0 de (274)? (8) 
dove 
a p__dus\2 
a-((+È 7° ya 


La parte immaginaria dell’integrale rispetto a cos 0 è definita dall’aggiramento 
del polo (il polo si trova nella regione d’integrazione se æ > 0). La parte reale, 
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invece, si calcola con precisione logaritmica, tagliando l'integrazione in basso 
per {1 — cos9 ~ ap? ~ aT?/uj e in alto per 4 — cos 0 ~ 1. Scriviamo il primo 
membro dell'equazione (6) nella forma 


2uo (uni x) ; 


dove y è il decremento dello smorzamento e ôu la correzione alla velocità del 
suono (u = up + du). Il calcolo dell’integrale dà 


_ _SpntgA ui __ Snopr A 
den arr» NET (2) 


dove pn = 2n274/45h8uî è la parte fononica della densità normale del liquido. 
La dipendenza di y dalla frequenza e dalla temperatura coincide, naturalmente, 
con quella stabilita al $ 73. 


Capitolo IX 


METALLI 


$ 78. Resistenza residua 


Le proprietà cinetiche dei metalli sono di gran lunga più complica- 
te che nei dielettrici, già per l’esistenza in essi di quasi-particelle di 
specie diverse: elettroni di conduttività e fononi. 

È ovvio che sono gli elettroni di conduttività a trasportare la 
carica elettrica. Il trasporto di calore, invece, è realizzato sia dagli 
elettroni che dai fononi. Tuttavia, nei metalli sufficientemente puri 
sono in pratica gli elettroni a svolgere il ruolo principale nella con- 
duzione termica, soprattutto per il fatto che la loro velocità (la velo- 
cità vp sulla superficie di Fermi) è grande rispetto a quella dei 
fononi (la velocità del suono). Inoltre, alle basse temperature il 
calore specifico elettronico è notevolmente superiore a quello fono- 
nico. 

Gli elettroni di conduttività sono soggetti ad urti di tipi diversi: 
urti reciproci, con fononi, con atomi di impurità (e con altri difetti 
del reticolo). La frequenza degli urti dei primi due tipi decresce al 
diminuire della temperatura. Perciò a temperature sufficientemente 
basse la diffusione degli elettroni sulle impurità ha un ruolo deci- 
sivo nei fenomeni cinetici. Questa regione di temperature si chiama 
regione della resistenza residua e da essa iniziamo lo studio della 
fisica cinetica dei metalli. 

Il legame tra la corrente elettrica j e il flusso di dissipazione 
d'energia q', in un metallo con campo elettrico E e gradiente della 
temperatura, viene scritto sotto forma delle relazioni (44,12-13): 


E+vt=tj+av7, (78,4) 


q=qa-(o-È)j=aFi-xv7. (78,2) 


Queste grandezze scritte così si riferiscono ai cristalli a simmetria 
cubica, il che per semplicità verrà supposto ovunque più avanti. 
Per i cristalli a simmetria non cubica i coefficienti o, x, x vanno 
sostituiti da tensori di secondo rango. Sarà più comodo usare la rela- 
zione (78,2) esprimendo j in funzione di E ottenuto dalla prima 
uguaglianza: 

q'=0a7 (E+V 2) — (x + Toa?) VT. (78,3) 
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Quanto detto al $ 74 a proposito dell'equazione cinetica per il 
liquido di Fermi resta valido, in misura notevole, anche per il liquido 
elettronico nel metallo. Ora la quantità di moto delle quasi-particelle 
è la loro quasi-quantità di moto e la superficie di Fermi, in generale, 
ha una forma complicata propria di ogni metallo concreto. 

I coefficienti cinetici del metallo si calcolano in teoria mediante 
l'equazione cinetica linearizzata 


d 


de ` TE =I (ôn), 


dove v = ôðs/ðp e l'integrale degli urti è linearizzato rispetto alla 


funzione piccola cercata ôn definita dalla (74,13). La derivazione di 
no rispetto a r si può eseguire convenzionalmente per u = costante, 
in quanto il gradiente p figurerebbe lo stesso nella combinazione 
eE + V p, come deve essere secondo la (78,1). Allora 


no e—u no 


st~ oT de 


e l'equazione cinetica assume la forma 
De c Del 
(E 4 na VI)v 


i = 
ona = I (ôP). (78,4) 


La densità di corrente e la densità del flusso di dissipazione d'energia 
sono date dagli integrali 


È ~ 2g v 2@ 

j= —e | vôn Tar * q' = | (e— p) vôn e (78,5) 
(calcolando q’ come flusso dell'energia cinetica e — p, non c’è 
Soen N sottrarre da esso il trasporto convettivo dell'energia poten- 
ziale Qi). 

Una caratteristica della diffusione degli elettroni di conduttività 
sugli atomi di impurità è l’elasticità. Essendo grande la massa degli 
atomi e il loro «attaccamento » al reticolo, si può supporre invaria- 
bile l'energia dell’elettrone in seguito all'urto. Mostriamo che la 
sola ipotesi di diffusione elastica è sufficiente, affinché la condutti- 
vità elettrica e termica del metallo siano legate da una semplice 
formula. 

A tal fine osserviamo che l'operatore degli urti elastici non incide 
sulla dipendenza della funzione ôñ dall'energia e; gli urti non fanno 
altro che spostare le particelle lungo una superficie isoenergetica. 


r 


Ciò vuol dire che qualunque fattore in ôn, dipendente unicamente 
da e, può essere portato fuori dal segno /. A sua volta, ciò consente di 
cercare la soluzione dell’equazione cinetica nella forma 

dn, 


on = (eE +57 VT ) 1(p), (78,6) 
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dove l (p) verifica l equazione 


IQ = — v. (78,7) 
| La densità di corrente calcolata secondo la distribuzione (78,6) è 
— ô 2d? 
j=-effeenv+ Ft AVT) v} aa (88 
Dal primo termine ricaviamo il tensore di conduttività 
ôm _2d? 
Gag = — e? f Valg SE Tar: (78,9) 


In un cristallo a simmetria cubica dag = 0dag in modo che la condut- 
tività è 
e? ano 2d3p 


o=— — — L mia 


TANI f Iva ah ? 
ossia, trasformando l’integrale in base alle formule (74,18-20), 


2e? ds 
o = 3 Jr, J= |: (78,10) 


L'integrazione in J p è estesa a tuttii fogli della superficie di Fermi 
nei limiti di una cella elementare del reticolo inverso. 
In modo analogo, dal secondo termine nella (78,8) ricaviamo, 
confrontandolo con la (78,1), 
e ông dp 
co = -37 f n (VI) Gi Wah ? 


dove si è introdotta la notazione n = e — u. L'integrazione rispetto 
a d*p viene sostituita con l'integrazione estesa alle superfici isoener- 
getiche n = costante e con l'integrazione rispetto a n. Introducendo 
di nuovo la notazione J dalla (78,10) abbiamo 


2e d 
ao = 30 f Jn -Fe dn. (78,11) 
La funzione 
Ono CE 1 
de T (eT 1) (e-WT 11) 


decresce esponenzialmente per ņn—> + 00; perciò l'integrazione 
rispetto a n si può estendere da —co a co. L’integrale è definito 
soprattutto dalla regione | n |~ T; la grandezza J (n), invece, varia 
notevolmente solo nell'intervallo n ~ p> T. Perciò è sufficiente 
porre 


di 
Jaret Tg: 


Sostituendo nella (78,11) l'integrale del primo termine si annulla 
per la disparità dell'espressione integranda rispetto a n e il secondo 
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termine dà 


00 00 
_ Le dI 9:09 _ 8e aJ | 
O =37 der f m = 3F dr preni 
L'integrale vale 
co 
ndin _ _ m. 
f T 2 T3; 
usando anche la (78,10) otteniamo 
ol wT d ln J (78,12) 


3e dep , 
Come ordine di grandezza |œ |~ T/eep. 


Poniamo ora E = 0 e calcoliamo il flusso d'energia. Usando di 
nuovo la simmetria cubica troviamo 


Qui è sufficiente porre J = J p e in seguito otteniamo 


, ze TJ VT. 


Dal confronto di questa espressione con le (78,3) e (78,10) si vede che 


n207 
x -+ Toa? = "3a. 


La stima suindicata di a mostra che il termine Toa? a primo membro 
dell'uguaglianza è piccolo rispetto al suo secondo membro nel rappor- 
to (7/ex)®. Trascurandolo troviamo infine la seguente relazione tra le 
conduttività elettrica e termica: 

xT 


ossia la legge di Wiedemann-Franz !). 

Sottolineiamo di nuovo che nel dedurre questa relazione è stata 
sfruttata soltanto l'elasticità della diffusione degli elettroni di 
conduttività. Seguendo la deduzione è facile anche notare che l’ipote-.. 
si della simmetria cubica non faceva altro che semplificare la scrittura 
delle formule. Nel caso generale di cristallo a simmetria arbitraria 
la stessa relazione (78,13) esiste tra i tensori Xag € Cap 


1) Una formula del tipo (78,13) è stata dedotta qualitativamente da P. Dru- 
de (1900), che è stato il primo a formulare la rappresentazione degli elettroni 
di conduttività come partecipanti all'equilibrio termico del metallo. La dedu- 
zione quantitativa nella statistica classica è stata fornita da H. A. Lorentz 
(1905) e nella statistica di Fermi da A. Sommerfeld (1928). 
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Per definire la dipendenza dalla temperatura di ciascuno dei 
coefficienti x e o separatamente, bisogna scrivere l'integrale degli 
urti. Per gli urti con gli atomi di impurità esso ha una forma com- 
pletamente analoga all’integrale (70,3) per la diffusione dei fononi 
sulle impurità: 

2d°p' 


Stn=Nymp | w (p, p) [r (1-n) n (1—n')] 8 (2-2) Gra - 


(78,14) 


I fattori 4 — n o 4 — n’ tengono conto del principio di Pauli, vale 
a dire che la transizione può avvenire soltanto in stati liberi; quanto 
ai fattori n’ o n, essi indicano che la diffusione può aver luogo soltan- 
to da uno stato occupato. Così come nella (70,3), nell'integrale (78,14) 
si è supposto che gli atomi di impurità siano disposti caoticamente 
e che la distanza media tra essi sia molto superiore all’ampiezza della 
diffusione; allora atomi distinti diffondono in modo indipendente. 
Nell’integrale (78,14) è già sfruttata l’uguaglianza w (p, p) = 
= w (p', p). Non si può applicare, in generale, alla diffusione degli 
elettroni di conduttività sugli atomi di impurità l’approssimazione 
di Born. L’uguaglianza scritta si può motivare con le considerazioni 
usate per la deduzione del principio dell'equilibrio dettagliato nella 
forma (2,8). In questo caso si suppone, tuttavia, che le posizioni 
occupate dagli atomi di impurità nel reticolo del metallo godano di 
simmetria, che consente l'inversione. 

La linearizzazione dell’integrale degli urti si riduce alla sostitu- 
zione di n' (1 — n) — n (1 — n') = n' — n con èn' — ôn. Allora 
l'equazione (78,7) assume la forma 


3n’ 
Nimp f w (p, p’) (1'—1) ô ene) a = —v. (78,15) 
Questa equazione non contiene la temperatura. Perciò non dipen- 
derà dalla temperatura neanche la sua soluzione g(p) e, secondo 
la (78,10), la conduttività o. Quindi, a temperature sufficientemente 
basse, quando la diffusione sulle impurità rappresenta il meccanismo 
fondamentale della resistenza elettrica, quest’ultima tende a un valo- 
re costante (residuo). Ciò premesso, la conducibilità termica x in 
questa regione è proporzionale a T 1). 
Per una stima quantitativa grossolana della resistenza residua 
si può ricorrere alla formula elementare (43,7), ponendovi (per gli 
elettroni nel metallo) p— pr: 


o~ e@Nl/pr, (78,16) 


1) In queste considerazioni si è supposto che l'equazione (78,15) non conten- 
ga grandezze variabili rapidamente nell'intorno di € = sp, il che consente di 
sostituire nella (78,9) l con lp. Questo si verifica effettivamente per la diffu- 
sione su impurità ordinarie, ma non su atomi paramagaetici. 
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dove N è la densità degli elettroni. Per diffusione sulle impurità la 
lunghezza del cammino libero l~ 4/Nimp0;, dove 0; è la sezione di 


trasporto della diffusione. Perciò la resistenza residua pres = 1/0, 
Nimp® = = 
Pres ~ MPOLE, (78,17) 


A quanto detto in questo paragrafo bisogna aggiungere ancora la 
seguente osservazione. La condizione generale di applicabilità dell’e- 
quazione cinetica al liquido di Fermi richiede che l’indeterminazione 
quantistica dell’energia dell’elettrone sia piccola rispetto alla 
larghezza (~T) della zona di smussamento termico della distribuzio- 
ne di Fermi. La detta indeterminazione è ~ Zi/7, dove t~ l/vpèil 
tempo di durata del cammino libero. Per la diffusione sulle impurità 
l~ 1/Nimp 01, l’indeterminazione #/t non dipende dalla temperatura 
e smussa così la frontiera di Fermi anche per 7 = 0. A prima vista 
ne segue che tutto lo studio suindicato è limitato dalla condizione 
molto rigida 

T > hvpoNimp» (78,18) 
che dipende dalla concentrazione delle impurità. In realtà, però, 
questa limitazione non esiste (L. D. Landau, 1934). 

Il fatto è che, essendo fissate le posizioni degli atomi di impurità 
e in seguito all’elasticità della diffusione degli elettroni su questi 
atomi, tutto il problema del calcolo della corrente elettrica può 
essere formulato in via di principio come problema quantomeccanico 
del moto dell’elettrone in un campo esterno dato, complesso ma 
potenziale. Per gli stati dell'elettrone, definiti come stazionari in 
questo campo, l'energia non ha indeterminazione; per T = 0 gli 
elettroni riempiranno una regione di stati delimitata da una superfi- 
cie di Fermi nettamente marcata, ma non nello spazio dei vettori. 
quantità di moto, bensì nello spazio dei numeri quantici del moto in 
questo campo. Con questa impostazione del problema le condizioni 
del tipo (78,18) in generale non compaiono. 


$ 79. Interazione elettrone-fonone 


Nei metalli sufficientemente puri l'interazione tra elettroni di 
tonduttività e fononi serve come meccanismo principale per stabilire 
l'equilibrio in una larga banda di temperature. . 

La condizione di possibilità dell'emissione (o dell assorbimento) 
di un fonone da parte di un elettrone richiede che la velocità dell’elet- 
trone sia superiore a quella del fonone; cfr. la conclusione analoga 
al $ 68 per l'emissione di un fonone da parte di un fonone. Ma la 
velocità degli elettroni sulla superficie di Fermi di solito è grande 
rispetto alla velocità dei fononi, in modo che questa condizione 
risulta essere soddisfatta e il contributo fondamentale nell’integrale 
degli urti proviene esattamente dai processi « a un fonone » suindicati. 
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Tenendo conto di questi processi, l'integrale degli urti ha la se- 
guente forma analoga all'integrale per il caso fonone-fonone (67,6) !): 


Ste, php = f w (p's k; p) {np (1— np) Nk— np (1— np) (1+ N} x 
dk , 
x ô (Ep — Ep — Ok) Tr a= 


+ È w (p%; p, k) {rp (1— rp) (1+ Ni) — rp (1— ny) Ni} x 
dik 
x è (ep + Ok — Ep) Gap > (79,4) 
Il primo termine corrisponde ai processi di emissione di un fonone 
con quasi-quantità di moto k da parte di un elettrone con quasi- 
quantità di moto data p e ai processi inversi di assorbimento di un 
fonone k da parte di un elettrone p’ con lo stabilirsi della quasi- 


quantità di moto p: 
p=p +k +b; (79,2a) 


in questi processi le transizioni avvengono tra lo stato elettronico di 
energia data ep e gli stati inferiori (rispetto all'energia). Il secondo 
termine corrisponde ai processi di assorbimento di un fonone da parte 
di un elettrone p e ai processi inversi di emissione di un fonone da 


parte di elettroni p’: 
p +k =p + b; (79,2b) 
in questi processi le transizioni avvengono tra lo stato dato e gli 
stati elettronici superiori. Per le stesse ragioni, come per l’emissione 
di un fonone da parte di un fonone al $ 66, il valore b nelle uguaglian- 
ze (79,2) è definito univocamente dall’assegnazione dei valori k, p 
-e dalla richiesta che p’ si trovi nella stessa cella del reticolo inverso. 
I fattori presso le funzioni è nella (79,1) esprimono la legge di conser- 
vazione dell'energia; ep è l’energia degli elettroni, œp l'energia dei 
fononi. Come nel capitolo VII, la funzione di distribuzione (numeri di 
riempimento degli stati) dei fononi è indicata con Nx e la funzione 
di distribuzione degli elettroni con rp. Per brevità, non scriviamo 
qui gli indici che denotano il ramo dello spettro fononico (e i segni 
di sommatoria su questi indici). È supposto che le probabilità delle 
transizioni siano indipendenti dallo spin dell'elettrone, che non varia 

per transizione. 

Analogamente si scrive l’integrale degli urti fonone-elettrone, che 
deve essere aggiunto all’integrale fonone-fonone a secondo membro 
dell’equazione cinetica per la funzione di distribuzione dei fononi: 


Styn,oNc= | w(p; p’, k) {rep (1— rp) (1+ Ni) — np (1-19) N X 


i 2d3 P 
X 6 (Epr -H 0% — Ep) F > (79,3) 


1) Nei $$ 79-83 si usa il sistema di unità in cui à = I. 


394 CAPITOLO IX 


dove p =p + k+b. Questo integrale rappresenta la differenza 
tra il numero di fononi k emessi dagli elettroni con tutte le quasi- 
quantità di moto possibili p e il numero di fononi assorbiti dagli 
elettroni con tutti i p' possibili. Il fattore 2 calcola le due direzioni 
possibili dello spin dell'elettrone che emette (o assorbe). 

Nel primo ordine della teoria delle perturbazioni le probabilità 
che figurano in questi integrali, di emissione e di assorbimento di un 
fonone da parte di un elettrone, sono definite dall’operatore dell’in- 
terazione elettrone-fonone, lineare rispetto agli operatori fononici 
Ú, (n) (66,2); la linearità significa che questi operatori sono i respon- 
sabili delle transizioni con variazione di uno solo dei numeri di riem- 
pimento degli stati fononici. Senza ripetere i ragionamenti esposti 
al $ 66. indichiamo che nel limite della quasi-quantità di moto del 
fonone k, che tende a zero, la probabilità di emissione (o di assorbi- 
mento) di un fonone è proporzionale alla prima potenza di k: 


w cc k. (79,4) 


Secondo .la proprietà generale delle probabilità di transizione 
nell’approssimazione di Born, le probabilità delle transizioni diretta 
e inversa sono uguali; perciò !) 


w (p', k; p) = w (p; p', k). (79,5) 


Questa proprietà è già inclusa negli integrali (79,1) e (79,3). 

Una semplificazione ulteriore si ottiene tenendo conto della 
simmetria (espressa dalla parte reale degli operatori Û,) con la quale 
gli operatori di creazione e di annichilazione di fononi entrano nell’o- 
peratore dell interazione elettrone-fonone. In virtù di questa simme- 
tria, l'emissione di un fonone con quasi-quantità di moto k equivale 
all’assorbimento di un fonone con quasi-quantità di moto —k, 
tenendo anche conto che le energie dell'elettrone €p e ep. sono vicine 
all'energia di Fermi e. Supponiamo che pp e pr siano vettori trac- 
ciati nelle direzioni pe p’ e che terminino sulla superficie di Fermi. 
Le funzioni w siano espresse in funzione delle direzioni dei vettori 
Pr; pr e delle differenze np = €p — Ep, Mp = € — Ep, Che carat- 
terizzano il grado di vicinanza delle energie dell'elettrone a ep. Nei 
confronti delle ultime variabili w è una funzione lenta, che varia 
‘sensibilmente soltanto negli intervalli ~ er > T. Trascurando le 
grandezze ~ ņ ~ T, si può porre in queste funzioni np = np = 0. 
Allora l'equivalenza suindicata verrà espressa dall uguaglianza 


w (pr, k; pr) = w (pr; Pro k), (79,6) 
dove le w sono funzioni delle sole direzioni pr e pp. Se ora cambiamo 
la notazione della variabile d'integrazione nel secondo termine del- 


1) Ricordiamo che i numeri quantici degli stati iniziale (i) e finale (f) 
nelle notazioni delle probabilità si scrivono ovunque nell'ordine fi. 
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la (79,1), cioè k+ — k, allora i coefficienti di w in ambedue gli 
integrali saranno uguali; poiché @-x = Ok, la trasformazione condu- 
ce soltanto alla sostituzione di Ng con N-y. 

È ovvio che gli integrali (79,1) e (79,3) sono resi nulli dalle fun- 
zioni di distribuzione d’equilibrio degli elettroni e dei fononi. La 
linearizzazione di questi integrali per piccole deviazioni dall’equi- 
librio va realizzata contemporaneamente rispetto a entrambe le 
funzioni di distribuzione, che rappresentiamo nella forma 


n =n, (£) + ôn, N =N, (0)+ ôN, 


EN dm g= No a 9, (19,7) 
ôN = ai A p= LUE, 


La trasformazione è completamente analoga a quella effettuata al 
$ 67 e al $ 74. Così, l’espressione tra parentesi graffe nel primo termi- 
ne della (79,1), riscritta nella forma 


(1—n)(4-n') imita): 


i-n 
si riduce a 
2 i 45, 
mo (1—n,) (+ N) F (P — +y). 

È opportuno trasformare ancora questa espressione mediante l’ugua- 
glianza 

nio (e) [1 — no (e)l = Ino (8) — no (e')] No (e — 2°), (79,8) 
che si verifica facilmente con un calcolo diretto. Allora otteniamo 


No(14+ No) , eNy , ' 
a (9 pH) = s o (P Pn). 


(no — m) 
Allo stesso modo si trasformano gli altri termini e come risultato 
abbiamo gli integrail degli urti linearizzati seguenti: 

Ste, pa n= Le, ph (9, 1) = 


FOSTE | Si w (n — No) {(pp — Po +%x) Ô (Ep — tp — Ok) — 


ch dk 
T (Pp'— Po — X x) Ô (ep — Ep + @x)} Bn? (79,9) 
Stor, e N = I ph, e (% p) = 
oN i CSA 
vi Te | w (ng — No) (Pa Pt Xx) 6 (Ep — Ep — Ox) n ? (79,10) 


nei quali p=p +k+b. 
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Questi integrali si dividono in modo naturale in due parti, ossia 
in operatori integrali lineari agenti sulle funzioni @ e %, rispettiva- 
mente. Così, 


Ie, ph (9, x) Ti IP pn (9) + IP pr(%). (79,11) 


Sottolineiamo la proprietà importante dell'operatore IiPon: esso non 


cambia la parità della funzione @ (n, pr) rispetto alla variabile n, 
lasciando cioè pari una funzione pari e dispari una dispari. Infatti, 
nel senso della sua influenza su una funzione di n, l'operatore Ie ph 


ha la forma 
19m (P) ~ | K (m n) [9 (n) — e (MI dn, 
dove 
K (m, 9) = Im (n) — no m) I M — n — o) — ô w — n — o)l. 
Osservando che 
i ; 
mm) = 4 [1th (79.42) 
e' perciò 
, 1 i 
n(m- n (= [th th Gr]. 
vediamo che 
Ki (n, n’) = K (n —n'), 
da cui deriva immediatamente la proprietà suindicata dell’operatore. 
Questa proprietà verrà utilizzata ai $$ 80, 82. 
Gli integrali degli urti (79,9-10) si annullano identicamente per 
le funzioni 
g = costante-e, y = costante. w (79,13) 


(con il coefficiente costante uguale). Questa soluzione « parassita » 
dell'equazione cinetica corrisponde (così come la soluzione (67,18) 
nell equazione fonone-fonone) alla variazione della temperatura del 
sistema di una piccola grandezza costante. Ma gli integrali (79,9-10) 
Sono annullati anche dalla costante 


q = costante (79,14) 


per y = 0. Questa soluzione è dovuta alla costanza del numero totale 
di elettroni (a differenza del numero totale di fononi); formalmente 
essa corrisponde alla variazione del potenziale chimico degli elettro- 
ni di una piccola grandezza costante. 

Per le ulteriori stime qualitative ricordiamo che gli ordini di 
grandezza dei parametri dello spettro elettronico nel metallo si 
esprimono unicamente in funzione della costante del reticolo d e della 
massa efficace dell'elettrone m*; così, abbiamo per la quantità di 
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moto di Fermi (in unità ordinarie) pr #/d, per la velocità 
Up ~ pplm* ~ h/m*d, per l'energia €p ~ vrpr ~ h°/m*d°. I para- 
metri dello spettro fononico e dell'interazione elettrone-fonone con- 
tengono anche la massa atomica M. La densità della sostanza è 
p ~œ/M e la velocità del suono u œ p_!/? co M-1/2; completando fino 
alla dimensione richiesta mediante le grandezze È, d e m* (il che si 
- può realizzare in un solo modo), otteniamo la stima 


u ~ vr (m*/M)!?. (79,15) 
Di qui la temperatura di Debye è 
O ~ fhomar ~ huld= ep (m*/M)H?®. (79,16) 


Quanto all’operatore dell’interazione elettrone-fonone, la massa M 
figura in esso soltanto in funzione degli operatori di spostamento 
degli atomi Ô, (66,2); questa interazione non contiene nessun altro 
infinitesimo rispetto a 1/M e la sua energia diventa ~ £p quando 
U,~ d. Gli elementi di matrice degli operatori Ù, e quelli dell’ope- 
ratore dell'interazione elettrone-fonone sono co (Mw)! co M-"4 (per 
quasi-quantità di moto data % la frequenza è œ~ uk œ M-1/2), 
La probabilità della diffusione è definita dal quadrato dell’ele- 
mento di matrice. Perciò la funzione w nell’integrale degli urti 
è proporzionale a M-!? ossia, completata fino alla dimensione ri- 
chiesta, 


w~ Qvpd?. (79,17) 


Questa stima deve essere cambiata nel caso in cui si ha a che fare 
con l'emissione o l'assorbimento di un fonone acustico a onda lunga. 
Il fatto che in questo caso w è proporzionale a k significa che nella 
stima si deve introdurre il fattore supplementare X/kmar ~ kd, ossia 


w~ Qvpkd3. (79,18) 


$ 80. Coefficienti cinetici di un metallo. 
Alte temperature 


Alle alte temperature, 7 > O, in un cristallo sono eccitati i fo- 
noni con tutte le quasi-quantità di moto possibili fino a quelle mas- 
sime coincidenti come ordine di grandezza con la quantità di moto 
di Fermi: kmax “ pr 41/4. Per la definizione stessa di temperatura 
di Debye, l’energia massima dei fononi @max — © e, quindi, per 
tutti i fononi in generale œo & T. 

Così, nelle condizioni considerate le energie dei fononi sono 
piccole rispetto alla larghezza della regione di smussamento della 
distribuzione di Fermi degli elettroni. Ciò consente di considerare 
approssimativamente l’emissione o l'assorbimento di un fonone come 
diffusione elastica dell’elettrone. Quanto agli angoli di diffusione, 
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essi non sono affatto piccoli, in quanto le quasi-quantità di moto 
elettroniche e fononiche nelle condizioni considerate sono dello stes- 
so ordine di grandezza. 

Alle alte temperature, quando i numeri di riempimento degli stati 
fononici sono grandi, l'equilibrio si stabilisce molto rapidamente in 
ogni elemento di volume del gas fononico (rilassamento di tipo fono- 
ne-fonone). Questa è la ragione per cui nello studio delle condutti- 
vità elettrica e termica del metallo si può supporre d’equilibrio la 
funzione di distribuzione dei fononi, ponendo cioè y% = 0 negli 
integrali degli urti (sulla stima quantitativa di x torneremo alla 
fine di questo paragrafo). In altre parole, è sufficiente considerare: 
l'equazione cinetica per i soli elettroni. 

Sottolineiamo subito che nell’approssimazione, che suppone ela- 
stica la diffusione degli elettroni, restano in vigore i risultati ottenuti 
al $ 78 basati unicamente SU questa ipotesi. Fra l’altro, resta valida 
la legge di Wiedemann-Franz (78,13) che definisce il rapporto 0/x. 
Per quanto riguarda la dipendenza dalla temperatura di ciascuno 
dei coefficienti o e x separatamente, bisogna studiare in modo più 
dettagliato l’integrale degli urti elettrone-fonone (79,9). 

Nelle ipotesi considerate questo integrale si semplifica fortemen- 
te. Essendo piccola l'energia del fonone œ = + (e' — e), si può 
sviluppare la differenza n, — no nelle sue potenze 1): 

n— nx +o dro : 
Dopo lo sviluppo, negli argomenti delle funzioni delta si può già 
porre œ = 0; allora 
; ôNo ôn 3 
I, p) = 2 Jo a eE CENCE 
Per w< T la funzione di distribuzione dei fononi è N, = T/o, in 
modo che 4N,/00 = — T!o?. La derivata ðn lð ~ — 1/T. L'inte- 
grale è definito dalla regione dei valori k~ kmax in cui œ~ 8. 
Tenendo conto delle funzioni delta, l'integrazione rispetto a d'k 
porta, nella stima dell’integrale, il fattore kh ax/Up: 
T kmax o 


la pe Wa van I 


Di qui ricaviamo mediante la stima (79,17) 
Ign (0) ~ — P~ — DO (80,4) 


Ciò vuol dire che la frequenza degli urti elettrone-fonone è Ve, ph © 
~ T (Tih nelle unità ordinarie), la lunghezza del cammino libero 


1) L’inclusione di œ in questa differenza non contraddice l’approssimazione 
in esame, ossia l'elasticità della diffusione degli elettroni. Ciò è necessario Il 


quanto nella riduzione dell’ integrale degli urti alla | O 
l'uguaglianza (79,8), il cui secondo membro diventa indeterminato per e = ® - 
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è l~ vplT e dalla (78,16) ricaviamo la conduttività elettrica (unità 

ordinarie) 1): 
; Neh 

g ~ mF (80,2) 

In tal modo la conduttività elettrica del metallo per 7 > @ è inver- 

samente proporzionale alla temperatura. Dalla legge di Wiedemann- 

- Franz segue allora che il coefficiente di conducibilità termica è co- 

stante, cioè 

Nk 

pedi (80,3) 

Stimiamo ora le funzioni correttive ọ e y nelle distribuzioni degli 
elettroni e dei fononi per giustificare l’omissione di x nell’integrale 
degli urti. Effettuiamo ciò, ad esempio, nel caso in cui esiste un campo 
elettrico con il gradiente della temperatura nullo. 

Poiché il campo elettrico non incide sul moto dei fononi, il primo 
membro dell'equazione cinetica per i fononi è nullo. Perciò l’equazio- 
ne si riduce all'uguaglianza a zero della somma degli integrali degli 
urti tra fononi e elettroni e degli urti reciproci: 


Lohe (P) + IS, e (x) + Iph, pa (x) =0 (80,4) 


(gli indici (1) e (2) distinguono le due parti dell’integrale (79,10), 
così come è stato fatto nella (79,11)). 

L'integrale Iph, e si valuta in modo analogo a quello in cui sopra 
abbiamo valutato l’integrale T., pi. In questo caso, però, si deve 
tener presente che l'integrazione rispetto alle quasi-quantità di moto 
dell’elettrone p si effettua in pratica soltanto in prossimità della 
superficie di Fermi sul volume di uno strato di Spessore ~ T/vp e di 
area — pf. L'esistenza della funzione delta porta nella stima dell’in- 
tegrale anche il fattore 1/e p. Come risultato otteniamo 


y T Tp T ; T 


Quanto all’integrale degli urti fonone-fonone, esso si valuta come 


T 
Iph, ph (4) NE Và, pròN Vv Nph, p oT X 


1) Osserviamo che l'indeterminazione quantistica dell'energia degli elettro- 
ni, ve, pp ~ T risulta essere dell'ordine di grandezza della larghezza della 
regione di smussamento della loro distribuzione. Questa circostanza, tuttavia, 
non viola l'applicabilità dei risultati ottenuti, per una ragione analoga a quella 
che è stata precisata alla fine del $ 78 in relazione alla diffusione sulle impurità. 
Per la lentezza relativa delle oscillazioni degli atomi nel reticolo e per l’elastici- 
tà della diffusione degli elettroni il problema può essere formulato, in linea di 
principio, come problema del moto degli elettroni nel campo potenziale del 
reticolo deformato. 
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con la frequenza efficace degli urti data dalla (68,3): 


T T V m* 
Vph, ph Mud © mM: 


In tal modo, 
3 al T2 FE T2 
Ion, pi (X) 7 Gr VE deri TTI (80,6) 
Dal confronto tra le (80,5) e (80,6) si vede soprattutto che 


IDR, e (X)/Iph, ph (x) — O/T<1, 


ossia la frequenza efficace degli urti fonone-elettrone (per gli elet- 
troni in equilibrio, cioè per ọ = 0) è piccola rispetto alla frequenza 
degli urti fonone-fonone. Questa è la ragione per cui nell'equazione 


(80,4) si può trascurare il secondo termine. Il confronto dei due 
termini rimasti conduce al risultato 


yo = 0/T<1, (80,7) 


il che giustifica l’omissione della funzione y nell’integrale degli 
urti elettrone-fonone. Lo stesso risultato (80,7) si ottiene, come è fa- 
cile vedere, anche in presenza di un gradiente della temperatura. 

L’omissione della funzione y nell'equazione cinetica per gli elet- 
troni può diventare, tuttavia, inammissibile nello studio dei feno- 
meni termoelettrici. 

Secondo la formula (78,12) (la cui deduzione è basata solo sull’ ipo- 
tesi dell elasticità della diffusione degli elettroni), il coefficiente 
termoelettrico è 


al ~ Tlegp (80,8) 


(il significato dell'indice I sarà precisato più avanti). Questa gran- 
dezza è « anomalmente » piccola, nel senso che l’ordine di grandezza 
dell’integrale nella (78,8) (il secondo termine nella formula) è stato 
diminuito nel rapporto T/sp, per la disparità della funzione 


ql= —IVT (80,9) 


rispetto alla variabile n = e — p. Questa circostanza è in un certo 
senso « casuale »; grazie a questo fatto una correzione relativamente 
piccola di ọ, legata alla mancanza di equilibrio dei fononi, può 
implicare un contributo in a comparabile a quello (80,8). i 

Cercheremo la soluzione dell'equazione cinetica degli elettroni 


Ge i yyT=lwp (P) +15 (x) (80,10) 


no 


zr NT — 


sotto forma della somma ọpọ = @! + gi, dove q! è la soluzione 


E - : Ti 
dell'equazione senza il secondo termine a secondo membro e @" € 
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la soluzione dell'equazione 
Ie ph (9) + Ie pn (2) = 0. (80,11) 


Qui p! è la parte « grande » della funzione ọ; in virtù della parità 
dell'operatore Ipa rispetto alla variabile n, già notata al $ 79, 
questa parte ha la forma (80,9) ed è dispari rispetto alla variabile n. 
Dall’equazione (80,11), invece, segue che g!! — y e perciò 


p/p ~ yp ~ O/T Ki. 


Ma, a differenza della ọ!, la funzione pg! non si annulla per e = p. 
Perciò nel calcolare il corrispondente contributo alla densità di 
corrente, non si ha smorzamento del termine dell’ordine fondamen- 
tale e il risultato è piccolo soltanto nel senso della piccolezza rela- 
tiva di pI!. Ciò vuol dire che il contributo di quest’ultima funzione 
al coefficiente termoelettrico è 
ep (e) 6 
all ~ gai Eas air (80,12) 

Sulla frontiera inferiore della regione di temperature considerata, 
per T~ O, abbiamo eali ~ 1 al posto della grandezza piccola 
eal ~ 0/Ep. a 

In tal modo il coefficiente termoelettrico è composto di due 
parti additive. Queste parti possono essere del medesimo ordine di 
grandezza, ma hanno una dipendenza dalla temperatura distinta. 
L'origine fisica del secondo termine in a è la seguente: con la tra- 
smissione di calore nel cristallo compare un flusso di fononi (« vento 
fononico ») che trascina con sé gli elettroni +). 


$ 81. Processi umklapp in un metallo 


Il carattere della diffusione elettrone-fonone alle basse tempera- 
ture è radicalmente diverso dal carattere della diffusione per 7 > ©. 
Per T< @ nel cristallo sono eccitati i fononi di energia œ ~ T (che 
appartengono in generale ai rami acustici dello spettro). Per emis- 
sione o assorbimento di un tale fonone l'energia dell'elettrone cambia 
di una grandezza — 7, vale a dire un ordine di grandezza paragona- 
bile a tutta la larghezza della regione di smussamento della distri- 
buzione di Fermi. La variazione della quasi-quantità di moto dell'elet- 
trone coincide con la quasi-quantità di moto del fonone. Poiché 
k~ Tlu< kmax e kmax Pr, vuol dire che la quasi-quantità di 
moto dell'elettrone non varia che di una grandezza relativamente 
piccola. Quindi, alle basse temperature si verifica un caso limite, 
inverso rispetto alla diffusione elastica: il rilassamento degli elettro- 


1) La precisazione del ruolo del trascinamento degli elettroni da parte dei 
fononi nei fenomeni cinetici nei metalli appartiene a L. E. Gurevič (1946). 
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ni rispetto alle energie avviene molto più rapidamente che rispetto 
alle direzioni delle loro quasi-quantità di moto. 

Il rilassamento delle energie rappresenta un « mescolamento » 
rapido nella zona di smussamento della distribuzione di Fermi. 
Il rilassamento delle direzioni, invece, rappresenta un livellamento 
della distribuzione lungo questa superficie; esso avviene a piccoli 
salti (~ 7/u), ha cioè il carattere di diffusione lenta su questa super- 
ficie. i 

Prima di passare allo studio particolareggiato dei fenomeni cine- 
tici in queste condizioni, facciamo qualche osservazione generale 
circa il ruolo dei processi umklapp. 

Come nei cristalli dielettrici, i coefficienti cinetici sono finiti 
per un cristallo metallico perfetto (senza impurità o difetti), il che 
è dovuto all'esistenza dei processi umklapp. Se tenessimo conto 
solo dei processi normali accompagnati dalla conservazione della 
quasi-quantità di moto totale degli elettroni e dei fononi, le equa- 
zioni cinetiche avrebbero soluzioni parassite corrispondenti al moto 
descritto dai sistemi elettronico e fononico come un tutt'uno relativa- 
mente al reticolo. Sono le soluzioni della forma 


p = pôVs x = kôV (81,1) 


con il vettore costante ôV (si veda la (67,19)); queste funzioni annul- 
lano gli integrali degli urti (79,9-10) se l'emissione o l’assorbimento 
di fononi da parte degli elettroni avviene con la conservazione 
della quasi-quantità di moto (p = p' + k). 

Alle alte temperature, quando le quasi-quantità di moto sia 
degli elettroni che dei fononi sono grandi (-—4/d), i processi um- 
klapp avvengono, in generale, con la stessa frequenza che i processi 
normali. La necessità di tenerne conto non conduce perciò ad alcune 
particolarità nelle equazioni cinetiche. 

Le quasi-quantità di moto degli elettroni sono disposte nell’in- 
torno della superficie di Fermi e in questo senso non dipendono 
praticamente dalla temperatura. Ma alle basse temperature diven- 
tano piccole le quasi-quantità di moto dei fononi e i processi umklapp 
possono risultare più complessi. Sotto questo aspetto la situazione 
differisce notevolmente nei casi di superfici di Fermi aperte e chiuse. 

La superficie di Fermi aperta, qualunque sia la cella elementare 
nello spazio p (reticolo inverso), interseca la frontiera della cella. 
È chiaro che in questo caso sono sempre possibili processi umklapp 
accompagnati da emissione o assorbimento di un fonone di energia 
piccola a piacere: già un piccolo cambiamento della quasi-quantità 
di moto dell'elettrone in prossimità della frontiera della cella può 
« trasferirlo » nella cella vicina. Nel corso della loro diffusione sulla 
superficie di Fermi tutti gli elettroni, alla fine, raggiungono la fron- 
tiera della cella e, di conseguenza, possono partecipare ai processi 
umklapp. Quindi, anche in questo caso la probabilità dei processi 
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umklapp (rispetto ai processi normali) non gode di alcuna piccola 
correzione supplementare. La divisione stessa dei processi in nor- 
mali e umklapp dipende dalla cella considerata del reticolo inverso 
e, in questo senso, è convenzionale. Nel caso della superficie di 
Fermi aperta la proprietà suindicata (la mancanza di una frequenza 
particolarmente piccola dei processi umklapp) resta qualunque sia 
la cella. In questo caso è opportuno in generale rinunciare alla divi- 
sione degli atti di diffusione in due tipi, considerandoli tutti come 
normali (cioè accompagnati dalla conservazione della quasi-quantità 


CS LS k 
E 
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di moto), ma supponendo che la quasi-quantità di moto degli elet- 
troni assuma valori in tutto il reticolo inverso. Per i fononi, invece, 
la cella elementare si prende tale che il punto k = O si trova al suo 
‘centro; allora tutti i fononi a onda lunga (i soli che si devono consi- 
derare per T < @) si trovano in una piccola parte del volume di una 
-sola cella nell'intorno del suo centro. L'esclusione della soluzione 
parassita (81,1) si ottiene inoltre imponendo alla funzione di distribu- 
zione degli elettroni la condizione di periodicità nel reticolo in- 
verso: 


n (p + b) = n (p). (81,2) 


La distribuzione d’equilibrio, che dipende solo dall'energia dell’elet- 
trone e (p), soddisfa automaticamente questa condizione, in quanto 
la funzione e (p) è periodica. Con n, (p) è periodica anche la derivata 
Ony/de e perciò il fattore ọ (p) in è deve essere anch'esso periodico; 
questa condizione elimina la soluzione (81,1) che non la soddisfa. 

Consideriamo il caso della superficie di Fermi chiusa, in cui si 
può scegliere la cella fondamentale del reticolo inverso tale che la 
superficie di Fermi non intersechi in nessun punto le sue frontie- 
re !). Allora ai processi umklapp corrispondono le transizioni del- 
l’elettrone tra alcuni punti della superficie di Fermi nella cella fonda- 


1) Tuttavia, se la superficie di Fermi è composta di più concavità chiuse, 
a tal fine può essere necessario non definire la cella fondamentale come paralle- 
lepipedo a facce piane. Ciò è mostrato schematicamente nella fig. 28 sull’esem- 
pio di un reticolo piano con due cavità chiuse non equivalenti della « superficie 
di Fermi ». La cella fondamentale è rappresentata con un tratteggio, che non 
interseca questa cavità. Se la cella fosse rettangolare sarebbe assolutamente 
impossibile escludere le intersezioni. 
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mentale e la sua ripetizione nella cella vicina, come è rappresentato 
schematicamente nella fig. 29. Il vettore k che congiunge questi 
punti è la quasi-quantità di moto del fonone emesso o assorbito. 
La distanza £ è in generale grande (k~ 1/d) e alle basse temperature 
il numero di fononi con energia œ (k) è esponenzialmente piccolo, 
cioè proporzionale a exp (-@ (k)/T). La frequenza efficace degli 
atti di diffusione con umklapp dipende in queste condizioni dalla 
temperatura secondo la legge 


vy œ exp {-@® (kmin)/ T}, (81,3) 


dove kmin è il valore della quasi-quantità di moto del fonone (tra 
tutti i vettori del detto tipo) per il quale l'energia © (k) ha valore 
minimo. Qui è importante, ovviamente, che la velocità degli elet- 
troni sia molto inferiore a quella dei fononi (ve > u). Questa è la 
ragione per cui è impossibile diminuire l'esponente nella (841,3), va- 
riando la lunghezza del vettore k mediante un allontanamento dalla 
superficie di Fermi. Sebbene l'energia del fonone possa in questo 
caso diminuire di —udk, al tempo stesso l'energia dell'elettrone che 
partecipa al processo aumenterebbe molto di più, —vpòk, e ciò im- 
plicherebbe una diminuzione anziché un aumento di vy. Per trovare 
km è Sufficiente perciò considerare la superficie di Fermi come 
tale a prescindere dallo smussamento della distribuzione nel suo 
intorno. Infatti, hanno di solito importanza i punti giacenti in 
prossimità del massimo avvicinamento alla superficie di Fermi con 
la sua replica nella cella vicina. 

La soluzione (81,1) significa l’esistenza di un flusso macroscopico 
di elettroni in assenza di campo elettrico, cioè una conduttività 
elettrica infinita. La frequenza esponenzialmente piccola dei pro- 
cessi umklapp conduce a una conduttività elettrica esponenzial- 
mente grande (R. Peierls). 

Quanto alla conducibilità termica di un metallo con la superficie 
di Fermi chiusa, essa resta finita anche se i processi umklapp sono 
trascurati. Il fatto è che il coefficiente di conducibilità termica x 
definisce, secondo la (78,2), il flusso di calore in assenza di corrente 
elettrica; la condizione j = 0, invece, esclude automaticamente la 
soluzione parassita (81,1). L'inclusione dei processi umklapp può 
cambiare la grandezza x soltanto nella misura della sua limitatezza. 
Lo stesso si può dire del coefficiente termoelettrico a che lega (se- 
condo la definizione (78,1)) il gradiente della temperatura al campo 
elettrico, sempre per la condizione j = 0 (si veda il problema del 
$ 82). 

Quanto detto non si estende, però, a metalli compensati con super- 
fici di Fermi degli elettroni e delle buche chiuse, cioè a metalli con 
ugual numero di elettroni e di buche: N, = Nn (si veda IX, $ 61). 
Infatti, la soluzione (81,1) in questo caso non è legata all'esistenza 
della corrente elettrica. La densità di corrente corrispondente a questa 
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soluzione è 


j=ef v 2 (p ôV) Tase | S (PôV SV ) 2dp _ 


(21)? (27)? 
ante ) 2d3p dn h) 2d3p - 
=e | -3p (PSV) Tr 0 a 


Il primo integrale è esteso al volume della cavità della superficie di 
Fermi degli elettroni, il secondo delle buche; nell ultimo integrale 
si è introdotta la distribuzione delle buche secondo nl) = 1 — n. 
Ora possiamo trasformare gli integrali per parti; gli integrali di 
superficie estesi alle facce della cella che compaiono si annullano 
per la diminuzione rapida di n e n) all’allontanarsi dalle super- 
fici di Fermi corrispondenti. Come risultato troviamo che 


i = eôV (Nr NI. (81,4) 


Per un metallo compensato j = 0. 

Ciò vuol dire che la conduttività elettrica di un metallo compen- 
sato è finita già a prescindere dai processi umklapp. Invece il coef- 
ficiente di conducibilità termica e il coefficiente termoelettrico 
sono definiti proprio dai processi umklapp e, se si prescinde da 
questi ultimi, sarebbero infiniti, poiché in questo caso la condizione 
j = 0 non esclude la soluzione parassita (81,1). 

Nelle considerazioni e nelle stime di questo paragrafo (e di quel- 
lo successivo) si sottintendono ipotesi elementari circa la forma della 
superficie di Fermi: si è supposto che essa sia o chiusa o aperta e che 
tutte le sue dimensioni caratteristiche siano dell'ordine di 1/d. Fra 
l’altro, le superfici di Fermi dei metalli reali, in generale, hanno 
una forma complicata e possono consistere di più fogli; non ci soffer- 
miamo sull'analisi delle complicazioni corrispondenti nel compor- 
tamento dei coefficienti cinetici dei metalli reali. Così, i fogli delle 
superfici di Fermi aperte in celle diverse del reticolo inverso possono 
essere legati da ponti sottili (di spessore Ap & px). La comparsa nel 
problema del piccolo parametro Ap/p p può condurre alla comparsa di 
nuove regioni « intermedie » di temperatura, con le loro leggi di 
dipendenza dei coefficienti cinetici dalla temperatura. I fogli delle 
superfici di Fermi chiuse possono avvicinarsi « anomalmente » 
Puno all’altro; ciò può spingere la legge esponenziale (84,3) in una 
regione di temperature « anomalmente » basse. 


$ 82. Coefficienti cinetici di un metallo. 
Basse temperature 


Nell’analisi quantitativa dei fenomeni cinetici alle basse tem- 
perature prenderemo il caso delle superfici di Fermi aperte; non ci 
preoccuperemo quindi in modo speciale dei processi umklapp. 
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Prima di tutto, mostriamo che il rilassamento in un sistema 
fononico avviene (per T < @) soprattutto a causa degli urti fonone- 
elettrone e non di quelli fonone-fonone. 

Per la stima dell’integrale degli urti fonone-elettrone (79,10), 
osserviamo che alle basse temperature œ ~ T, e — p~ T e perciò 
No~ n 1, INgld0 ~ 1/T. L'integrazione rispetto a d*p si effet- 
tua nel volume di uno strato di spessore ~T/vp lungo la superficie 
di Fermi. Poiché k/p è piccolo, si può rappresentare l'argomento 
della funzione delta nella forma 


e(p)—e (p—k)—o (k) xk- — e ~ vk—o. (82,1) 


La funzione delta si elimina per integrazione rispetto alle direzioni p 
(o, il che è lo stesso, alle direzioni vp) per k dato, il che porta nel- 
l’espressione integranda il fattore 1/vpk. Infine, w si valuta secondo la 
formula (79,18). Come risultato otteniamo 


Iph, e (x) ~ —x (m*/MYP ~ —T (m*/M)M?6N, 


vale a dire che la frequenza efficace degli urti è 


ii IVI. (82,2) 


La frequenza efficace degli urti fonone-fonone alle basse tempe- 
rature secondo la stima (69,15) vale 


Vph, ph sinti T VE (3) K Vph, er (32,3) 


il che dimostra l'affermazione fatta. 

Più avanti trascureremo gli urti fonone-fonone. Allora l’equa- 
zione cinetica per i fononi ha la forma 
dr = —T do uVT=Zpn.e (Xs p). (82,4) 
Questa equazione può essere risolta in forma esplicita rispetto alla 
funzione fononica y. Poiché k in questa equazione è una grandezza 


data, la funzione %x può essere portata fuori dall’integrale che la 
contiene e si ottiene così 


= Tag CYT 

r , F 2d3 
Te f w(n— n) dee —o) (p-p) = uta (82,5) 
dove 


vpn, e= | (mim) ô (e—t— 0) a (82,6) 


(27)? * 
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E facile vedere che y,> x. Si vede infatti dalla definizione 
della funzione % che %a ~ ọ (gli integrali a numeratore e denomina- 
tore differiscono solo per il fattore p — ọ' nell'espressione integran- 
da). L’ordine di grandezza della funzione ọ è definito dall’equazione 
cinetica per gli elettroni 


ð ~ 
(vV7) a e, ph(®) ~— Ye, phôn ~ — Ve, ph $, 


da cui 


~ PI: 

Lera IV] 
La frequenza efficace degli urti elettrone-fonone, invece, si valuta in 
modo analogo a quello usato sopra per Vpr, e; l unica differenza è che - 
l'integrazione rispetto a dèk nell’integrale Ie, pr Si effettua su un 
volume —(7/u)* dello spazio dei vettori quantità di moto (al posto 
del volume ~pfT/vp nell’integrazione rispetto a d*p nell’integrale 


Iph, e): 


Ve, ph ~ T3/0?. (82,7) 
Osservando infine che xı ~ | VT | U/Vph, e, troviamo 


Xı UNVe, Ph T3 
a © vevphie — OT <í, (82,8) 
come dovevasi dimostrare. 

Nel calcolare le conduttività elettrica e termica (ma non il coef- 
ficiente termoelettrico; si veda più avanti) si può trascurare la pic- 
cola grandezza y,. Sostituendo in seguito l’espressione y% %s 
dalla (82,5) nell’integrale linearizzato degli urti elettrone-fonone 
(rappresentato nella forma (79,11)), otteniamo 


Ie, ph (p, %) a I ph (p) + Ia phe (p), (82,9) 


dove Te, ph,e (9) è il risultato della sostituzione di x% nell’integrale 
Ie? pn (x). Il primo termine nella (82,9) è l'integrale degli urti tra 
elettroni e fononi in equilibrio, il secondo si può chiamare integrale 
degli urti tra elettroni attraverso i fononi. i 

Introduciamo nella funzione ọ (p) (come abbiamo già fatto al 
$ 79) quali variabili indipendenti la grandezza n = e — pe il vet- 
tore pr, che è tracciato nella direzione p e termina sulla superficie 
di Fermi. Ambedue i termini nella (82,9) contengono nelle loro e- 
spressioni integrande la differenza 


P Mm: pr) — p (m, pr), (82,10) 
n= = +0, Ppr — pr = x, 


x èla proiezione del vettore k sul piano tangente alla superficie di 
Fermi nel punto pp. 


dove 
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La funzione ọ (n, pr) cambia notevolmente, rispetto alla varia- 
bile p p, su intervalli ~p p, mentre la differenza x ~ k & pp. In questo 
senso la dipendenza di ọ dalla variabile pp è lenta e in prima appros- 
simazione si può porre nella differenza (82,10) pr = pr, sostituen- 
dola cioè con 


P (n. pr) — P (N, Pr). (82,11) 
La dipendenza dalla variabile n, invece, è forte nel senso che la dif- 
ferenza | n — n | = œ~ T coincide, come ordine di grandezza, 


con l'intervallo in cui la funzione ọ varia notevolmente. 

Indichiamo con Ly l'operatore che si ottiene dall’integrale Ie, ph 
(82,9) sostituendo la (82,10) con la (82,14); allora Te, pn Sarà rappre- 
sentato nella forma 


Ie, ph (9) = Lo (9) + Li (9), 


dove Lo> Lı. L'equazione cinetica per gli elettroni (se esistono 
sia un campo elettrico che un gradiente della temperatura) ha la 
forma 


— (E+4+v7) v e= Lo (p) +L (0). (82,12) 


I due termini a secondo membro hanno un significato fisico affatto 
diverso: il primo è responsabile del rapido rilassamento dell’energia, 
il secondo del rilassamento lento, « diffusionale », delle direzioni 
della quasi-quantità di moto. 

Diamo due proprietà evidenti dell'operatore Ly. Primo, esso 
si annulla per ogni funzione dipendente* unicamente da pp 
(in quanto la differenza (82,11) si annulla). Secondo, si annulla 
l'integrale 


| Lo (9) dn=0; (82,13) 


l'operatore L, descrive gli urti con variazione della sola energia e la 
uguaglianza (82,13) significa semplicemente la conservazione del nu- 
mero di elettroni con direzione p data. 

Cercheremo la soluzione dell'equazione cinetica nella forma 


P (n: Pr) = a (Pr) + b (n, Pr (82,14) © 


dove a (pr) è funzione della sola pr e |a |œ |b |. Il fatto che la 
funzione a (che annulla la parte Ly dell’integrale degli urti) è grande, 
esprime la rapidità del processo di rilassamento rispetto alle energie. 
Ponendo la (82,14) nella (82,12) e trascurando il termine ZŁ, (b) 
relativamente piccolo, otteniamo l'equazione 


— (E++- vr) v = Lo (b) +L, (a). (82,15) 
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I due termini al suo secondo membro, in generale, sono del mede- 
simo ordine di grandezza. Ma per il calcolo dei coefficienti di con- 
duttività elettrica o termica è importante ogni volta uno solo di 
questi termini. 

È facile capire ciò ricordando che l'operatore linearizzato di 
tipo elettrone-fonone Z., pr (e con esso gli operatori Lo e Lı), che agisce 
sulla funzione @ (N, pr), non ne cambia la parità rispetto alla va- 
riabile n t). Tenendone conto, dividiamo la funzione ọ nelle parti 
(9g) pari rispetto a n e (pu) dispari: 


pg =a + dg, Pu = du 
(la funzione a indipendente da n è, per definizione, pari). Ponendo 


P = Pg + Pu nella (82,15) e separando i termini dell’equazione 
pari e dispari rispetto a n, otteniamo le due equazioni seguenti: 


— -p e vevT = Lo (bu) (82,16) 
= Ge eEvp= Lo (bg) + Li (a); (82,17). 


a primo membro di queste equazioni la velocità v è sostituita, con 
sufficiente precisione, con la velocità vp indipendente da n sulla 
superficie di Fermi. Integriamo ancora la seconda equazione rispetto 
a n; in virtù della proprietà (82,13) il termine con Ly in seguito 
scompare e resta 


eEvp= f L, (a) dn. (82,18) 


__ Il flusso di calore (per E = 0) è definito interamente dalla solu- 
zione dell’equazione (82,16), contenente solo l'operatore Lo; come 
ci si doveva aspettare, esso dipende dai processi di rilassamento 
delle energie elettroniche. In base alla soluzione dell’equazione 
(82,16) il flusso di calore si calcola come l'integrale 


, ~ 2d3 8 2d? 
q = | vnda ae (ven e; (82,19) 


la parte pari rispetto a ņ della funzione @ non fornisce contributo 
all’integrale essendo dispari l’espressione integranda. 
L'operatore Lo è la parte fondamentale dell’integrale degli urti 
elettrone-fonone. Perciò la frequenza efficace degli urti che gli 
corrisponde è ve, pn dalla (82,7); di questa grandezza bisogna parlare 
più precisamente come di frequenza efficace degli urti relativamente 
allo scambio di energia. La corrispondente lunghezza del cammino 
libero degli elettroni è Z~ ve/ve, phe Quanto al coefficiente di con- 


1) Per l'operatore To pn ciò è stato mostrato al $ 79. Nen ci soffermiamo 
sulla dimostrazione completamente analoga per l'operatore Ze, ph, e. 
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ducibilità termica, lo si può definire mediante la formula cinetica 
dei gas (7,10): x~ cuiN. In questo caso N è la densità del numero 
di elettroni, c la parte elettronica del calore specifico (riferita a un 
elettrone di conduzione) e v~ vr. Le grandezze N e vp non dipen- 
dono dalla temperatura, il calore specifico del liquido di Fermi 
elettronico è proporzionale a T e, secondo la (82,7), la lunghezza 
del cammino libero leo 7-3. Poiché il flusso di calore così calcolato 
si riferisce a E = 0, il coefficiente in esso non è il coefficiente di 
conducibilità termica stesso x, bensì la somma x' = x + Toa? 
(si veda la (78,3)). In tal modo, x' co 7-?. Il termine Toa?, tutta- 
via, risulta piccolo rispetto a x’ (si veda più avanti la nota a pag. 411); 
perciò anche x œ T-?. Ponendo per una stima grossolana 


ca EPRI 
NR 


(unità ordinarie; cfr. IX, (1,15)), otteniamo 


siepe Si. (82,20) 


La conduttività elettrica è definita dalla soluzione dell’equa- 
zione (82,18), che contiene solo l'operatore L,; come ci si attendeva, 
la corrente elettrica dipende dai processi di rilassamento delle dire- 
zioni delle quasi-quantità di moto elettroniche. All’inizio del $ 81 
è stato sottolineato che questi processi hanno carattere di diffu- 
sione lungo la superficie di Fermi. Nel prossimo paragrafo sarà mo- 
strato in che modo l’equazione cinetica (82,18) può essere ridotta 
effettivamente alla forma di un’equazione di diffusione. Per quanto 
riguarda la legge della dipendenza della conduttività elettrica dalla 
temperatura, la si può precisare già mediante le semplici considera- 
zioni seguenti. 

Lo spostamento lungo la superficie di Fermi avviene a piccoli 
salti per distanze k~ 7/u; questa grandezza funge da « lunghezza 
del cammino libero » nello spazio dei vettori quantità di moto (lp), 
mentre la frequenza degli « atti di diffusione » coincide con la fre- 
quenza degli urti elettrone-fonone ve, ph. Il coefficiente di diffu- 
sione lungo la superficie di Fermi si può valutare mediante la for- 
mula cinetica dei gas D ~ lv~ lv, scrivendo in essa lp è Ve, ph al 
posto di l e v. Otteniamo così (in unità ordinarie) 


prO 
h 


T\5 

Dp ~ (5) i (82,24) 
Di qui si può ricavare il tempo di rilassamento che deve figurare 

nella stima della conduttività elettrica secondo la (78,16): o~ 

~ eNvpt/pr. Questo è il tempo in cui la quasi-quantità di moto 

dell'elettrone varia di una grandezza del suo stesso ordine. In altre 
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parole, durante il tempo 1 l’elettrone deve diffondere sulla superficie 
di Fermi a una distanza ~p p. Ma per uno spostamento dovuto a dif- 
fusione il quadrato medio dello spostamento è proporzionale al 
tempo (e al coefficiente di diffusione). Di qui troviamo la relazione 
Pł ~ Dpt e in seguito la conduttività (in unità ordinarie) 


hetN |/8\5 
ont (7) , (82,22) 
In tal modo, alle basse temperature la conduttività è proporzionale 


a T513). 

Soffermiamoci sulla questione del coefficiente termoelettrico. 
La situazione qui è analoga a quella che viene a crearsi alle alte 
temperature. 

Se la corrente j si calcola in base alla funzione d, che rappresenta 
la soluzione dell'equazione (82,16), allora a causa della disparità di 
questa funzione rispetto alla variabile ņ l'integrale si annulla in 
prima approssimazione e si ottiene un risultato non nullo soltanto 
includendo il successivo termine dello sviluppo in n/ep dell’espres- 
sione integranda. Ciò conduce (così come per 7 > 68) al valore del 
coefficiente termoelettrico (in unità ordinarie) 


la Tiles p (82,23) 


al posto dell'ordine di grandezza « normale » œ ~ 4/e ?). 

Un altro contributo al coefficiente termoelettrico proviene dal 
termine y, della funzione fononica y, omesso nella (82,5); questo 
contributo è legato all'effetto di trascinamento degli elettroni da 
parte dei fononi. Se conserviamo questo termine, all’integrale degli 
urti (82,9) si aggiunge il termine 


ôN VT 
To ph (X4) ~ Ve, più "x ~ — Ve, ph EA ; (82,24) 


Questo termine si può portare in seguito al primo membro dell’equa- 
zione cinetica (82,12), dove lo si deve confrontare con il termine 
ôn 
5 4} (vVT). (82,25) 


Il termine (82,24) è piccolo rispetto alla (82,25) nel rapporto T?/02 
(la stima è analoga alla (82,8)). Quando si tiene conto di questo ter- 
mine, ciò conduce alla comparsa di un addendo (proporzionale a 
V 7) che non sarà più dispari rispetto a n nella soluzione ọ dell’equa- 
zione cinetica. Perciò, quando si calcola il contributo corrispondente 
alla corrente, non compare alcun infinitesimo supplementare e il 


1) Il primo ad ottenere questo risultato è stato F. Bloch (1929). 
2) Si vede dalle stime (82,20-23) che Ta20/x ~ (9/ep)? < 1, il che giusti- 
fica l'omissione fatta nel dedurre la (82,21). 
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coefficiente termoelettrico acquista il termine 
all ~ T?/e0? (82,26) 


(L. E. Gurevič, 1946) 1). 

A mano a mano che la temperatura diminuisce, la frequenza degli 
urti elettrone-fonone diminuisce e, alla fine, il ruolo principale nella 
creazione della resistenza termica e elettrica passa agli urti tra 
elettroni e atomi di impurità. È da notare che a causa della diffe- 
renza tra le dipendenze dalla temperatura il passaggio alla « resi- 
stenza termica residua » avviene più tardi di quello alla resistenza 
elettrica residua. 

Nei metalli molto puri può esistere una regione di temperature 
in cui le proprietà cinetiche del metallo sono definite dagli urti 
elettrone-elettrone. La lunghezza corrispondente del cammino 
libero nel liquido elettronico del metallo, così come in qualsiasi. 
liquido di Fermi, dipende dalla temperatura come T-? e, inoltre, 
il rapporto 7/ep funge da piccolo parametro dello sviluppo (si 
veda il $ 75). Per T~ er questa lunghezza del cammino libero 
dovrebbe essere —d in modo che 


lee~ d (Epl TF. (82,27) 


Ne segue che la legge della dipendenza dalla temperatura delle- 
‘conduttività elettrica e termica è 


oœ T-, xo T7! (82,28) 


(L. D. Landau, I. Ja. Pomerančuk, 1936). Al diminuire della tem- 
peratura la frequenza efficace ve degli urti ‘elettrone-elettrone de- 
cresce più lentamente che la frequenza ve, ph degli urti elettrone-fono- 
ne. Ma poiché il piccolo parametro in Vee è T/e e non T/O come in 
Ne, ph, gli urti elettrone-elettrone possono essere decisivi soltanto 
a temperature molto basse. 

Osserviamo inoltre che le leggi (82,28) possono, in linea di prin- 
cipio, valere per superfici di Fermi sia aperte che chiuse. Poiché le 


1) Qui occorre fare la seguente osservazione. Essendo piccola la quasi- 
quantità di moto del fonone, dalla legge di conservazione dell’energia abbiamo 


e (p) — » p — E) vek= +o k), 


da cui si vede che l'angoloj © tra vp e k è vicino a 1/2: cos 8 ~ o/vrk ~ 
~ ulvp < 1. Nel caso isotropo, le direzioni di k e della velocità u del fonone 
coincidono in modo tale che risulta piccolo anche il prodotto uvp. Lo stesso 
prodotto compare nell’integrale che definisce la corrente in base alla funzione 
proporzionale a uV7; questa circostanza condurrebbe, nel caso isotropo, a un 
infinitesimo supplementare in all. Per quanto riguarda un cristallo anisotropo 
(anche a simmetria cubica), in generale non esistono ragioni per la comparsa di 
questo infinitesimo. 
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quasi-quantità di moto degli elettroni sono grandi, la necessità di 
esistenza di processi umklapp non rappresenta, in generale, la sor- 
gente di qualche infinitesimo supplementare per le superfici di 
Fermi chiuse. 


PROBLEMA 


Calcolare il coefficiente termoelettrico œ er un metallo con superficie di 
Fermi chiusa alle basse temperature, trascurando i processi umklapp. 
Soluzione. L'equazione cinetica per gli elettroni è 


dn e—u ôn 
— eE de — GG (WD) =Ste, phn. (1) 
Scriviamo l’equazione cinetica per i fononi nella forma 
o ôN 
. = aa VT =St oh, è N, (2) 
osservando che 
GN, ___© No __ © dNi 
ôT T do CT dk 


Moltiplicando l'equazione (1) per p e l'equazione (2) per k, integriamole rispetto 
a 2d*p/(2r)* e d*k/(2x)° e sommiamole ambedue termine a termine. Il secondo 
membro si annulla in virtù della conservazione della quasi-quantità di moto 
totale degli elettroni e dei fononi in assenza di processi umklapp. Come risulta- 
to otteniamo 


Fe (830) 205 


dp (27)? 
VT f e—p ôno yp 2P, VI (© f3No,\) dk _ 
uz a f T e OP) cats | 7 (Sk) amh (3) 


il secondo e il terzo integrale sono scritti supponendo che il cristallo goda della 
simmetria cubica. 

Il primo integrale nella (3) si trasforma come per la deduzione della (81,4) 
e dà —eE (N, — N). Il secondo integrale si calcola come si è fatto nel dedurre 
la (78,12) e vale —A TVT, dove 


a= [a fy dl 
=F La) Py e=ep 


{l'integrale si calcola sulla superficie isoenergetica e = costante). Il terzo 
integrale, dopo trasformazione per parti, assume la forma 

— 3 | Mo (Goti) PE 
sr) °° W Ga? 


(l'integrale esteso alla superficie delle facce della cella del reticolo inverso si 
annulla a causa della rapida diminuzione della funzione N, all'aumentare di © 
alle basse temperature). Per i fononi acustici a onda lunga (i quali sono signifi- 
cativi unicamente per T piccole) Ia velocità u e la relazione x = k/o dipendono 
solo dalla direzione k (e non da ©). Usando per l'integrale rispetto a © la nota 
espressione, troviamo che il terzo integrale nella (3) vale —B73V7, dove 


om zu) 3 dx 
EL) 
(la sommatoria è estesa ai tre rami acustici dello spettro fononico). 
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In tal modo l’uguaglianza (3) assume la forma 
—eE (N, — Np) = VT (AT + BTÌ). 
Confrontandola con la (78,1) per j = 0, troviamo il coefficiente termoelettrico 


_ AT +BT3 
E Nn Ne i (4) 


La condizione į = 0 può essere garantita da una scelta appropriata di un termi- 
ne della forma (84,1) nella soluzione dell'equazione cinetica. In accordo con 
quanto detto al $ 81, l’espressione (4) è finita per un metallo non compensato 
e diventa infinita per N, = Np 


$ 83. Diffusione di elettroni sulla superficie di Fermi 


In questo paragrafo verrà mostrato in che modo l'equazione cine- 
tica per il problema della conduttività elettrica alle basse tempera- 
ture (82,17) può essere ridotta alla forma diffusionale 1). Risolvendo 
il problema in questione, considereremo soltanto la parte della fun- 
zione @ indipendente da n = e — p e la denoteremo con © (pr) (al 
posto della notazione speciale a (pr) accettata nel paragrafo prece- 
dente). Così come nel $ 82, supporremo aperte le superfici di Fermi. 

La funzione 


ôn no @ 


3 = —— 


(27) de (27)? 


rappresenta un'aggiunta non in equilibrio alla distribuzione degli 
elettroni nello spazio dei vettori quantità di moto. Da questa distri- 
buzione si può passare a quella sulla superficie di Fermi se scriviamo 
l'elemento di volume d*p nella forma de dS/v (74,19), integriamo in 
de = dn e approssimiamo sostituendo l'elemento d'area della su- 
perficie isoenergetica dS e la velocità v che dipendono da e coni 
loro valori dS p e vp sulla superficie di Fermi. La funzione , per 
ipotesi, non dipende da e e l’integrazione del fattore —Qdny/de dà 1. 
In tal modo, la densità della distribuzione sulla superficie di Fermi 
è data dall'espressione 

® (pr) 

Caf vr * (83,1) 

Per rendere più evidente la deduzione, scriviamo dapprima l’equa- 

zione cinetica (82,17) con la derivata parziale temporale al suo primo 
membro, come se la distribuzione fosse non stazionaria: 


1) Nella deduzione che segue più avanti seguiamo il metodo proposto da 
R. N. Gurzi e A. I. Kopelioviè (4971). 
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Qui è già omesso il termine con L,, che scompare dopo l'integrazione 
dell'equazione rispetto a dn/vs: l 

ô © dn eEvp 

di ve L= "agg? (83,2) 
Il primo termine a primo membro è la velocità di variazione della 
densità degli elettroni sulla superficie di Fermi. L'equazione deve 
avere la forma di un’equazione di continuità, cioè il secondo ter- 
mine a primo membro deve rappresentare la divergenza della den- 
sità del flusso di elettroni s sulla superficie di Fermi; il termine 
con il campo elettrico a secondo membro dell'equazione svoige 
il ruolo della densità di sorgenti e di perdite. Qui si ha a che fare 
con la divergenza bidimensionale su una superficie curva; tuttavia, 
è più comodo scrivere in notazioni tridimensionali: 


— SL) ŽL = {Vp — ns (nrVp)}s. (83,3) 


Vp è l'operatore ordinario di derivazione rispetto alle coordinate 
cartesiane nello spazio p, mentre l'operatore tra parentesi graffe 
ne è la proiezione sul piano tangente alla superficie di Fermi in ogni 
suo punto (ny è il versore della normale alla superficie) 1). Il vettore 
8 (pr) è dato sulla superficie di Fermi, ma nella (83,3) va considerato 
formalmente come assegnato in tutto lo spazio (e dipendente solo 
dalla direzione px). L'equazione cinetica (in cui omettiamo ora la 
derivata rispetto al tempo) assume la forma 


{Vp— nr (nP Vp)} s = — eE E 5 (83,4) 


Il problema consiste nel trovare il flusso S, ossia la sua espressione 
attraverso la funzione ọ. 

Introduciamo il sistema di coordinate cartesiane nello spazio p, 
con l’asse z che coincide con la direzione della normale alla super- 
ficie di Fermi nel punto in cui si calcola s (pr) e con l’origine in 
questo punto. La componente s, del flusso è, per definizione, la dif- 
ferenza tra il numero di elettroni che, grazie agli urti intersecano 
(in 4 s) una banda di larghezza unitaria del piano yz da sinistra 
a destra (nella direzione positiva dell’asse x), e il numero di elet- 
troni che intersecano questa banda da destra a sinistra. 


g 1) Questo operatore figura nell’analogo bidimensionale del teorema di 
anss 


$ es dl = f {V—n (nV)} sds. 


L'integrale a primo membro è esteso a un contorno chiuso giacente su un dato 
piano (e è il versore della normale esterna al contorno nel piano tangente alla 
superficie in un dato ‘suo punto); l'integrale a secondo membro si calcola sulla 
parte della superficie delimitata dal contorno. : 
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Consideriamo ora la differenza tra il numero di atti di emissione 
di fononi con quasi-quantità di moto k in un dato intervallo d°k 
da parte degli elettroni con quasi-quantità di moto nell'intervallo 
dp e il numero di atti inversi di assorbimento degli stessi fononi. 
Questa differenza (con segno opposto) è data dal primo termine 
dell'espressione integranda nella (79,9): 


dk N , á 
dip e w (n; — no) ô (ee — or) (Pp — Ppt Xr) (83,5) 


quando p = p' + k+). Qui la funzione fononica Yx deve essere 
espressa attraverso q secondo la (82,5): 
4 
v 


ph, e 


3 
w= i {nm mdee — o) (e) a (880) 
con Vph, e dalla (82,6). 

Se k, < 0, allora in seguito all'emissione di un fonone la banda 
considerata sarà attraversata (nella direzione da sinistra a destra) 
da elettroni la cui componente x della quasi-quantità di moto ini- 
ziale appartiene all’intervallo 


ky < Ps < 0; (83,7a) 


per questi p l’espressione (83,5) dà un contributo positivo al flusso 
sx. Se, invece, kx >0, allora per emissione di un fonone la banda 
sarà attraversata (da destra a sinistra) da elettroni con 


0< pa < ks; (83,7b) 


il contributo corrispondente a Są sarà negativo. 

Da quanto detto risulta con chiarezza che per trovare s, Occorre: 
1) integrare l’espressione (83,9) nell'intervallo unitario p, e in 
tutta la regione di variazione di pz; essendo rapida la convergenza, 
l’ultima integrazione si può estendere da —co a 00; 2) integrare 
nell'intervallo (83,7) dei valori px. Poiché tutte le grandezze dipen- 
dono lentamente da p, lungo la superficie di Fermi, questa inte- 
grazione si riduce semplicemente alla moltiplicazione per la lunghez- 
za dell'intervallo; tenendo conto del segno con cui il risultato deve 
figurare in sx, ciò significa semplicemente la moltiplicazione per 
—k,; 3) infine, si deve integrare rispetto a dk. 

La componente s, del flusso differisce da s, solo per la sostituzio- 
ne nell'espressione integranda di ky con ky. Perciò si può scrivere il 


1) Nelle considerazioni citate sopra abbiamo omesso il fattore (21)? nella 
definizione della densità? superficiale (83,1). Corrispondentemente omettiamo 
uno di questi fattori anche nella (83,5). 

Ricordiamo anche la nostra convenzione di ammettere, nel caso delle super- 
fici di Fermi aperte, i valori della quasi-quantità di moto degli elettroni in 
tutto il reticolo inverso (si veda il $ 81); perciò la legge di conservazione della 
quasi-quantità di moto si scrive senza il termine b. 
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flusso nella forma vettoriale seguente: 


s (pr) = 


3 n N #0 LA 
a vad fx de o (ni— n) ô (e—e — 0o) (Py —9,+%)} dpn 


È (83,8) 


dove x è la proiezione di k sul piano tangente nel punto pp. 

Prima di tutto, scriviamo d'4=dk,d?x e integriamo rispetto a kz. 
Essendo piccolo k, si può trasformare l’argomento della funzione 
delta nella (83,8): 


ô (Ep — Ep-k — Og) X ô (kvr— o) =- ô (k — 2) 


(la direzione vp coincide con la normale alla superficie di Fermi). 
L'integrazione rispetto a k, elimina la funzione è e contemporanea- 
mente sostituisce k, ovunque con w/vp. Ma poiché w/vp ~ kulvp & 
< k, allora si può porre semplicemente k, = 0, sostituendo cioè 


k — x. (83,9) 


Si può integrare in forma generale anche rispetto a dp, = de/vz 
in quanto solo la differenza 


n (€— 0) — no (2) ~ — o i2 


è una funzione rapidamente variabile di e nell'espressione inte- 
granda; l'integrazione rispetto a e trasforma questo fattore in @. 
Dopo queste operazioni l’espressione (83,8) assume la forma 


1 3N (0y) è 
5 (Pr) = Tp VT (83,10) 


Usando la limitatezza di k scriviamo qui per la trasformazione 
ulteriore dell’integrale 


ô d ô 
P(P—k)— p (p) xk Earm si 


dove t = x/x è il versore della tangente alla superficie di Fermi nella 
direzione x. Poiché la stessa differenza è contenuta nell’integrale 
(83,6), si può rappresentare la funzione y (k) nella forma 


x (k) = x° (t). (83,11) 
Infine, partendo dalla (79,4) rappresentiamo w nella forma 
w = xM (Pr, t). (83,12) 
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Con queste notazioni abbiamo ora 
o i 3n 2No __y29\ xando 
S= — Suf ftx on a M (ta Te) a” , (83,13) 
dove $ è l'angolo polare della direzione % nel piano tangente. 
L'integrazione rispetto a x nella (83,13) si riduce al calcolo 
dell’integrale 


dx; 


c an 
J= f Kid Lì 


do, 
ni x 


essendo rapida la convergenza, si può estendere l'integrazione a oo. 
L'energia di un fonone con quasi-quantità di moto piccola x = xt è 
dx = u (t) x. Perciò 
‘a glo Sla 
Ja 4 (o Ne da= -Š | vo do = 
d i) 
00 
575 


zid Vai 
= | ade 12005) F 


(la funzione zeta vale & (5) = 1,037). 
Arriviamo così alla seguente espressione per la densità del flusso 
di elettroni lungo la superficie di Fermi: 


__ 300(8)75 /_M (6) 49 
se (o t (tayta) >> (9) 


dove le parentesi angolari indicano il valore medio calcolato ri- 
spetto alle direzioni t nel piano tangente nel dato punto pr della 
superficie di Fermi. Resta da ottenere un'espressione semplificata 
al massimo per a. 

Secondo la definizione (83,11), dalla (83,6) ricaviamo 


È M (ng— no) ô (e—e'— o) (99/9p) d°p 


sa = 
: {M (ni— no) ô (ee — 0) dp 

(si sono ridotti i fattori comuni al numeratore e al denominatore). 
Sostituiamo l'integrazione rispetto a d°p (cfr. l'inizio di questo 
paragrafo) con quella rispetto a dS pde/vp. Da e dipende solo il 
fattore n, (e — 0) — no (£), uguale in ambedue gli integrali; i ri- 
sultati dell’integrazione al numeratore e al denominatore si sem- 
plificano. Dopo questa operazione scriviamo l’argomento della fun- 
zione delta nella forma kvp — © = xvr (trascurando le grandezze 
di ordine relativo u/vp). Troviamo infine 


§ v32M8 (nt) (49/0p) dS F 
a = —— eeTZ>T_7- 


83,15 
| vp Mô (nt) dSp ! } 
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(M è la funzione del punto pp sulla superficie di Fermi e della dire- 
zione t; n'è il versore della normale). In virtù della presenza delle 
funzioni ô, gli integrali si calcolano di fatto soltanto lungo una 
linea sulla superficie di Fermi, sulla quale la normale è perpendico- 
lare alla direzione t della quasi-quantità di moto del fonone. 

Le formule (83,4) e (83,14-15) risolvono il problema della ridu- 
--zione dell'equazione cinetica alla forma diffusionale. Questa equa- 
zione è integro-differenziale. La densità del flusso (83,14) si può 
scrivere nella forma 


=D (La), (83,16) 

dove l 
30% (5 M (t 

Due 1390, (4 9 tats? (83,17) 


(a, B sono indici vettoriali bidimensionali). Il primo termine ha la 
forma differenziale ordinaria con il tensore dei coefficienti di diffu- 
sione Dag; questo termine è legato alla diffusione degli elettroni 
da parte dei fononi in equilibrio. Il secondo termine è integrale ed è 
legato all'effetto di trascinamento degli elettroni da parte dei fononi 
non in equilibrio. i 

La densità di corrente si calcola in base alla funzione 9 come inte» 
grale 


; 2 da 
i= — Gr | ondsp. 


Dall’equazione (83,4) con s dalle (83,16-17) risulta con chiarezza che 
la funzione @ (e con essa la conduttività del metallo) dipende dalla 
temperatura come 7-5, in accordo con il risultato ottenuto nel 
precedente paragrafo. Sottolineiamo che il trascinamento degli elet- 
troni da parte dei fononi non cambia questa legge, benché incida 
sulla forma dell’equazione cinetica. yoo 


$ 84. Fenomeni galvanomagnetici in campi forti. 
Teoria generale 


Il parametro caratteristico adimensionale, che definisce l'in- 
fluenza del campo magnetico sulla conduttività elettrica di un 
metallo, è il rapporto r g/l, dove rx è il raggio di Larmor dell’orbita 
elettronica e Z la lunghezza del cammino libero. 

Ricordiamo (si veda IX, $ 57) che il moto degli elettroni di 
conduzione in un campo magnetico è praticamente sempre quasi- 
classico, il che è dovuto al valore molto piccolo del rapporto Ro p/g» 
(dove © pg è la frequenza di Larmor). Inoltre la traiettoria nello spa- 
zio dei vettori quantità di moto è il contorno dell’intersezione della 
superficie isoenergetica e (p) = costante con il piano p, = costante, 
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€ l’asse z è diretto lungo il campo. Siccome le energie degli elettroni 
sono vicine all'energia limite ep, allora anche le superfici isoener- 
getiche, di cui qui si può trattare, sono vicine alla superficie di 
Fermi. Perciò le dimensioni della traiettoria nello spazio dei vettori 
quantità di moto coincidono con le dimensioni lineari pr della 
corrispondente sezione della superficie di Fermi. Nello spazio ordi- 
nario le dimensioni della traiettoria sono 


rg cppleB. 


Questa grandezza è inversamente proporzionale al campo magne- 
tico. Perciò nei fenomeni galvanomagnetici si devono ritenere deboli 
i campi per i quali rg > le forti quelli per i quali 


rg& dl. (84,1) 


Nel caso di campi magnetici deboli lo studio cinetico non conduce 
per una legge di dispersione degli elettroni arbitraria) a qualcosa 
di nuovo rispetto ai risultati della teoria fenomenologica pura. Il 
carattere della dipendenza delle componenti del tensore di condut- 
tività dag dal campo magnetico corrisponde semplicemente in questo 
caso allo sviluppo in potenze di B con l'inclusione delle richieste im- 
poste dal principio di simmetria dei coefficienti cinetici (si veda 
VIII, $ 22). 

Quanto ai campi magnetici forti, la precisazione di questa di- 
pendenza richiede uno studio cinetico. La condizione di campo forte 
(84,1) si verifica difatti soltanto alle basse temperature, quando la 
iunghezza del cammino libero l è sufficientemente grande. In questo 
caso il metallo si trova di solito nella regione della sua resistenza 
cesidua legata alla diffusione degli elettroni sugli atomi di impurità; 
‘studieremo proprio questo caso. L'interazione tra elettroni di con- 
duzione e atomo di impurità si realizza a distanze dell’ordine di 
grandezza della costante d del reticolo. Se rg&Le, al contempo, 
T` d, allora l’esistenza del campo magnetico non incide su questa 
interazione e, quindi, sull’integrale degli urti. In queste condizioni 
il carattere della dipendenza del tensore di conduttività dal campo 
magnetico risulta essere indipendente dalla forma concreta dell’in- 
tegrale degli urti. Al tempo stesso questo carattere dipende forte- 
mente dalla struttura dello spettro energetico degli elettroni di 
«conduzione, ossia dalla forma della superficie di Fermi 1). 

Passiamo alla costruzione dell'equazione cinetica che descrive 
i fenomeni galvanomagnetici. 

È opportuno ora esprimere la funzione di distribuzione non 
‘attraverso le componenti cartesiane della quasi-quantità di moto 
p., bensì attraverso altre variabili legate alla traiettoria dell'elettro- 


1) La teoria qui esposta appartiene a I. M. Lifsits, M. Ja. Azbel 
e M. I. Kaganov (1956). 
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ne: energia e, componente della quasi-quantità di moto p, lungo la 
direzione del campo magnetico (l’asse z) e « durata del moto dell’elet- 
trone lungo la traiettoria nello spazio dei vettori quantità di moto » 
da un punto fisso al punto dato. L'ultima variabile (che denotiamo 
con la lettera t) si introduce mediante l'equazione quasi-classica 
del moto descritto dall’elettrone di conduzione in un campo magne- 
tico 3 
= _LivB, v=&; 

le componenti x e y di questa equazione si esprimono mediante le 
relazioni 


dps _ e dPy e 
a Sr tB, 708. (84,2) 


Calcolando la somma dei quadrati di queste equazioni e introducendo 
l'elemento di lunghezza ds della traiettoria nello spazio dei vettori 
| quantità di moto nel piano xy (ds? = dp? + dpi), otteniamo 


c ds 
di=zz 7> vi =v to}; (84,3) 
L 


è integrando questa uguaglianza che si definisce la nuova variabile T 
in funzione delle vecchie variabili py, Py Pz 

Il primo membro dell’equazione cinetica nelle nuove variabili 
assume la forma !) 


dn ôn ° ôn * ôn * 

Cr a (84,4) 
Come al solito, cercheremo la funzione di distribuzione nella forma . 

n = no (e) + ôn (e, pz, 1). (84,5) 


È stato mostrato alla fine del $ 74 che in campi elettrico e magne- 


tico costanti l'equazione cinetica linearizzata rispetto a ôn per le 
quasi-particelle del liquido di Fermi si scrive allo stesso modo di 
quello in cui si scriverebbe se fosse espressa per le particelle del 


gas di Fermi. In questo caso le derivate e, Pz, T Si devono esprimere 
mediante l'equazione del moto di un singolo elettrone nel campo elet» 
tromagnetico 


p= —eE— < [vB]. (84,6) 
Da qui per la derivata e ricaviamo 
. de . A 
e = = — evE; 


1) L'uso dell'equazione cinetica quasi-classica significa che si trascurano 
gli effetti legati alla quantizzazione dei livelli energetici nel campo magnetico, 
Questi effetti verranno studiati più avanti al $ 90. 
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il campo magnetico è assente qui in quanto non compie alcun lavoro 
sulla carica. Inoltre, per un campo B diretto lungo l’asse z abbiamo 


Pz = —eE,. Infine, dal confronto delle equazioni (84,2) e (84,6) 
risulta che la derivata di/di differisce da 1 soltanto tenendo conto 
del campo E (non avremo bisogno di questa distinzione). 

Poiché la funzione di distribuzione d’equilibrio n, dipende uni- 
camente da e, e g, pz, t sono variabili indipendenti, allora 0r,/0p, = 
= 0, dn/0v = 0. Il campo elettrico è supposto piccolo a piacere; 
nel linearizzare l equazione cinetica i termini che contengono contem-. 


poraneamente le piccole grandezze ôn e E vanno omessi. Allora 
l'equazione (84,4) si riduce a 


dn an an 
x® =“ ev E+ i 
Rappresentiamo ôn nella forma 
~ ë ĝ 
ôn = s= eEg, g=g(e pz 1) (84,7) 


(cfr. la (78,6)). Allora il primo membro dell'equazione cinetica 
assume la forma definitiva 


d d ô 
=ef- ). (84,8) 


Dopo la linearizzazione l'integrale degli urti a secondo membro 
dell'equazione cinetica si scrive 


Stn= Ps eEI (g) (84,9) 


(ricordiamo che nell’integrale degli urti che descrive la diffusione 


elastica sugli atomi di impurità, qualsiasi fattore in ôn dipendente 
unicamente da e può essere portato fuori dal segno di integrale); 
non avremo bisogno della forma concreta dell’operatore integrale 
lineare / (g). 

Uguagliando le espressioni (84,8) e (84,9) otteniamo infine l'equa-.. 
zione cinetica che definisce la funzione g: 


ZI (g)=v. (84,10) 


Il tensore di conduttività è dato dall’integrale (78,9): 


ôn 2d3p 
ei LED) 
Cag= T° | de Va88 ana 
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Il passaggio in questo integrale a nuove variabili si effettua mediante 
la sostituzione dîp + | J | de dp.dt, dove 


ô (Pxr Py» Pz) 
ô (T, £, Pz) 


è lo jacobiano della trasformazione. Lo si può dedurre facilmente 
dalle equazioni (84,2) che definiscono la variabile t. Scrivendo am- 
bedue i membri, diciamo della prima di queste equazioni, sotto 
forma degli jacobiani 


ô (Px, &, Pz) ___eB dle, Px, Pz) 


zz — — 


Ô (T, €, Pz) ce ĝ (Pys Pxs Pz) ” 
e moltiplicando ambedue i membri di questa uguaglianza per 
ô (Pys Pæ» Pz)/ô (e, Px» Pz), troviamo |J | = eB/e. Trascurando lo 
smussamento della distribuzione n, sotto l'influsso della temperatu- 
ra, poniamo, come di solito, ôn,/3e = —ô (e — £p) e otteniamo 
infine l’espressione 


J= 


2e3B 
Cap = 70 f agg dT dp., (84,11) 


dove si integra sulla superficie di Fermi. 

Secondo la definizione (84,3), la variabile t è proporzionale 
a 1/B. Perciò il termine dg/0t nell'equazione lineare (84,10) è pro- 
porzionale a B e, quindi, grande rispetto agli altri termini. Ciò per- 
mette di risolvere l'equazione con il metodo delle approssimazioni 
successive sotto forma di serie di potenze di 1/8 


g=g0+g0 +... (84,12) 
dove g™ co B-" 1). Per i termini di questa serie abbiamo le equa- 


zioni seguenti: 


dg(0) dg(1) dg(2) | 
2-0, BSI (goy, (go), ... (84,13) 


Le soluzioni di queste equazioni sono 
go = C0, 


go = f [Z (CO) -+ v (t) de + C9, (84,14) 
0 


T 


g= f I (g9) dr +09, ..., 
0 


dove C, C® , ... sono funzioni soltanto di e e pz 


1) Analogamente a quanto fatto al $ 59 per il calcolo dei coefficienti cinetici 
del plasma in un campo magnetico forte. 
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La funzione g deve soddisfare certe condizioni. Se le traiettorie 
nello spazio dei vettori quantità di moto degli elettroni (cioè i con- 
tornì delle sezioni della superficie di Fermi con i piani p, = costan- 
te) sono chiuse, il moto degli elettroni è periodico; corrispondente- 
mente, la funzione g (e, pz, t) deve essere anch’essa periodica ri- 
spetto alla variabile t (di periodo T dipendente da p,). Se la traiet- 
toria è aperta, il moto nello spazio dei vettori quantità di moto sarà 
infinito e la funzione g dovrà soddisfare solo la condizione di fini- 
tezza. 

Calcoliamo la media dell’equazione (84,13) rispetto a t. Se le 
funzioni g sono periodiche, allora il valore medio per un periodo 


vl T 
g 1 f ôg , _ g(T)—s(0) 
nT | Erm LOO 


è nullo poiché g (7) = g (0). Se le funzioni g non sono periodiche, 
la media si calcola per un intervallo infinito di t e il valore medio 
si annulla in quanto g è finito. Quindi, in tutti i casi il calcolo della 
media dà 


I (€®) =I (C0) = —v, 7(g9)=0,...; (84,15) 


queste relazioni definiscono, in linea di principio, C®, C®, ... 
Passando al calcolo del tensore di conduttività, ricordiamo 
preliminarmente alcune sue proprietà generali note dalla teoria fe- 
nomenologica (si veda VIII, $ 22). 
Secondo il principio di simmetria dei coefficienti cinetici, 
Cag (B) = Opa (—B). (84,16) 


Il tensore cag si può dividere nelle parti simmetrica e antisim- 
metrica: f 
Cap = Oab + 006 (84,17) 
Tenendo conto della (84,16), otteniamo per queste parti 
o% (B) = of? (B) = o£} (—B), 
ot (B) = — oW (B) = —0(9(—B). 
In tal modo le componenti ogg sono funzioni pari di Be ogg funzioni 


dispari. Al posto del tensore antisimmetrico o% si può introdurre 
il suo vettore duale assiale a secondo la definizione 


(84,18) 


Qxy = üz, zx = ly, Qyz = aze 
Allora le componenti del vettore densità di corrente saranno rappre- 
sentate nella forma 

la = CapEg zo OGBE g + [Ea],. (84,19) 
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La dissipazione di energia al passare della corrente è definita solo 
dalla parte simmetrica del tensore di conduttività jE = ORE a Ep 
Allo stesso modo si può sviluppare anche il tensore inverso pag = 
= ozb nelle parti simmetrica e antisimmetrica, duale del vettore 
assiale b. Allora E si esprime in funzione di j mediante la formula 


Ea = p&big + libla. (84,20) 


Il termine [Ea] nella corrente, o il termine [jb] nel campo elettrico, 
descrivono l’effetto Hall. 


$ 85. Fenomeni galvanomagnetici in campi forti. 
Casi particolari 


Traiettorie chiuse 


Iniziamo dai casi in cui tutte (cioè per tutti i pz) le traiettorie 
nello spazio dei vettori quantità di moto degli elettroni per una 
data direzione di B sono chiuse. Le traiettorie, per ogni direzione 
di B, sono sempre chiuse su superfici di Fermi chiuse. Quanto alle 


superfici di Fermi aperte, qui sono possibili casi di traiettorie chiuse. 


qualunque sia la direzione di B, così come casi in cui le sezioni sono 
chiuse soltanto per determinate direzioni del campo (o in determi- 
nati intervalli). 

Durante il moto lungo una traiettoria chiusa (nel piano zy) le velo- 
cità medie in questo piano sono nulle: v, = vy = 0; ciò risulta con 
chiarezza dalle equazioni del moto (84,2) se si tiene conto che, 
dopo aver descritto la traiettoria, px e py tornano ai valori iniziali. 


Il valore v,, invece, è sempre diverso da zero in quanto il moto è 


infinito nella direzione del campo. La prima delle uguaglianze 
(84,15) ora dà 


I(CO)=I(CY)=0, 
da cui C(® = CW = 04). In questo caso la soluzione (84,14) assume- 
la forma 
c 


8:=S py+ CP+6gP +... 


Ey = —GPx+ CP +87 ‘009 (35,1) 
g.=-CP+ Pb... 


(la funzione v (t) è integrata mediante le equazioni (84,2)). 


1) Non esiste alcuna ragione perché l'equazione omogenea lineare / (C) = © 
abbia altre soluzioni tranne quella banale C = 0. 


è be 


426 CAPITOLO IX 


Le componenti del tensore di conduttività si calcolano in base 
alla formula (84,11). Così, 


c 


Or =r f pig Py +C? + 82 | dt dp, 


(v, è espressa nuovamente mediante la (84,2)). Poiché C® è indipen- 
dente da 7, l'integrazione dei primi due termini rispetto a t si riduce 
all'integrazione delle derivate dpj/dt e dp,/dt e dà zero. Quindi, è 
solo il termine con g‘ a fornire un contributo all’integrale in modo 
che 0,, co B7. 

In seguito calcoliamo 


= TA f Ge 1-3 ps + C# | di dp,. 


L'integrazione del secondo termine dà nuovamente zero e nel primo 
termine abbiamo 


dp 
dp. e di= f Px 2P = + S (P3), 


dove S (pz) è l’area della sezione della superficie di Fermi con il 
piano pz = costante. I segni + e — si riferiscono rispettivamente 
ai casi in cui all’interno del contorno si trova la regione di energie 
più piccole o più grandi, cioè quando la traiettoria chiusa è di elet- 
troni o di buche (si veda IX, $ 61); indichiamo l’area S nel primo 
caso con S, e nel secondo con Sp. La differenza di segno in questi 
casi è dovuta al cambiamento di direzione in cui viene descritta la 
traiettoria. L'integrazione dell’area S rispetto a p; dà il volume Q 
dello spazio dei vettori quantità di moto compreso all’interno della 
superficie di Fermi (se le traiettorie chiuse si trovano su una super- 
ficie di Fermi aperta, allora Q è il volume delimitato da questa 
superficie e dalle facce della cella del reticolo inverso). Quindi, 


2 (Qh — Re , 
oa =p RO LE (NaNe), (85,2) 


«dove Q, e Q, sono i volumi delle cavità di elettrone e di buca della 
superficie di Fermi. Le grandezze 
___29e ___29h 
Ne = Tah’ h = (rh)? 


rappresentano rispettivamente i numeri degli stati elettronici occu- 
pati con energie e < ep e degli stati liberi con e >&p (riferiti 
all'unità di volume del cristallo). Nel caso delle superfici di Fermi 
chiuse queste nozioni hanno un significato ben determinato e le 
-grandezze N, e Np rappresentano la caratteristica dello spettro elet- 
tronico del metallo, indipendente dalla direzione di B; nel caso delle 
.superfici di Fermi aperte il significato di queste grandezze diventa 
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più convenzionale, in quanto queste ultime possono risultare dipen- 
denti dalla direzione di B. 

L'espressione (85,2) è una funzione dispari di B e perciò figura 
nella parte antisimmetrica del tensore cag !). Quanto alla compo- 
‘nente o della parte simmetrica del tensore, essa è definita dal 
termine successivo dello sviluppo 0,y, proporzionale a B~. 

Analogamente è definita la dipendenza da B delle altre compo- 
nenti del tensore cap. Così, 

e3B 
Ozz = To | $ v,C9° da dp,. 
L'integrazione rispetto a t fornisce il fattore B-t, mentre CY è indi- 
pendente da B; perciò 0,, stessa è indipendente da B. 
Come risultato troviamo che 


08 = costante, le altre og} co B~, aco B- (85,3) 


In questo caso tutte le componenti ot} e a dipendono dalla forma 
dell’integrale degli urti, tranne la sola 


az= (Nn N.). 


È da notare che tutte le componenti del tensore Gag, ad eccezione 
solo della ozz, tendono a zero per B + co, La causa fisica di questo 
comportamento risiede nella localizzazione degli elettroni su orbite 
piccole rispetto alla lunghezza del cammino libero; il valore finito 
di 0, è dovuto al fatto che il moto degli elettroni lungo il campo 
magnetico resta sempre infinito, 

Il rapporto r g/l serve da piccolo parametro dello sviluppo. 
Perciò le componenti o%} proporzionali a B~? si possono stimare 
come ordine di grandezza in 


09 ~ Oo (roll), o,° Nepp. 


Sottolineiamo che 0°? co 1/2; ciò vuol dire che all'aumentare della 
lunghezza del cammino la conduttività trasversale nel campo ma- 
gnetico tende a zero e non all'infinito come in assenza di campo. 

Quanto alle componenti della parte antisimmetrica del tensore 
Cap, esse sono stimate in 


09) ~ Or pgll~ ecN/B. 


Sottolineiamo, tuttavia, che l'indipendenza di questa stima da l 
non significa indipendenza dei valori esatti di o%g dalla forma con- 


1) Dalla deduzione dell'equazione cinetica risulta chiaro che B entra in 
essa non come modulo del vettore B, bensì come proiezione B, = 2. La sostitu- 
zione B + —B richiede perciò anche la sostituzione B + —2 nelle formule 
scritte. 


428 CAPITOLO IX 


creta dell’integrale degli urti (fanno eccezione solo le 0‘); il calcolo 
esatto del tensore gag richiederebbe la definizione completa delle 
funzioni C® e gl mediante la soluzione dell’equazione cinetica 
concreta. 

Dalla (85,3) si possono ricavare anche le leggi limite di dipen- 
denza delle componenti del tensore inverso pag = cap da B1). 
Conservando solo i termini di ordine più basso in 1/B troviamo 


po = costante, by, by = costante, bd. cc B, (85,4) 
inoltre, tutte queste grandezze dipendono dalla forma dell’integrale. 
degli urti, ad eccezione di 

sso 
‘a,  ec(Ne-Nn)° 


b,R- (85,5) 

Tutte le componenti p&g tendono a limiti costanti per B + co. 
Un'analisi particolare richiedono i metalli compensati in cui 

N. = Nn. In questo caso l’espressione (85,2) si annulla e lo sviluppo 


di o% inizia dal termine proporzionale a B-3. Quindi, in questo caso 


ax, ag X B, a, > B>; (85,6) 


quanto alla dipendenza di ogg da B, essa resta invariata. Per il 
tensore inverso ora abbiamo 


pi? = costante, psr: par = costante, 


(85,7) 


(G) 15) w 
Pxy > Pxx» P yy N B?, bo B. 


Traiettorie aperte 


Per i metalli con superfici di Fermi aperte, che ammettono traiet- 
torie aperte, sono possibili i casi più disparati e qui ne consideriamo 
uno solo che illustra le particolarità caratteristiche della situazione 
che si viene a creare. 

Consideriamo una superficie di Fermi del tipo a « cilindro profi- 
lato », che passa con continuità da una cella del reticolo inverso in 
quelle successive (fig. 30). Se il campo magnetico non è perpendico- 
lare all'asse del cilindro, tutte le sezioni sono chiuse; in questo 


1) Il tensore inverso deve essere calcolato, ovviamente, in base alla somma 
Cap = dah + aag e soltanto dopo questa operazione si divide nelle parti sim- 
metrica e antisimmetrica. In tal modo si possono ottenere le formule 


1 n i 4 
=E (of) totana, da=— E 0(Ba 


dove o = 005) + CAPTILI è il determinante del tensore Gag e olè) il determi- 
nante della sua parte simmetrica (si veda VIII, il problema del $ 22). 
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caso la dipendenza asintotica di cag da B è data dalla legge prece- 
dente (85,3). 

Se, invece, il campo magnetico è perpendicolare all’asse del 
cilindro, allora esistono sezioni aperte. Come sempre, consideriamo 
l’asse z diretto lungo il campo; l’asse z, invece, facciamolo coinci- 
dere con l’asse del cilindro (nella fig. 34 è rappresentato il taglio di 


Fig. 30 Fig. 31 


una parte della superficie di Fermi in una cella). Le traiettorie sono 
aperte per | pz |< | p | e, inoltre, infinite nella direzione dell’as- 
se px. Le velocità medie sono 

= c dPy - c dp 

a= Ea» ea 


poiché px varia senza limiti; come sempre, v; # 0. Fra le componenti 
del vettore C nella soluzione dell'equazione cinetica saranno non 
nulle CP e C$, perciò nella soluzione dell’equazione cinetica (85,1) 
alla seconda riga verrà sostituita l’espressione 


By = CP HP +... 


Analogamente a quanto fatto sopra troviamo ora che 


015 ~ B-?, le altre ogg = costante, a,00 B7, Qy, aœ B-L 


(85,8) 
Da qui per il tensore inverso otteniamo 
pk co B?, le altre pag = costante, b,co B-t, by bi 0 B. (85,9) 


Osserviamo una forte anisotropia della resistenza nel piano perpen- 
dicolare al campo magnetico: la resistenza pyy lungo l’asse y tende 
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a un limite costante, mentre nella direzione dell’asse 7 essa cresce 
all'aumentare del campo proporzionalmente al suo quadrato 1). 

Un'altra particolarità caratteristica delle proprietà galvano- 
magnetiche dei metalli con superficie di Fermi aperta è la loro 
accentuata dipendenza dalla direzione di un campo magnetico forte. 
In questo caso la variazione ha luogo nell’avvicinarsi della direzione 
di B al piano perpendicolare all'asse del cilindro, quando avviene 
il passaggio dalle leggi (85,3-4) a quelle (85,8-9). Quando la dire- 
zione di B ha una pendenza di un piccolo angolo 0 rispetto al piano 
suindicato (si veda la fig. 30), le dimensioni della traiettoria nello 
spazio dei vettori quantità di moto dell'elettrone diventano grandi, 
cioè dell'ordine di pp/0, dove pp sono le dimensioni trasversali della 
superficie di Fermi cilindrica. Rispettivamente diventa grande 
anche la dimensione della traiettoria nello spazio proprio, cioè 
dell'ordine di r 3/0, dove r g è il raggio di Larmor corrispondente alla 
quantità di moto pp. Nella regione di angoli, per cui rg/01- 4, 
lo sviluppo in potenze di r g/l usato sopra diventa inapplicabile; è la 
regione in cui avviene la variazione della dipendenza della resistenza 
dal campo. 

Sottolineiamo che in tutta l'esposizione si trattava, ovviamente, 
di monocristalli. In un campione policristallino si considera la media 
delle proprietà galvanomagnetiche anisotrope, che dipende dalla 
distribuzione delle direzioni dei cristalli. 

Analogamente si potrebbero studiare i fenomeni termomagne- 
tici in un metallo in un campo magnetico forte. In questo caso 
risulterebbe, in particolare, che le componenti del tensore della 
conducibilità termica elettronica tendono a zero per 8 + co. Ma 
per queste condizioni, in cui diventa importante il trasporto di 
calore da parte dei fononi, sorge la necessità di includere anche 
l'interazione elettrone-fonone e tutto il quadro diventa molto com- 
plesso. 


$ 86. Effetto skin anomalo 


Come è noto dall’elettrodinamica macroscopica, un campo elet- 
tromagnetico variabile si smorza all’interno del conduttore; assieme 
al campo risulta essere concentrata nello strato superficiale del 
conduttore anche la corrente elettrica generata da questo campo 
(il cosiddetto effetto skin). Ricordiamo in proposito alcune formule 
(si veda VIII, $$ 58-60). 


1) Ricordiamo (si veda IX, $ 57) che la traiettoria dell'elettrone nel piano 
zy dello spazio reale differisce dalla traiettoria nel piano pypy dello spazio dei 
vettori quantità di moto soltanto per la variazione della scala e per una rota- 
zione di 90°. Perciò nel caso in questione il moto dell'elettrone nello spazio reale 
è infinito nella direzione dell’asse y. 
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Il campo elettromagnetico quasi-stazionario in un metallo veri- 
fica le equazioni di Maxwell 


1 dB 
rotE= -7 3: (86,1) 
rotB=j, divB=0 (86,2) 


(il metallo è supposto non magnetico in modo che in esso H = B). 
In questo caso è supposta, ovviamente, soddisfatta la condizione 
generale di applicabilità delle equazioni macroscopiche: le distanze 
ô alle quali il campo varia fortemente sono grandi rispetto alle di- 
mensioni atomiche. Se, per di più, queste distanze sono grandi anche 
rispetto alla lunghezza del cammino libero lZ degli elettroni di con- 
duttività, allora il legame tra la densità di corrente j e il campo E 
è data da relazioni lineari che legano i valori in un medesimo punto 
dello spazio: ja = OapEg, dove 0ag è il tensore di conduttività. 
In queste condizioni l’effetto skin si dice normale. Consideriamolo 
supponendo il mezzo isotropo (o un cristallo a simmetria cubica); 
allora il tensore cag si riduce a uno scalare in modo che j = oE. 

Supponiamo condizioni geometriche elementari, con il metallo 
che occupa il semispazio (x >0) limitato dal piano x = 0. Al 
metallo è applicato un campo elettrico omogeneo esterno che è 
parallelo alla sua superficie e varia nel tempo con frequenza œ. Le 
equazioni (86,1-2) assumono la forma 


rotE=B, rotB=*cE, divB=0. (86,3) 


In virtù della simmetria del problema le distribuzioni di tutte le 
grandezze nel metallo saranno funzioni solo della coordinata z. 
Allora dalla prima equazione (86,3) deriva che il campo magnetico B 
è ovunque parallelo al piano della frontiera. Possiamo verificare 
tutte le equazioni supponendo che anche il campo elettrico E si trovi 
ovunque nello stesso piano. Inoltre sarà soddisfatta automaticamente 
anche la condizione al contorno richiesta dell’annullarsi della com- 
ponente della corrente normale sulla superficie del metallo: da 
E, = 0 segue che ovunque è anche j, = 01). 
Escludendo B dalle prime due equazioni (86,3) troviamo 
Ario E 


rot rot E = grad div E— AE = —; 


Per il campo tangenziale dipendente solo dalla z abbiamo div E = 0 
e l'equazione diventa 


pres Pr. (86,4) 


c2 


1) La situazione cambia in un mezzo anisotropo. Perché la detta condizione 
sia soddisfatta è necessario introdurre accanto al campo elettrico tangenziale 
anche quello normale alla superficie. 
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dove l'apice indica la derivazione rispetto a z. La sua soluzione, che 
si annulla per z + œ, è 


E = E;e-i0'e -9/0 (86,5) 
dove E, è l'ampiezza del campo sulla superficie del metallo e 
8=c/V 2n00. (86,6) 


La grandezza è si chiama profondità di penetrazione del campo; 
essa decresce all’aumentare della frequenza del campo. Il campo 
magnetico nel metallo si smorza secondo la stessa legge; dalle equa-. 
zioni (86,3) risulta che E e B sono legati ovunque dalla relazione 
E = & [Bn], dove n è il versore della normale alla superficie (diretta 
all'interno del metallo, cioè nella direzione positiva dell'asse x) e 


t=) $= ai) V a. (86,7) 


Questa relazione lega, in particolare, anche i valori dei campi sulla 
superficie stessa del metallo: 


E, = t[Bynl. (86,8) 


La grandezza & si chiama impedenza superficiale del metallo. Ricor- 
diamo che la sua parte reale determina la dissipazione dell'energia 
del campo nel metallo (si veda VIII, $ 87). 

Affinché si stabilisca il legame j = gE tra la corrente e il campo 
elettrico in uno stesso punto dello spazio e in uno stesso istante, la 
lunghezza l del cammino libero degli elettroni e la sua durata t~ 
~ l/vp devono soddisfare le condizioni L& è e to {X 1: l deve essere 
piccola rispetto alla distanza caratteristica di variazione del campo 
è e t piccolo rispetto al periodo del campo. Se è violata la prima di 
queste condizioni, il legame tra la corrente e il campo cessa di essere 
locale e compare la dispersione spaziale della conduttività. La vio- 
lazione della seconda condizione implica la comparsa della disper- 
sione della frequenza della conduttività. Per precisare il legame tra 
la corrente e il campo bisogna ricorrere all’equazione cinetica. 

In tal modo, il carattere dell'effetto skin dipende dalla grandezza 
relativa delle tre dimensioni caratteristiche: ô, l e vp/o. All’effetto 
skin normale descritto dalle formule (86,5-8) corrisponde la regione 
di frequenze più basse per cui 


L&K ôs l& vrlo. (86,9) 


All'aumentare della frequenza del campo o all'aumentare della 
lunghezza del cammino libero (al diminuire della temperatura del 
metallo) la profondità di penetrazione diminuisce. Nei metalli di 
solito dapprima è violata la condizione è > / e il legame tra la cor- 
sente e il campo diventa non locale; l’effetto skin in queste condizio- 
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ni si chiama anomalo. In questo paragrafo considereremo il caso li- 
mite anomalo in cui 


8<1, 5< vrlo. (86,10) 


La relazione tra l e vp/œ può essere arbitraria !). 

Iniziamo la soluzione del problema al contorno dell'effetto skin 
col problema ausiliario del legame esistente in un metallo illimitato 
tra la corrente e il campo elettrico variabile nel tempo e nello spazio 


E = Eei (&r-0D), 
Il vettore d'onda del campo è supposto soddisfare le disuguaglianze 
1/k&l, 1lk& vrlo, (86,11) 


corrispondenti alle condizioni (86,10). Assieme al campo varierà 
secondo la stessa legge anche l'aggiunta{ôn alla funzione di distribu- 
zione degli elettroni. 

In virtù della condizione vp&h> Vpll~ 1/7, nell'equazione 
cinetica si può trascurare l'integrale degli urti St n ~ ôn/q rispetto al 
termine contenente le derivate spaziali v ĝðn/ðr ~ vpkôn. In virtù 
della condizione kvp > w, invece, si può trascurare anche la derivata 
rispetto al tempo On/dt ~ dn. , 

In forza di quest'ultima omissione, l'equazione cinetica per le 
quasi-particelle del liquido di Fermi elettronico si riduce nuova- 
mente all’equazione per il gas mediante la ridefinizione della fun- 
zione di distribuzione, ossia mediante la sostituzione di ôn con ôñ 
dalla (74,13). In questo caso dopo aver trascurato i termini suindi- 
cati l'equazione cinetica assume la forma semplice 


y a ôn = dno _ 
ôr dopo °° 
Ponendovi 
ð ôn _ y se Ino One 
dor =ikòn, -p Y ðe ’ 
da qui ricaviamo 
sa ieEv dn 
one ro (66,12) 
Questa espressione ha un polo per kv = 0. Nel calcolare la 
corrente 
a ~ 2d3p 
i= e MA 


1) L’uguaglianza ô ~ l si ottiene per œ ~ c2/01?, cioè (se si ricorre alla sti- 
ma o ~ lêN/pp) per œ ~ c?pple8BN. Questo valore è compatibile con la 
disuguaglianza ô ~ l & vp/o se 1> c/Q, dove Q ~ (Neî/m*)/? è la frequenza 
di plasma del metallo (m* ~ ppivp è la massa efficace degli elettroni di condut- 
tività). Per i metalli ordinari Q ~ 1015-1018 s-t, 
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questo polo va aggirato mediante la sostituzione kv + kv — ¿0 1): 


POS v(Ev) ano 2d8p 
i=i | = è Cr: (86,13) 
Trascurando, come al solito, lo smussamento della funzione di 
distribuzione d’equilibrio sotto l'influsso della temperatura, seri- 
viamo ôĝn,/ðe = —8 (e — ex) e trasformiamo l'integrale in d? 
in integrale esteso alla superficie di Fermi secondo la formula (74,20). 
In accordo con una nota formula della geometria differenziale, l’ele- 
mento d'area è dS = do,/K, dove do, è l'elemento di angolo solido 
per la direzione della normale v alla superficie e X la curvatura di 
Gauss della superficie, cioè il prodotto inverso K = 1/R,R, dei suoi 
raggi di curvatura principali in un dato punto. Osservando anche 
che la direzione della normale alla superficie di Fermi in ogni punto 
coincide con la direzione della velocità v = de/dp, otteniamo 


+ 2ie? y (Ev) do 
l= Gai ) Ko) wo: (86,14) 


Definendo la direzione v mediante gli angoli azimutale e polare 
p e 0 relativamente alla direzione k presa come asse polare, avremo 
kv = k cos 6, doy = sen 0 dọ do. 

L'integrazione nella (86,14) rispetto alla variabile u = così 
è estesa all'intervallo —1< u < 1 dell'asse reale con l’aggiramento 
del polo u = 0 lungo la semicirconferenza inferiore. È facile vedere 
che l'integrale esteso ai segmenti rettilinei (cioè il valore principale 
dell’integrale) si annulla in modo che resta solo il contributo prove- 
niente dall’aggiramento del polo. A tal fine osserviamo che in virtù 
della parità della funzione e (p) la superficie di Fermi e (P) = er 
è invariante rispetto alla sostituzione P-> —p; poiché il cambiamen- 
to di segno in p cambia anche il segno del vettore della normale v, 
ne segue che K (—v) = K (v). Perciò l'integrale nella (86,14) si 
può rappresentare nella forma 


1 v (Ev) doy v (Ev) doy } 
z{f K (v) (kv—i0) J A (v)(kv4-10) f’ 


dove tra parentesi è compresa la somma degli integrali che si otten- 
gono luno dall’altro mediante la sostituzione della variabile d’in- 
tegrazione v + —v; da questa espressione deriva con evidenza l'af- 
fermazione fatta. 

Nel polo dell'espressione integranda kv = k cos 0 = 0, cioè la 
normale v è perpendicolare alla direzione assegnata del vettore 
d'onda k. Il residuo rispetto alla variabile cos @ è dato, quindi, 


+ Ciò corrisponde alla sostituzione ordinaria œ + @ + i0 nella differenza 
© — kv. 
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dall’integrale 


n (Ev) 
j o) P 


esteso a una curva che rappresenta il luogo geometrico dei punti 
della superficie di Fermi, nei quali v L k. 

In tal modo troviamo infine il legame tra la corrente e il campo 
nella forma 


ja = Gap (k) Eg, (86,15) 
dove 
2n 
2ne? Aag VaVg 
Cas (k) = -aaar > does {Ta dọ (86,16) 
0 È 


è il tensore reale nel piano perpendicolare a k; se la direzione k è 
presa come asse x, gli indici a e f assumono i valori y, z. Il vettore 
j appartiene interamente a questo piano, cioè è trasversale rispet- 
to a k. 

Sottolineiamo che il contributo alla corrente proviene unicamente 
dagli elettroni con vk = 0, che si muovono cioè perpendicolarmente 
al vettore d'onda. Questa è la conseguenza naturale dell’approssi- 
mazione in cui la lunghezza del cammino libero è supposta grande 
a piacere: nel muoversi sotto un certo angolo rispetto alla direzione 
di k, l’elettrone nel suo moto libero attraversa il campo oscillante 
nello spazio e queste oscillazioni smorzano l’azione totale del campo 
sull’elettrone. Nell’approssimazione successiva, tenendo conto che 
il prodotto kl è finito, il contributo alla corrente proverrebbe già 
dagli elettroni che si muovono nel piccolo intervallo di angoli 
~1/kl rispetto al piano perpendicolare alla direzione di k. 

Passiamo ora direttamente al problema della penetrazione del 
campo per effetto skin anomalo. Qui abbiamo a che fare con il 
problema del semispazio che deve essere risolto con l'inclusione delle 
condizioni al contorno sulla superficie del metallo. Le condizioni al 
contorno per la funzione di distribuzione dipendono dalle proprietà 
fisiche della superficie nei confronti degli elettroni incidenti. 
importante, tuttavia, che in questo caso alla creazione della cor- 
rente partecipino soprattutto gli elettroni che volano quasi paralle- 
lamente alla superficie del metallo (questi elettroni si dicono scivo- 
lanti). Per elettroni di questo tipo la legge di riflessione è indipen- 
dente, in misura notevole, dal grado di perfezione della superficie del 
metallo ed è vicina a quella speculare, vale a dire che gli elettroni 
vengono riflessi con cambiamento di segno della componente della 
velocità v normale alla superficie e con le componenti tangenziali 
invariate (per non interrompere l'esposizione, torneremo su questo 
problema alla fine del paragrafo). 
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Alla riflessione speculare corrisponde la condizione al contorno 
per la funzione di distribuzione: 


SA (Vx, Vys Vz) = dA (—0x, Vy, Vz) per r= 0. (86,417) 


Per questa condizione il problema del semispazio è equivalente al 
problema del mezzo illimitato in cui il campo è distribuito sim- 
metricamente da ambo le parti del piano z = 0: E (t, z) = E (t, —2). 
Inoltre agli elettroni, riflessi dalla frontiera nel problema del semi- 
spazio (x >0), corrispondono nel problema dello spazio illimitato 
gli elettroni che hanno attraversato senza ostacolo il piano x = 0 
dalla parte z < 0. . 

Nel problema dell'effetto skin limite anomalo si può supporre 
che il campo E (dipendente solo dalla coordinata x) sia diretto 
ovunque parallelamente al piano x = 0. Secondo la (86,15) allo 
stesso piano appartiene anche il vettore corrente j e perciò è soddi 
sfatta automaticamente la condizione di annullamento sulla super- 
ficie metallica della componente della corrente normale a questa 
superficie 1). 

Senza l'ipotesi j = oE al posto della (86,4) otteniamo l'equazione 


E = e i, (86,18) 


che esprime il vettore bidimensionale E. In seguito, supporremo 
omesso in tutte le funzioni il fattore temporale exp (—iwt) in modo 
che E, j, . . . saranno funzioni solo della x. 

La funzione E (x) prolungata simmetricamente alla regione 
xz < 0 è continua per z = 0. Ma la derivata E' (x), essendo una fun- 
zione dispari di x, ha una discontinuità per x = 0 e cambia di segno 
al passare della variabile x attraverso lo zero. Secondo l'equazione 
(86,1) queste derivate sono legate al campo magnetico mediante la 
relazione 


E’ = [Bn], 


dove n è di nuovo il versore dell’asse x. Nel problema del semispazio 
avremmo perciò per x = 0 la condizione E' = i@ [B,nl/c, dove B, 
è il campo sulla frontiera del metallo. Nel problema del mezzo illi- 
mitato a ciò corrisponde la condizione 


E' (+0) E’ (—0) = 2 Ż [By]. 


1) Nelle approssimazioni successive, tenendo conto che il rapporto ô/l è 
finito, accanto alle componenti Ogg del tensore di conduttività compariranno 
anche le componenti Cay, Oxy- Affinché sia soddisfatta la condizione al contorno 
ix = 0 si deve introdurre anche un campo E, normale alla superficie (come è sta- 
to già detto nella nota a pag. 431). 
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Moltiplichiamo i due membri dell'equazione (86,18) per eci 
e integriamo rispetto a z nei limiti da —co a +00 1). Nel primo mem- 
bro dell'equazione scriviamo 


0 co co 


f E"e-tt= dg = f nese 0%) dx + ik f E'e-ia dx. 


Poiché il campo E (z) si annulla all'infinito, i primi due integrali 
danno proprio la differenza E' (—0) — E' (+0). Nell'ultimo ter- 
mine, invece, a causa della continuità della funzione stessa E (x) 
si può già integrare semplicemente per parti. Come risultato abbia- 
-mo l'uguaglianza 

4ni 
c? 


i (k), 


dove E (k) e j (X) sono le immagini di Fourier delle funzioni E (x) 
e j (x). 

Secondo la (86,15) queste immagini di Fourier sono mutuamente 
legate dalla relazione ja (k) = Oag (k) Eg (k). Servendoci di questa 
relazione, troviamo per l’immagine di Fourier del campo la seguente 
espressione: 


22° [Byn] +E (k) = 


- Ea (k) = tas (k) [Bon]g, (86,19) 
dove tas (4) è un tensore bidimensionale ottenibile dal suo inverso: 


tab (= — giy [sas E Oas (181)]. (86,20) 


c? 


L’argomento delle funzioni dag è scritto come |X | per ricordare 
che qui figura il modulo del vettore k. 

La funzione stessa E (x) si ottiene dalla (86,19) mediante molti- 
plicazione per exp (ikx) e integrazione rispetto a dk/2x. Essendo le 
funzioni Gag (k) pari, abbiamo 

E, (= f tan (X) cos kz dk- [Bon]g. (86,21) 
0 


In particolare, il campo sulla frontiera del metallo vale 


oo 


Eva= tap [Bonlp ta = Í tas (k) dk. (86,22) 
0 


1) I calcoli ulteriori coincidono formalmente con l'andamento della solu- 
zione del problema della penetrazione di un campo magnetico in un supercon- 
duttore in IX, $ 52. 
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Per il calcolo concreto dell’impedenza superficiale consideriamo 
gli assi y e z diretti lungo gli assi principali del tensore simmetrico 
Caf (k). Assieme a cap si riduce agli assi principali anche il tensore 
Cap e i suoi valori principali 

2im È dk = (a) We A) 
ne | kibe T neh ? 


go ga 


dove A) sono i valori principali del tensore Aag. L'integrazione 
conduce. al risultato 1) 


a 1/3) 201/3 h o? \1/3 
(= (1i y3) (o) f (86,23) 
Le grandezze A‘ dipendono unicamente dalle caratteristiche della 
superficie di Fermi, cioè dalla forma e dalle dimensioni. È da notare 
che l’impedenza (86,23) non dipende affatto dalla lunghezza del 
cammino libero degli elettroni. Per stimare l'ordine di grandezza 
si può supporre che i raggi di curvatura della superficie di Fermi 
~ pp; allora A ~ pie 
h30? \1/3 

tela) (86,24) 

Ricordiamo che la parte reale dell’impedenza determina la 
dissipazione dell’energia del campo nel metallo. Nell’approssima- 
zione considerata (a prescindere dagli urti tra elettroni) questa dis- 
sipazione ha la natura dello smorzamento di Landau ?). 

La legge dello smorzamento del campo elettrico all’interno 
del metallo per effetto skin anomalo non è esponenziale e perciò 
la nozione della profondità di penetrazione in questo caso non ha 
significato letterale, come nel caso (86,5). A causa della presenza del 


1) Il cammino d'integrazione (semiasse reale destro) si può ruotare di un 
angolo —n/6 nel piano della variabile complessa k senza intersecare in questo 
caso i poli dell'espressione integranda. Integrando lungo la semiretta k = 
= u exp (—in/6) abbiamo 


00 co 
I = ' k sr = åns u du 
k5 — ib uspo 

0 ü 

e, dopo la sostituzione u? + b = b/§, 
; 1 = 
r=. fes a— -13 ag= UUDET ivo 3+) 
31/3 361/88 (1) 93/21/38 * 


2) Il primo a indicare i fenomeni che costituiscono l'essenza dell'effetto 
skin anomalo è stato H. London (1940). La teoria qualitativa di questo effetto 
è stata data da A. B. Pippard (1947), mentre la teoria quantitativa qui esposta 
appartiene a G. E. Reuter e E. H. Sondheimer (1948). 
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fattore oscillante cos kæ nell'espressione integranda della (86,21) 
l'integrale è definito soprattutto (per x dato) dalla regione di valori 
k~ 1/x. La funzione E (x) decresce notevolmente quando questi 
valori 4 > b!8 1). Perciò la profondità di penetrazione come ordine 
di grandezza vale ô~ b-!? oppure 


c®h8 \1/3 c®h3 \1/3 
8e(7) <a) (86,25) 


All'aumentare della frequenza questa profondità continua a decre- 
scere, ma più lentamente che per l’effetto normale. Le grandezze 
definite dalle espressioni (86,6) e (86,25) (indichiamole come Ônorm 
e anom) sono confrontabili come ordine di grandezza quando è — l. 
Poiché una di esse decresce come œ~! e l’altra come @-!5, è chiaro 
che per un medesimo valore di œ abbiamo éinom ~ Shorml. 

Infine facciamo qualche osservazione circa il carattere della 
riflessione degli elettroni da. parte della frontiera del metallo. Se 
la superficie è perfetta (senza difetti) e coincide con qualche piano 
cristallino, la disposizione degli atomi sulla superficie gode di una 
periodicità corrispondente alla simmetria di traslazione del reticolo 
cristallino. In questo caso per riflessione dell'elettrone si conservano 
insieme all'energia anche le componenti tangenziali py, pz della 
sua quasi-quantità di moto. Quanto alla componente normale della 
quasi-quantità di moto dell'elettrone riflesso, cioè px, essa è 
definita rispetto al valore px dell'elettrone incidente mediante l’equa- 
zione 


e (Px, Py: Pz) = € (Psr Pys Pz) (86,26) 


dove deve essere v; = de/dp: >0, vale a dire che l’elettrone riflesso 
si muove nella direzione della frontiera (la velocità dell'elettrone 
incidente v, = de/0px < 0). L'equazione (86,26) può avere alcune 
di queste radici, in generale, Vs 3 —Vx- 

Ma per gli elettroni incidenti scivolanti tra queste radici se ne 
trova sempre una corrispondente a una variazione piccola della 
quasi-quantità di moto, inoltre Vs = —vy (cioè la riflessione è 
speculare nel senso letterale del termine). Infatti, per un elettrone 
che si muove quasi parallelamente alla frontiera la derivata v, = 
= de/0py è piccola; ciò vuol dire che sulla superficie isoenergetica 
nello spazio p all’elettrone corrisponde il punto P, posto nell'intorno 
del punto di estremo dell'energia e come funzione di px, cioè del punto 
in cui de/0p, = 0. Ma nell'intorno di questo punto, dall'altra parte 
dell'estremo esiste sempre un punto P’ in cui il valore della derivata 
0e/8p, differisce dal valore nel punto P solo per il segno. 

Si può mostrare che la riflessione di un elettrone scivolante con 
probabilità massima avviene proprio con questo cambiamento 


1) Per 7 > ô l'integrale (86,21) è definito dai valori k < bl}, In questo 
caso È (k) ~ k e il campo E (x) decresce come x. 
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della quasi-quantità di moto. Per di più, questa affermazione resta 
valida anche per riflessione da parte di una superficie imperfetta che 
abbia delle asperità delle dimensioni atomiche allorché, a rigore, 
la legge di conservazione delle componenti tangenziali della quasi- 
quantità di moto non esiste più. La spiegazione intuitiva è che la 
funzione d'onda dell'elettrone scivolante varia lentamente lungo 
l’asse x e perciò « non sente » le asperità atomiche della superficie 1). 

Presenta interesse il fatto che il valore dell’impedenza superficia- 
le per effetto skin limite anomalo diventa in generale poco sensi- 
bile al carattere della riflessione degli elettroni. Così, per riflessione 
diffusionale (quando tutte le direzioni dell’elettrone riflesso sono 
equiprobabili indipendentemente dall’angolo di incidenza) il valore 
dell’impedenza differisce dalla (86,23) solo per il fattore 9/8. La con- 
dizione al contorno per riflessione diffusionale da parte di una 
superficie piana si formula come ôñ (vy >0, vy, v.) = 0 per z = 0. 
In questo caso, tuttavia, il metodo di Fourier diventa inapplicabile 
e il problema si risolve con il cosiddetto metodo di Wiener-Hopf ?). 


$ 87. Effetto skin nella regione infrarossa 


Abbiamo studiato così i due casi limite dell’effetto skin: l’effetto 
normale, quando la più piccola tra le tre dimensioni caratteristiche 
ô, Le vr/w è la lunghezza del cammino libero 2, e l’effetto anomalo, 
quando la più piccola è la profondità di penetrazione è. Ora conside- 
riamo il terzo caso, quando la lunghezza più piccola è 


vrlo< è, vrlo< l (87,1) 


A questo caso giungiamo in modo naturale dall’effetto skin anomalo 
per l'ulteriore aumento della frequenza; sebbene in questo caso la 
profondità di penetrazione decresca, il prodotto wô cresce come w?/3, 
Nei metalli ordinari le condizioni (87,1) si realizzano nella regione 
infrarossa. 

Le condizioni (87,1) delimitano la regione di frequenza dal basso. 
Ma la validità dei risultati, che verranno esposti più avanti e basati 
sulla teoria del liquido di Fermi, è delimitata anche dall’alto dalla 
condizione žo < £p. La violazione di questa condizione implichereb- 
be l’eccitazione di quasi-particelle dalla profondità della distribu- 
zione di Fermi, che non hanno senso nei limiti della teoria del liquido 
di Fermi. 

Per determinare il legame tra la corrente e il campo elettrico bi- 
sogna di nuovo ricorrere all’equazione cinetica. Ma ora il termine 
con la derivata temporale, in virtù della condizione © Vp/ô, è 


1) La dimostrazione delle affermazioni fatte si può trovare nell’articolo di 
A. F. Andreev, UFN, 1971, v. 105, p. 113. 

2) Si veda G. FE. Reuter, E. H. Sondheimer, Proc. Roy. Soc., 1948, v. A195, 
p. 336. 
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grande rispetto al termine con le derivate spaziali e, in virtù della 
condizione ®© > vp/l, grande anche rispetto all'integrale degli urti. 
Dopo aver trascurato questi termini l'equazione cinetica assume 
la forma 


ô ôn ôn 
ar EV TO- 
Scrivendo ô ôn/ðôt = —iw ôn, ricaviamo 
d E 
n=- Toy, ga. (87,2) 


L'assenza nell'equazione cinetica del termine con le derivate 
rispetto alle coordinate significa assenza di dispersione spaziale. 
In questo senso l’effetto skin diventa nuovamente « normale ». La 
presenza del termine con la derivata rispetto al tempo conduce, 
tuttavia, alla dispersione di frequenza della conduttività. La situa- 
zione è la stessa che nel calcolo della costante dielettrica in un 
plasma senza urti. La differenza consiste solo nell’anisotropia del 
metallo e negli effetti del liquido di Fermi. Questi ultimi si manife- 
stano nel seguente modo: la densità di corrente si esprime con un 
integrale che dipende non soltanto dalla distribuzione ôn, ma anche 
dalla funzione di interazione delle quasi-particelle (degli elettroni di 
conduttività) f (p, p’). Sottolineiamo che a causa della presenza 
nell'equazione cinetica del termine ô èn/0t è impossibile escludere 
l'interazione tra le quasi-particelle mediante l'introduzione della 
distribuzione ô. 

Secondo le (74,21-22), la densità di corrente è espressa con la 
correzione alla funzione di distribuzione degli elettroni mediante 
la formula 


i= —e | v[p Pt fica MIT] 


dove v è il versore della direzione della velocità vp, coincidente con 
il vettore normale alla superficie di Fermi. Sostituendovi la funzione 
dalla (87,2), troviamo il legame tra la corrente e il campo nella 
forma ja = 0ap (0) Eg, dove il tensore di conduttività 


i om 
, d5; 24S 
NGP = f va - ci Pi) vi di 165. (873) 


La simmetria delitensore Nag D è definita dalla simmetria del cristal- 
lo (e non dipendé dalla dicezione del campo come nella (86,15)). In 
un cristallo a simmetria cubica (che per semplicità supporremo più 
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avanti) questo tensore, così come Ogg, Si riduce a uno scalare, NG = 


= Neff) Bag, e allora 
2 
o (o) = 7 NP. (87,4) 
La descrizione delle proprietà di un metallo mediante questa 
conduttività si può sostituire nel modo comune con la descrizione 
mediante la costante dielettrica 
. 4300 (0) 4ste? ar(ett) 
e(=1+i L21417 N° è (87,5) 
La notazione N" è introdotta qui per analogia (si veda VIII, 
$ 78) con la nota espressione limite della costante dielettrica alle 
frequenze molto alte: e = 41 — 4neN/mo?, dove N è il numero 
totale di elettroni nell'unità di volume della sostanza. Quindi, la 
grandezza N nell’ottica infrarossa dei metalli svolge il ruolo 
del numero efficace di elettroni e dipende dalla funzione d’intera- 
zione tra gli elettroni di conduttività. 
Accanto al numero Neft) è opportuno introdurre anche la fre- 
quenza efficace di plasma 


__( Are? nrcett)\1/2 
Q= (5E p), (87,6) 


Allora la conduttività si scrive nella forma 
o = iQR?/4no. (87,7) 

La grandezza Q è definita solo dai parametri dello spettro elettronico 
del metallo; in una stima approssimativa essa coincide perciò con il 
parametro er/f, ossia con l'energia al contorno di Fermi. Poiché 
la teoria esposta è limitata dalla condizione ño < £p, allora 
Q> o. 

La penetrazione del campo nel metallo è descritta dall'equazione 
(86,4) che dopo la sostituzione di o dalla (87,7) diventa 


E'-2E-0, 
e 
La sua soluzione, che si annulla per x + 00, è 
E = E,e®9, 8 = c/Q (87,8) 


(per metalli tipici c/Q ~ 10-5 cm). Quindi, il campo si smorza se- 
condo una legge esponenziale, con profondità di penetrazione indi- 
pendente dalla frequenza. Il legame tra campo elettrico e magnetico 
ora è dato (come è facile vedere mediante la prima delle equazioni 
(86,3)) dalla relazione (86,8) con l'impedenza 


t= -+ ô= -T. (87,9) 
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L’impedenza immaginaria pura significa la completa riflessione 
dell'onda elettromagnetica da parte della superficie del metallo 
senza dissipazione. Questo risultato è naturale, in quanto nell’appros- 
simazione considerata sono stati trascurati gli urti tra elettroni 
quale fonte di dissipazione. 

Notiamo che con l’inclusione della (87,7) le condizioni fondamen- 
tali di applicabilità della teoria studiata si possono scrivere come 


Q > o > Qvele. (87,10) 


La prima disuguaglianza è compatibile con Žo > 0 (0 è la tempe- 
ratura di Debye). In questo caso il parametro di Fermi vp e la fun- 
zione f nella formula (87,3) devono essere considerati non sulla super- 
ficie di Fermi stessa, bensì per |e — er |> ©. Come è stato mo- 
strato in IX, $ 65, l'interazione elettrone-fonone fa sì che vp in 
questa regione differisce da vp nella regione | e — er | «0 (impor- 
tante, ad esempio, per le proprietà statiche del metallo alle basse 
temperature); lo stesso vale per la funzione d’interazione delle quasi- 
particelle f. 


$ 88. Onde elicoidali in un metallo i 


Il fatto che il campo elettromagnetico variabile esterno non 
penetra all’interno del metallo significa, in altre parole, che in un 
metallo è impossibile la propagazione di onde elettromagnetiche 
non smorzantisi, con frequenze fino a quella del plasma, œ ~ Q. 

La situazione, tuttavia, cambia radicalmente in presenza di un 
campo magnetico costante B. Il campo magnetico cambia il caratte- 
re del moto degli elettroni e con ciò incide fortemente sulle proprietà 
elettromagnetiche del metallo. È fondamentale inoltre che il moto 
diventi finito nel piano perpendicolare al campo. Nei campi forti, 
quando il raggio di Larmor dell'orbita rg ~ cpp/eB diventa piccolo 
rispetto alla lunghezza del cammino libero, 


rg &1l (88,1) 


(oppure, il che è lo stesso, “o gt > 1, dove © g ~ vplrg ~ eBlm*c è 
la frequenza di Larmor, t ~ l/vp è la durata del cammino libero), 
la conduttività elettrica nelle direzioni trasversali al campo dimi- 
nuisce bruscamente tendendo a zero per B + co. Si può dire che in 
queste direzioni il metallo si comporta come un dielettrico, per cui 
diminuisce la dissipazione dell’energia nelle onde, con il campo elet- 
trico polarizzato nel piano perpendicolare a B. In altre parole, di- 
venta possibile la propagazione di queste onde come processo che non 
si smorza (in prima approssimazione). Inoltre le frequenze possibili 
delle onde sono limitate dalla condizione 


o Koar; (88,2) 
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soltanto con questa condizione le traiettorie descritte dagli elettroni 
riescono ad incurvarsi sensibilmente durante un periodo del campo, 
il che implica la variazione delle proprietà elettromagnetiche del 
metallo relativamente a queste frequenze. 

La finitezza del moto dell'elettrone (nel piano perpendicolare 
a B) suppone anche la finitezza della traiettoria nello spazio dei 
vettori quantità di moto, cioè della sezione della superficie di Fer- 
mi. Perciò quanto detto sopra si rifersice a metalli con superfici di 
Fermi chiuse, qualunque sia la direzione di B, e a metalli con super- 
fici aperte soltanto per quelle direzioni di B per cui le sezioni sono 
chiuse. Per sezioni aperte il moto degli elettroni nel campo magneti- 
co resta infinito, la conduttività non decresce e la propagazione delle 
onde elettromagnetiche nelle direzioni corrispondenti risulta essere 
impossibile. 

Le onde elettromagnetiche che non si smorzano in un metallo si 
possono considerare quali rami di Bose dello spettro energetico del 
liquido di Fermi elettronico. Il carattere macroscopico di queste 
onde si manifesta nella grandezza elevata (rispetto alla costante del 
reticolo) delle lunghezze d'onda. Questa è la ragione per cui a que- 
ste eccitazioni corrisponde un volume di fase relativamente molto 
piccolo e per cui il loro contributo alle grandezze termodinamiche 
del metallo è trascurabile. 

Scriviamo di nuovo le equazioni di Maxwell 


rotB=4 j, rtE=-4 2}, (88,3) 


dove con B è indicato il campo magnetico debole variabile dell'onda 
(a differenza del campo costante B). Escludiamo È da queste equa- 
zionli: 

Ss 

c? dt ° 


rot rot E = grad div E— AE = — 


Da qui ricaviamo l'onda piana monocromatica 
4nio , 
(— kaky + 8a) E, =F je (88,4) 


Esprimiamo il campo E in funzione della corrente secondo Ea = 
= Papa; dove pag = ozb è il tensore della resistenza specifica. 
Allora otteniamo il sistema di equazioni lineari omogenee 


áni x A 
| kpas — kakyn — a Sag | ig=0. (88,5) 


Il suo determinante dà l'equazione che esprime la legge di disper- 
sione delle onde. 
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Ai $$ 84, 85 è stata trovata la forma del tensore di conduttività 
di un metallo (nella regione della sua resistenza residua) in un campo 
magnetico forte, nel caso stazionario. Vediamo ora in che modo 
questi risultati devono essere modificati per il caso non stazionario. 
La periodicità temporale e spaziale del campo elettrico (e anche 
della parte variabile della funzione di distribuzione degli elettroni) 
implica la comparsa a primo membro dell'equazione cinetica dei 
termini 


è ôn ô õn ; RIE 
-r dr = — io dn -- ikv ôn 


(cfr. la (74,25)). Analogamente alla (84,7) rappresentiamo le funzio- 
ni ôn e 67 nella forma 


dn a ôn 
ôn = e eEh, ôn= a eEg. 


In accordo con la (74,21) le funzioni h e g sono mutuamente legate 
dalla relazione integrale lineare 

L , dS} Ẹ 

g=h+ f f (p, pr) h ong = La. 


Quindi, l'equazione cinetica assume la forma 
SE I (g)+iol1g-i(kv)gl=v. (88,6) 


Essa differisce dall’equazione precedente (84,10) per la sostituzione 
del termine Z (g) con l’espressione fra parentesi quadre. Questa 
espressione dipende ora non soltanto dal carattere della diffusione 
degli elettroni sugli atomi di impurità, ma anche dalla funzione della 
loro interazione reciproca. 

In virtù della condizione rg < l, il termine Z (g) nell'equazione 
(83,6) è piccolo rispetto al termine dg/@7, così come era piccolo anche 
nella vecchia equazione (84,10). In virtù della condizione 0 < o p 


il termine inL-!g ~ img è anch'esso piccolo. Imponiamo ancora una 
condizione al vettore d'onda: kvp < 0 p, -cioè 


krg<1, (88,7) 


vale a dire che la lunghezza d'onda deve essere grande rispetto al rag- 
gio di Larmor. Allora sarà piccolo anche l’ultimo termine tra paren- 
tesi quadre nella (88,6). Per queste condizioni resta valido il metodo 
di soluzione dell’equazione cinetica con le approssimazioni succes- 
sive sviluppato al $ 84, così come restano validi anche i risultati là 
ottenuti per i primi termini dello sviluppo del tensore di condutti- 
vità nelle potenze di 1/B. Ma la presenza di œ e k nell’ equazione 
(88,6) implicherà, in generale, una dispersione della conduttività 
nelle frequenze e nello spazio. 
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La presenza di più parametri caratteristici di lunghezza e di tem- 
po e la varietà delle proprietà geometriche delle superfici di Fermi 
conducono alla varietà di fenomeni legati alla propagazione delle 
onde elettromagnetiche nei metalli. Ci limiteremo allo studio (in 
questo paragrafo e in quello successivo) di alcuni casi caratteristici. 

Consideriamo un metallo non compensato con la superficie di 
Fermi chiusa. In accordo con le formule (85,4-5), la più grande com- 
ponente del tensore di resistenza è 


B 


Pxy= — Pus = (No Np) ? (88,8) 


essa si riferisce alla parte non dissipativa (antihermitiana) del ten- 
sore. Questa componente non dipendeva in generale dalla forma 
dell’integrale degli urti e, quindi, non dipende neanche dalla forma 
dell'espressione tra parentesi quadre nell’equazione (88,6). Vuol di- 
re che la formula (88,8) resta valida anche per il campo dell onda. 
La descrizione del mezzo mediante il tensore di resistenza pag 
(o mediante il tensore di conduttività cap) equivale alla descrizione 
mediante il tensore della costante dielettrica 
ANO a OPa 
tan» = ga 


In questo caso il tensore ezk ha le sole componenti 


dio Ab i 
xy = — tue = rice(No=Ni)® 


Questa espressione coincide con quella studiata al $ 56 in relazione 
alle onde elicoidali nel plasma (differenziandosi da essa solo per la 
sostituzione della densità elettronica N, con la differenza N, — Nn): 
Perciò i risultati ottenuti al $ 56 si estendono direttamente alle onde 
studiate nei metalli, dette anch'esse elicoidali 1). 

La legge di dispersione di queste onde è 


cB | così | 


O= re] No Nn]? (83,9) 


dove 0 è l'angolo tra k e B. Il campo elettrico dell'onda è polarizza- 
to ellitticamente nel piano perpendicolare al campo magnetico B. 
Considerando (come al $ 56) la direzione di B come asse z e il 
piano xz passante attraverso le direzioni di k e B, avremo per il 
campo elettrico 


E, = i | cos 9 | Ex, (88,10) 


dove il segno superiore si riferisce al caso Ne > Np e il segno infe- 
riore al caso Ne < Nn 


1) La possibilità della propagazione di goste onde nei metalli è stata indi- 
cata da O. V. Konstantinov e V. I. Perel (1960). 
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$ 89. Onde magnetoplasmiche in un metallo 


Consideriamo ora le onde in un metallo compensato (N, = Na) 
con la superficie di Fermi chiusa. Oltre alle condizioni necessarie 
(88,1-2) supporremo soddisfatte anche le disuguaglianze 


o > vp/l, œ > kvp. (89,1) 
In virtù della prima di queste disuguaglianze, l'integrale degli urti 


I (g) nell'equazione cinetica (88,6) è piccolo rispetto al termine ioL-g 
e, in virtù della seconda condizione, il termine i (kv) g è piccolo 
anch'esso. Trascurando questi termini otteniamo l'equazione 

ôg 


e iolAg =V, (89,2) 


che differisce dall’equazione (84,10) per la sostituzione del termine 
I (g) con ioL'g. 

Perciò i risultati ottenuti al $ 85 per il tensore di resistenza nel 
caso stazionario resteranno validi, con la sola distinzione che ora il 
piccolo parametro dello sviluppo in potenze di 1/B sarà non r g/l, 
bensì —io/® g. La dispersione spaziale della conduttività non esiste, 
ma si verifica quella nelle frequenze. 

In accordo con la (85,7), nel caso stazionario i termini principali 
dello sviluppo delle componenti del tensore della resistenza speci- 
fica per un metallo compensato sono 


P.2= costante; Psx, Pyy Pay DB Pxzs Py: DB. (89,3) 
Per separare il parametro rg/l in questo tensore si deve, però, preci- 


sare come entrano nelle: sue componenti B e anche /. A tal fine scri- 
viamo, ad esempio, la stima 


2 


o IX. B ıl 
Pax P ( o) ecN TB 


dove po ~ pr/Ne?l. Analogamente, 


l B -B rB 
Puz ~X Po Fg Dan? Pa NPN aN T 


Effettuando ora la sostituzione suindicata del parametro di svilup- 
po, troviamo il tensore pas (0) nella forma 


az 


Og Og 
— im dex — io Axy Axz ) 
B dB og 
Pas = uN | io tu Tio % » (89,4) 


z 

io 
—a — yz 

| i si og 
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dove tutti gli agg — 1 sono coefficienti reali adimensionali; le gran- 
dezze N e m* (in 03 = eB/m*c) vanno considerate qui come para- 
metri appropriati dell'ordine di grandezza richiesto. Tutti i termini 
nella (89,4) si riferiscono alla parte antihermitiana del tensore, cioè 
non dissipativa. Perciò è chiaro a priori che l'inclusione di questi 
termini soli condurrà ad onde non smorzantisi. 

Nel caso generale di direzioni di B e k arbitrarie la legge di di- 
spersione delle onde si esprime mediante formule sufficientemente 
complicate. Limitiamoci a un caso particolare che rivela le proprietà 
fondamentali di queste onde. 

Supponiamo ora che il reticolo cristallino del metallo goda di 
simmetria di ordine superiore al secondo e che il campo B (l'asse 2) 
sia diretto lungo questo asse. Le grandezze axx, yyy Axy = dux 
costituiscono un tensore simmetrico bidimensionale nel piano xy, 
che in virtù della simmetria supposta si riduce allo scalare: axx = 
= yy = y, day = 0. Le grandezze ax, ay. costituiscono un vettore 
bidimensionale nello stesso piano e per la simmetria in esame si annul- 
lano. Quindi, non restano che le componenti 


Pax" Por = rd 
xx = Pyy SeN — io r 
B —io (89,5) 


Pz = ecN Opg az» 


Consideriamo di nuovo il piano zz che passa attraverso le dire- 
zioni di k e B. Se trascuriamo la grandezza piccola pzz (rispetto a 
Pxx); l'equazione di dispersione si divide in due equazioni: 

åniw 47 


iw 2 N 
cè Pr i kip xx = 0; 


k?pyy = 0, 


inoltre è supposto che l'angolo 0 tra k e B non sia troppo vicino a 
n/2 in modo che k? non è troppo piccolo (cos 0 > œ/@ s). Da qui 
deduciamo le leggi di dispersione per due tipi di onde: 


0° — kua Van 


= 89,6 
o = ku, | cos8 | V ay (Pu) 


dove 1) 


Queste onde elettromagnetiche nei metalli si chiamano magneto- 
plasmiche. Le onde del primo e del secondo tipo sono analoghe rispet- 
tivamente alle onde magnetoacustica veloce e di Alphen in un pla- 

1) Nelle leggi di dispersione (89,6-7) la condizione kvp < © significa che 
deve essere u4 > vp. Nei campi B realizzabili questa condizione in effetti può 


essere soddisfatta soltanto nei semimetalli (bismuto) con piccola densità dei 
portatori di corrente. 
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sma !). Quanto alle oscillazioni corrispondenti a un'onda magneto- 
acustica lenta, esse non possono avere a priori la velocità w/k, soddi- 
sfacente la seconda condizione (89,1), e perciò non possono comparire 
qui. 


 § 90. Oscillazioni quantistiche della conduttività di un metallo 
in un campo magnetico 


La teoria dei fenomeni galvanomagnetici esposta ai $$ 84, 85 
aveva un carattere quasi-classico nel senso che la natura quantistica 
si è rivelata soltanto sotto forma della funzione di distribuzione 
degli elettroni, mentre la discretezza dei livelli energetici nel campo 
magnetico (per traiettorie elettroniche chiuse) è stata trascurata. . 
Questa discretezza conduce, tuttavia, a un fenomeno qualitativa- 
mente nuovo, ossia alle oscillazioni della conduttività quale funzione 
del campo magnetico (il cosiddetto effetto Subnikov-de Haas). Questo 
effetto è analogo alle oscillazioni del momento magnetico (effetto de 
Haas-van Alphen), ma la sua teoria è più complicata, in quanto il 
fenomeno è di carattere cinetico e non termodinamico. La conside- 
riamo nei limiti del modello degli elettroni non interagenti, lascian- 
do da parte il problema (probabilmente non studiato ancora) dell’in- 
fluenza degli effetti del liquido di Fermi. 

Così come al $ 84, consideriamo il campo magnetico forte, nel 
senso della condizione (84,1) che scriviamo nella forma 


gir >i, (90,4) 
dove t è la durata del cammino libero degli elettroni e 
op= (90,2) 


la freqaenza di Larmor; m* è la massa ciclotronica degli elettroni 2). 
È ovvio che al tempo stesso il campo non deve essere così forte da 
violare la condizione di quasi-classicità 


hog K Er- (90,3) 
Quanto alla relazione tra fw g e T, essa può essere arbitraria. 
Ci limiteremo allo studio delle oscillazioni quantistiche della 


conduttività trasversale (rispetto al campo magnetico, cioè all'asse 
z) supponendo inoltre, per rendere più semplice la scrittura delle 


1) La possibilità dell’esistenza di queste onde è stata indicata da 
S. J. Buchsbaum e J. Golt (1961). La teoria qui esposta appartiene a E. A. Kaner 
e V. G. Skobov (1963). 

2) Ricordiamo (si veda IX, (57,6)) la definizione: m* = (45/9e)/2x, dove 
S (e, p,) è l’area della sezione della superficie isoenergetica col piano p, = 
= costante; la superficie isoenergetica è definita qui nello spazio p (e non in 
quello p/ž come in IX). 


2i 
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formule, che il cristallo abbia simmetria cubica. In tale cristallo 
la parte simmetrica (dissipativa) del tensore di conduttività ha 
solo le componenti Osx = Oyy € Ozz Una semplicità relativa del 
problema per le componenti trasversali è dovuta al fatto che per 
queste componenti l'influsso degli urti può essere considerato (come 
abbiamo visto al $ 84) come una piccola perturbazione rispetto 
all’influsso del campo magnetico; per la conduttività longitudinale 
0,, le cose stanno altrimenti !). 

Come al $ 84, consideriamo il metallo nella regione della sua 
resistenza residua, in modo che si ha a che fare con gli urti tra elet- 
troni e atomi di impurità. Poiché questi urti sono elastici, elettroni 
di diversa energia partecipano indipendentemente gli uni dagli altri 
alla creazione della corrente elettrica. 

Sia g (e) il numero di stati quantistici dell'elettrone, riferito 
all'intervallo unitario di energie. Allora la densità spaziale del 
numero di elettroni con energia nell'intervallo de è n (e) g (e) de, 
dove n (e) sono i numeri di riempimento degli stati. Indichiamo con 
jy (£) la densità della corrente trasversale generata da questi elettro- 
ni. In presenza sia del campo elettrico che del gradiente della densità 
elettronica, la densità di corrente sarà rappresentata dalla somma 


Jy (€) = eD (e) Fr 8 (8) +0w (€) Ey- (90,4) 


Il primo termine rappresenta il trasporto diffusionale della carica; 
D (e) è il coefficiente di diffusione (nello spazio reale!) degli elet- 
troni con energia e. 

La corrente (90,4) deve annullarsi per la distribuzione 


ô 
no(e— ep) ~ no(t) — eg dt, 


corrispondente all'equilibrio statistico del gas elettronico in un 
campo elettrico costante debole di potenziale œ (r) (n, è la distri- 
buzione di Fermi). Da qui ricaviamo la relazione che lega Oyy (£) 
e D (e): 


dy = — èg (e) D (9) Fe. 


La conduttività elettrica totale, che include il contributo dagli elet- 
troni di tutte le energie, è 


oy=—e | g (e) D (e) Fe de= — è J D (e) EE, (90,5) 


1) Quanto alla parte antisimmetrica del tensore di conduttività, le oscilla- 
‘zioni quantistiche si manifestano soltanto in seconda approssimazione rispetto 


a 1/0gt. 
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Nell'ultima formula la sommatoria è estesa a tutti gli stati quanti- 
stici dell’elettrone; s indica convenzionalmente l insieme dei numeri 
quantici degli stati. La formula (90,5) riduce il problema del cal- 
colo della conduttività al calcolo del coefficiente di diffusione degli 
elettroni in assenza di campo elettrico. 

Il coefficiente di diffusione, a sua volta, va espresso in funzione 
- delle caratteristiche degli atti microscopici di diffusione mediante 
una formula del tipo (21,4): 


D=% (Ay)?/28t, 


dove la sommatoria è estesa agli urti cui l’elettrone è soggetto du- 
rante il tempo ôt, mentre Ay rappresenta la variazione del valore 
medio della coordinata y dell’elettrone in seguito agli urti (ricor- 
diamo che il moto dell'elettrone nel piano perpendicolare al campo 
è finito; nel quadro intuitivo delle orbite quasi-classiche Ay è lo 
spostamento del centro dell'orbita). Indichiamo con 


NimpWys6 (es Sca Es) 


la probabilità della transizione dell’elettrone dallo stato s allo stato 
s' in seguito alla diffusione; la funzione delta esprime l'elasticità del- 
la diffusione e il fattore Nimp (densità degli atomi di impurità) l'in- 
dipendenza della diffusione su atomi disposti caoticamente. Allora 
il coefficiente di diffusione sarà rappresentato dalla formula 


D (e) = Nimp DI (Va — yr)? Web (€s— 8s), 


dove y, è il valore medio della coordinata nello stato s. Sostituendo 
questa espressione nella (90,5), otteniamo per la conduttività 


2 ô s 
Oyy SZ T Nimp di (Ys E Ys)? Qua (eg) W sô (€s — 8y) (90,6) 
s8’ 


(S. Titeica, 1935; B. I. Davydov, I. Ja. Pomerančuk, 1939) 1). 

Per un'applicazione concreta di questa formula bisogna decifrare 
il significato della notazione s. La quantizzazione discreta dei livelli 
energetici dell'elettrone di conduttività in un campo magnetico 
compare per traiettorie quasi-classiche chiuse nello spazio p (cioè 
per sezioni chiuse delle superfici isoenergetiche), il che verrà supposto 
più avanti. In questo caso gli stati quantistici sono definiti da quat- 
tro numeri 


s = (n, Pa Pz = Py 0), (90,7) 
1) Nel caso di diffusione sulle impurità il principio di Pauli non incide 


sulla forma delle espressioni; cfr. l'integrale degli urti (78,14) in cui i prodotti 
nn' legati al principio di Pauli si elidono mutuamente. 
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dove n è un intero positivo (grande); il numero o = +4 assegna il 
valore della proiezione dello spin elettronica e Pw, P, sono le com- 
ponenti della quasi-quantità di moto generalizzata P = p — eA/ec. 
Il potenziale vettoriale del campo magnetico è supposto A, = —By, 
Ay = Az = 0; per la ciclicità delle coordinate x e z le componenti 
della quantità di moto generalizzata P, e P, si conservano (si veda 
IX, $ 58). I livelli energetici, invece, dipendono solo dai tre numeri 
quantici n, pz, o. Essi sono dati dalle espressioni 


Eno (p.) =e(n, P2) + opBE, (P2), (90,8) 
dove e (n, pz) è la soluzione dell’ equazione 
AB 4 

S (e, p) = 2r (243). (90,9) 


Nel secondo termine della (90,8) B = eħ/2mc è il magnetone di Bohr 
e il fattore È, (pz) caratterizza la variazione del momento magneti- 
co dell'elettrone in seguito all'interazione spin-orbitale nel reticolo. 

Il tensore di conduttività studiato ai $$ 84, 85 rappresenta in 
realtà il risultato del calcolo dei valori medi delle funzioni esatte 
Gag (B) rispetto alle piccole oscillazioni quantistiche. In particolare, 
in accordo con la (85,3), il valore medio così calcolato della condutti- 
vità trasversale è 0,, co B~. Mostriamo prima di tutto che questo 
risultato si deduce dalla formula (90,6) e precisiamo il legame esisten- 
te tra le grandezze Ws’, che figurano in questa formula e la funzione 
w (p’, p) nell’integrale quasi-classico degli urti tra elettroni e im- 
purità (78,14). 

È stato già detto al $ 84 che la condizione di quasi-classicità del 
moto dell'elettrone garantisce al tempo stesso l'indipendenza del 
processo di diffusione dal campo magnetico. La probabilità della 
diffusione in assenza di campo, accompagnata dalla trasformazione 
della quasi-quantità di moto p in p’ è stata rappresentata nell’inte- 
grale degli urti (78,14) nella forma 


8 n° 
w(p°, pò (e— e) ir. (90,10) 


Per scrivere questa espressione in forma adatta alla diffusione in un 
campo magnetico è sufficiente trasformarla in variabili che conser-- 
vino il loro significato per il moto nel campo: 


, ' dP x dpz de 
w(Pi pi ei Pa Pr €)8(8—e") Tg (9011) 
(la derivata v, = de/9py è supposta espressa anch'essa in funzione 
delle nuove variabili). La coordinata y nel moto lungo una traietto- 
ria quasi-classica è legata alla quasi-quantità di moto generalizzata 
dalla relazione P, = py + eBy/c; perciò il valore medio (secondo la 
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traiettoria) è 


a Ma = P 
y= eB [Px Dx (8, P2)] = B: ` (90,12) 

Il valore medio della conduttività 0,,, calcolato rispetto alle 
oscillazioni, si ottiene in base alla formula (90,6) sostituendovi la 
sommatoria sulla variabile discreta s con l'integrazione rispetto alla 


variabile continua e. Introducendo per brevità la notazione 


, 4 P w dP dP! 
a (€, Pz P.)=+ | (x— x Poran’ (90,13) 
otteniamo 
= eN ôn j , 2dpz dp; 
Op = — -p fa e ô(e— e’) dede “ar (90,14) 


(il fattore 2 proviene dalle due direzioni dello spin elettronico; la 
probabilità della diffusione è supposta indipendente dallo spin in 
modo che la sua proiezione non varia). L'integrazione rispetto a £” 
elimina la funzione delta. Nell’integrazione rispetto a g, invece, 
si può supporre costante il fattore lentamente variabile a (conside- 
randone il valore per e = p) e integrare solo la derivata dn/de. 
Come risultato abbiamo 


= aN 2dp, dp; 1 
e°Nimp fa Tal E f b (p.)-2dp,. (90,15) 


Passiamo ora all’inclusione della discretezza dei livelli. Ciò si- 
gnifica che al posto dell'integrazione nella (90,14) rispetto alla va- 
riabile continua e (per Py e p, dati) bisogna scrivere la sommatoria 
su n, sostituendo 


Oyy = — psi 


O 


dove 


de (n, Pz) 
hos =H Pe, 


come risulta con chiarezza dalla (90,9) e dalla definizione della 
massa ciclotronica m*. Usando le notazioni sopra introdotte, scri- 
viamo 


eN , Ono (Eno) 
Oyy =— ze f > a (Eno, Pz» pi) E x 
nn'd 
, &p2 dp; 
X ô (Eno — &n'0) Roghog a (90,16) 


(notiamo che, in seguito all’integrazione rispetto alle due variabili 
Pz € pa, si può ritenere simmetrica la funzione a rispetto ad esse). 
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La parte oscillante di questa espressione, Oyy va separata me- 
diante la formula della sommatoria di Poisson (si veda IX, § 63) 
iF O+ N F (n= f F (x) dr +2 Re S 
l=1 


n=1 0 


F (x) e2ritx dx (90,17) 


Sa g 


e compare qui dalla somma in Z; il valore medio 0,y proviene dal 
primo termine integrale. 

Supporremo piccola l'ampiezza delle oscillazioni rispetto al va- 
lore medio Oyy (con ciò la grandezza del campo magnetico è sog- 
getta a una determinata condizione; si veda più avanti la formu- 
la (90,26)). Allora è sufficiente tener conto della parte oscillante 
ogni volta soltanto in una delle somme (estesa a n o a n’) nella (90,16). 
Tenendo conto della simmetria di a rispetto a pz, pz e introducendo 
la notazione b per analogia con la definizione nella (90,15), abbiamo 


~ 4 F pe 
Oyy = zr Re D >i Jio, (90,18) 
Ii o=+1 
dove Jı è la parte oscillante dell’integrale 
T | Ano (Eng) ÎE , 

Jis= — | dn | b (En0» Pe) Giga emin dp». 
Introducendo al posto di n quale variabile d'integrazione la funzione 
€ (n, pz) dalla (90,8), integriamo per parti rispetto a e (il fattore 
lentamente variabile b si può ritenere costante). Il termine così 
integrato non conduce a una dipendenza oscillazionale dal campo 


(e non rappresenta altro che una piccola correzione a Oyy); ometten- 
dolo ricaviamo 


Ja=2nil enitn ble: Pz) dn dp, de. (90,19 
f f oxp EH ĝe z ) 


Qui po = p — oB e viene introdotta la funzione 


S (€, Pz 1 
n(e, p) = I (90,20) 


(cfr. la (90,9)); nell'argomento della funzione b (£no, pz) si è tra- 
scurato il termine BEB rispetto a e grande. 

L'integrazione rispetto a p; nella (90,19) è identica a quella 
nell’integrale (63,8) del volume IX, per lo studio dell'effetto 
de Haas-van Alphen. L’integrale è definito dalle regioni in prossimità 
dei punti p; = pzex (e) in cui n (e, pz) (cioè l’area della sezione S) 
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ha valori di estremo quale funzione di p,. Come risultato otteniamo 
oo 


o= 5 | aV Torp Paires è IRSA) lex E) Aer de, (90,21) 
ex d [exp -p t! | | n/p? Di 
_ dove 
Nex (€) = n (€, Pzex (£)), bex (€) = b (€, Pzex (e)), 


e i segni + o — nell’esponente si riferiscono rispettivamente ai casi 
in cui pzex Sia un punto di massimo o di minimo della funzione 
n (e, p.); la sommatoria è estesa a tutti i punti di estremo. 

L'integrale (90,21), a sua volta, è completamente analogo all’in- 
tegrale (63,9) del volume IX e differisce da esso solo per i fattori 
lentamente variabili b e dnex/de = cmày/ehB nell’espressione inte- 
granda; questi fattori (così come il fattore | 0°n/dpî Taisia) possono 
essere sostituiti con i loro valori per e = p, cioè sulla superficie di 
Fermi. Dopo questa operazione l'integrazione rispetto a € e la som- 
matoria a ø conducono infine al risultato 


0yy= dI 5j (—1) o% cos {1 zer +5}, 


ex l=1 
i 25/2 71/2 (en)!/2 b aS |-1/2 A mg 
U) m Ven) Sex i L ex 
Oy 01/2 p3/2 31/2 dpi o BAr cos ( lex S )» (90,22) 


A, = 2n21T/hog, 0g =eB/mix, 


dove Sex, Eexs Méx, dex vanno calcolati per e = p sulla superficie 
di Fermi !). 

Se per una data direzione di B esiste una sola sezione estremale 
della superficie di Fermi, allora esiste una proporzionalità tra le 
parti oscillanti della conduttività Oyy e della suscettività magnetica 
longitudinale. Confrontando la (90,22) con la (63,13) del volume IX, 
troviamo 


~ (2n)'h3mž ber 3M, 


Sér ðB ` 


Oyy = (90,23) 

I calcoli esposti si basano sulla piccolezza dell'ampiezza delle 
oscillazioni della conduttività rispetto al suo valore medio. Per di 
più, questa ipotesi rappresenta in sostanza la condizione di appli- 
cabilità di tutta la teoria esposta ai $$ 84, 85: è chiaro che i valori 
medi hanno un significato reale solo se sono la parte principale del 
tensore di conduttività. 


1) Le oscillazioni della conduttività sono state studiate da A. I. Achiezer 
(1939) e B. I. Davydov e I. Ja. Pomeranîuk (1939) per una legge quadratica di 
dispersione degli elettroni, da A. M. Kosevič e V. V. Andreev (1960) per una legge 
di dispersione arbitraria. È 
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Per op ~ T l'ampiezza delle oscillazioni è definita dai primi 
termini della somma nella (90,22) in cui 1 ~ 1, M ~ i. In accordo 
con la definizione nella (90,15), bex ~ o B?/pr, mentre la derivata 
ð? S/0p: ~ 1. Da qui ricaviamo la seguente stima dell’ampiezza 
delle oscillazioni: 


o/o ~ (ho pler), ho = T. (90,24) 


Questa relazione è già piccola in virtù della condizione necessaria 
(90,3). 

Se, invece, T < ho p, la stima cambia. In questo caso l’ampiezza 
delle oscillazioni è definita dalla somma di un numero grande di 
termini nella (90,22), nei quali A, ~ 1, cioè Z ~ fio plT >å. Il nu- 
mero di questi termini è dell'ordine di grandezza di Z stesso. A diffe- 
renza della stima precedente qui compare il fattore supplementare 
1-1/2] ~ (ho g/T)/?, in modo che 


ti 3 ( hop E ( fog e f (90,25) 


F EF T 


La richiesta, che questa relazione sia piccola, conduce alla condi- 
zione 


hop < (er T}. (90,26) 


PROBLEMA 


Definire la conduttività trasversale del gas elettronico con legge quadratica 
della dispersione (e = p?/2m). Gli elettroni si diffondono su atomi di impurità 
secondo una legge isotropa con sezione indipendente dalle energie. 

Soluzione. Il problema si riduce al calcolo della grandezza b (pz) che figura 
nelle (90,15) e (90,23). Per la legge quadratica della dispersione p = mv; poiché 
il valore medio della velocità lungo la traiettoria chiusa è nullo, v = 0, allora 
anche p = 0. Perciò, secondo la (90,12), x = cP,le. In accordo con quanto detto 
nel testo, nel calcolare il valore medio (x — x’)? si può supporre il processo di 
diffusione indipendente dal campo magnetico. Inoltre, la differenza tra P e p è 
inessenziale: considerando r = 0 come il punto in cui si trova l’atomo diffon- 
dente, avremo P = p. 

Nel caso in esame la probabilità di diffusione ha la forma vog do'/4x, dove 
do’ è l'angolo solido delle direzioni della quantità di moto p’ dopo la diffusione 
e o la sezione di diffusione totale costante. Questa espressione si può rappresen- 
tare nella forma equivalente seguente: 


Oo 
4nm 


dp; dq' ô (e—e')de', 


dove gp’ è l'angolo azimutale della direzione p’ nel piano xy; qui essa sostituisce 
l'espressione (90,11). Analogamente scriviamo l'elemento di volume dello spa- 
zio p nella forma d°p + mdp; dq de. Inoltre, 


Px = (2me — pè)!/? cos Q. 
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Ora troviamo 

; c?0 dọ dp’ Oc? F i . 
ale, Pi, P)= Bnei j (Pa — Pa)? n ni gapa ne Pi Pr) 
A àu 


e, in seguito, 


Yge dr: 2 V Ime (10 
c me ; 
ble, pa=eNmo | aar enr (ari); 
- Vme : 


dove 1 = 1/cgNimp è la lunghezza del cammino libero. 
n valore medio della conduttività si calcola mediante la! formula (90,15) 
e vale 
Tyv = pp NIB', 
dove N = pp/372h3 è la densità del numero di elettroni. L'area della sezione 
della sfera di Fermi ha un massimo per p, = 0 e, inoltre, Sex = np}. Perciò 


bex = 5c2N/161. 


In accordo con la formula (90,23) troviamo la parte oscillante della conduttività. 


~ = 5 əl 
Oyy = Bow Nep 0B 


La parte oscillante della magnetizzazione M, per il modello considerato è data 
dalla formula (60,6) del volume V. 


Capitolo X 


TECNICA DEI DIAGRAMMI PER SISTEMI 
NON IN EQUILIBRIO 


$ 91. Suscettività di Matsubara 


Lo studio del comportamento di diversi sistemi in un campo ester- 
no variabile debole si riduce di solito al calcolo delle suscettività 
generalizzate corrispondenti. In questo paragrafo saranno dedotte 
le formule che legano la suscettività generalizzata a una grandezza 
ausiliaria che può essere calcolata mediante la tecnica dei diagram- 
mi di Matsubara; con ciò si apre la possibilità di applicazione di que- 
sta tecnica allo studio delle proprietà cinetiche dei sistemi (A. A. Ab- 
rikosov, I. E. DzjaloSinskij, L. P. Gorkov, 1962). 

Ricordiamo la definizione della suscettività generalizzata œ (w) 
(si veda V, $ 123). Supponiamo che l’azione esterna sul sistema si 
descriva con l'introduzione nel suo operatore hamiltoniano di un 
operatore di perturbazione della forma 


Ŷ t) = —if (t), (91,1) 


dove x è l'operatore di Schrödinger (indipendente dal tempo) di una 
grandezza fisica, che caratterizza il sistema, e la forza di perturba- 
zione generalizzata f (t) è una data funzione del tempo; è supposto 
che in assenza di azione esterna il valore medio della grandezza x 
sia nullo. Allora in prima approssimazione rispetto a f esiste un 
legame lineare tra le componenti di Fourier del valore medio x (t) 


e la forza f (t); la suscettività generalizzata è il coefficiente in que- 
sta relazione: 


Zo = a (0) fos (91,2) 
Secondo la formula di Cubo (si veda V, § 126), la funzione a (w) 


può essere rappresentata in forma operatoriale come 


œ 


a (w) =i | ei0t (2, (8) o (O) — To (0) o (1) dt, (914,3) 


0 


dove To (t) è l operatore di Heisenberg definito in base all'operatore 
di Hamilton imperturbato del sistema (fatto che si esprime tramite 
l'indice 0), mentre il valore medio si calcola per lo stato stazionario 
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imperturbato del sistema o secondo la distribuzione di Gibbs, con 
l'operatore di Hamilton imperturbato !). 

Consideriamo ora un sistema formalmente regolato dalle equa- 
zioni del moto « matsubariane », che differiscono dalle equazioni 
reali per la sostituzione del tempo it + Tt; la nuova variabile t assu- 
me i valori nell'intervallo finito 


-NT<ZIKAT. (91,4) 
Supponiamo che questo sistema sia soggetto alla perturbazione 
Ù = —zf (1). (91,5) 


Allora anche il valore medio x sarà funzione della variabile t. Svi- 
luppiamo la funzione f (t) in serie di Fourier nell'intervallo (91,4) 


f(1)= s fse-ist, t,=2asT (91,6) 


e analogamente la funzione x (t) ?). Si chiama suscettività di Matsu- 
bara il coefficiente di proporzionalità tra le componenti di due svi- 
luppi: 


E? = adm (63) fe. (94,7) 


Ora, il nostro scopo consiste, da una parte, nel dedurre per ax (bs) 
una formula analoga alla (91,3) e, dall'altra, nella ricerca di una 
relazione tra ay (%,) e la funzione in esame a (w). Iniziamo dalla 
prima parte del problema. 


Sia Ê l'operatore di Hamilton imperturbato del sistema. L’ope- 
ratore di Matsubara « esatto » della grandezza x si calcola mediante 
la formula 3) 


IM (x) = 071 (t, 0) IM (1) o (t, 0), (91,8) 
dove o è la matrice S di Matsubara, 
i i 
o (t, 0)=Texp { — f Hdr}, (94,9) 
0 


1) In tutto questo capitolo si è posto È = 1. . 

2) Per la grandezza x avente un limite classico deve essere usata una tecnica 
corrispondente al caso della statistica di Bose; questa è la ragione per cui lo 
sviluppo (94,6) si effettua nelle « frequenze pari » bs. 


#) Tutte le formule e nozioni che seguono più avanti sono state già date al 
$ 38 del volume IX. 
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e con l’indice 0 sono indicati gli operatori nella « rappresentazione 
dell’interazione » di Matsubara 1) 


3M (1) = exp (17) z exp (—1Ê.) (91,10) 


e analogamente per vu (©). Nel primo ordine della teoria delle per- 
turbazioni l’espressione (91,9) diventa 
T 


ó (t, 0 x1i— | PM (1°) dv. (94,14) 
0 
Calcoliamo il valore medio secondo la distribuzione di Gibbs 
T (©) = Sp fe-ÎUT2M (1)}. (94,12) 
Secondo la formula (38,6) del volume IX, abbiamo 


e-Î/T = e- Êo/T g (+. 0) = exp(—HolT) (4 sù (1°) dr) 


e secondo le formule (91,8) e (91,14) 
T 
2M (13) œ IM (1)— f (EM (1) DM (r) — PM (1°) M (x)}dr'. 
Ù 


Sostituendo queste espressioni nella (91,12) otteniamo con la stessa 
precisione 
T 


z (1) = Sp {e-ÊoT | l (ÝM (1°) IM (1)— IM (1) VX (1')) de — 


1/T n K 7 
[Prima ]}. 
0 


Nel primo integrale la variabile t° < qt e nel secondo dividiamo la 
regione d'integrazione negli intervalli da 0 a t e da ta 1/7. Dopo le 
semplificazioni e la sostituzione di Vi (x) tramite la (91,5) vediamo 
che il risultato si può scrivere nella forma o 
1/T n 
z(1)= l F (KTM (1) IM (11) di (91,13) 


1) La formula (91,8) è valida nel caso in cui l'operatore iniziale V (1) di- 
penda esplicitamente dalla varialilet (anche se ciò non è stato supposto nella 
deduzione in IX, $ 38). 
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(ricordiamo che l'operatore T, di cronologizzazione rispetto alla 
variabile t dispone i fattori, senza cambiamento del segno del pro- 
dotto, nell'ordine di crescita di t da destra a sinistra); il calcolo del 
valore medio nella (91,13) si effettua secondo la distribuzione di 
Gibbs con l'operatore di Hamilton He. Il risultato del calcolo della 
media dipende unicamente dalla differenza t — Tt’. Infine, rappre- 
sentando f(t’) sotto forma dello sviluppo di Fourier (91,6), otte- 
niamo finalmente la formula cercata che esprime la suscettività di 
Matsubara: 


1/T 
am (Ca) = | eits (T aM (1) 2M (0)) dî. (91,14) 


(U 


Vediamo che a; (Ĉ,) si esprime mediante la componente di Fou- 
rier della funzione di Green matsubariana, costruita in base agli 


operatori x (cfr. la definizione (37,2) in IX). Sottolineiamo la di- 
stinzione dalla formula (91,3) per aœ (w), in cui figura un commutatore 
di ritardo (rispetto al tempo #), anziché il prodotto cronologizzato. 

Per risolvere la seconda parte del problema posto, cioè per tro- 
vare un legame tra le funzioni & (0) e ay (Gs), occorre, partendo dal- 
le formule (91,3) e (91,14), esprimere queste funzioni mediante gli 


elementi di matrice dell'operatore x. Rinunciamo qui ai calcoli cor- 
rispondenti, in quanto praticamente coincidenti con quelli effet- 
tuati in relazione ad altri casi analoghi (cfr. V, $ 126; IX, $$ 36, 37). 
Diamo direttamente il risultato 


a(o= J e-rnt_Lemal'_ (1e mn), (91,15) 


O_ Omn + i0 


m,n 
2 - 
au (L= Di eer dmn 1e mm"), (94,46) 
m, n 


Qui £mn sono gli elementi di matrice dell'operatore di Schrödinger z 
rispetto agli stati stazionari del sistema; ©mn = Em — En. Dal 
confronto di entrambe le espressioni risulta che 


am (6) = @ (its bs >O. (91,17) 


Poiché la suscettività generalizzata æ (w) è reale sul semiasse im- 
maginario superiore œ, la funzione &xr (Č) è reale per È, >O. 
D'altra parte, dalla (91,16) si vede che ax (— ts) = añ (bs). In tal 
modo, ay (t,) è funzione reale pari di &, e si esprime in funzione di 
a (0) mediante la formula 


ay (b) = alito} (91,18) 
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La relazione (91,18) stabilisce il legame cercato. Per la defini- 
zione di a (œ) bisogna costruire una funzione che sia analitica nel 
semipiano superiore della variabile © e i valori della quale nei 
punti discreti © = iL, sul semiasse immaginario superiore coinci- 
dano con ax; (Čs); questa sarà la suscettività generalizzata cercata. 

Il metodo descritto sarà applicato nel prossimo capitolo alle pro- 
prietà cinetiche dei superconduttori. 

Per concludere mostriamo che la conoscenza di œ (œ) consente 
di definire la legge di rilassamento della grandezza x verso il suo 
valore d’equilibrio z = 0. A tale scopo supponiamo che il valore 
iniziale non in equilibrio di x sia generato dalla forza generalizzata 
f (t) agente per t < 0 e in seguito esclusa. Il valore x (t) ad un istante 
t è definito tramite i valori di f durante tutto il tempo antecedente, 
mediante una formula del tipo 

t 
z(t) = f a(t—t)f(t')dt, 


_ co 


inoltre, la funzione a (t) è legata alla suscettività generalizzata me- 
diante la trasformata inversa di Fourier 


(cfr. V, $ 123). Se f = 0 per t >Q0, allora 
0 
z(t)= f a (t— t’) f (t') dt. 
Il comportamento di x (t) per grandi t è definito dall andamento 
asintotico di a (t) per t + co. A sua volta, quest’ultimo è definito 
dal punto singolare della funzione a (@) nel semipiano inferiore, più 
vicino all'asse reale. In particolare, il rilassamento di x secondo la 
semplice legge esponenziale x co e-#7, con il tempo di rilassamento 


T, E alla presenza in æ (œ) di un polo semplice per œ = 
= —i/t. ' 


§ 92. Funzioni di Green di un sistema non in equilibrio 


I problemi della fisica cinetica sono sempre legati allo studio 
degli stati di non equilibrio. Cionondimeno, l'applicazione del me- 
todo descritto nel paragrafo precedente permette di ridurre, in al- 
cuni casi, i problemi del calcolo delle grandezze cinetiche al calcolo 
delle funzioni di Green per sistemi termodinamicamente in equili- 
brio; con ciò compare la possibilità di ricorrere a una tecnica dei 
diagrammi (come quella di Matsubara) tale che per la sua essenza 
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stessa sia applicabile ai sistemi in equilibrio. Naturalmente questa 
possibilità è comunque limitata a questioni fisiche che si riferiscono. 
soltanto a stati debolmente di non equilibrio. — 

Passiamo ora alla costruzione della tecnica dei diagrammi che 
sia adatta, in linea di principio, al calcolo delle funzioni di Green 
dei sistemi che si trovano in stati di non equilibrio qualsiasi. Le 
equazioni per le funzioni di Green che si ottengono con questa tecni- 
ca sono analoghe per il loro significato alle equazioni cinetiche. Ap- 
plicata ai sistemi in equilibrio questa stessa tecnica consente di otte- 
nere le funzioni di Green e le suscettività generalizzate (per tempe- 
rature non nulle) direttamente quali funzioni delle frequenze reali 
continue, senza ricorrere necessariamente al prolungamento analitico. 
(a questo proposito essa può risultare, in casi complicati, più co- 
moda della tecnica di Matsubara) 1). 

La funzione di Green di un sistema non in equilibrio è definita 
allo stesso modo del caso d'’equilibrio: 


iG9,0, (Xi Xa) = (n | To (X1) i, (X2) | n) = 


-| (n | da, (X4) Pi (Xa) | n) ti > tz 
F (n | Ê$, (Xa) Èo, (X) | n), ti < ta 


L’unica differenza è che il valore medio (indicato con il simbolo 
(n|... |mn))si calcola ora per un qualsiasi stato quantistico del 
sistema e non necessariamente per lo stato stazionario, come nel 
caso d’equilibrio 2). Il segno superiore si riferisce (qui e più avanti) 
alla statistica di Fermi, quello inferiore alla statistica di Bose; 
nell'ultimo caso (per un sistema di particelle senza spin) si devono 
omettere, ovviamente, gli indici di spin 0,, 03. Nel caso della sta- 
tistica di Bose si suppone che non esista condensazione, vale a dire 
che o si tratta di sistemi con numero di particelle (fononi, fotoni) 
non conservativo, o che il sistema si trova a temperature superiori 
al punto in cui inizia la condensazione. In un sistema disomogeneo 
non in equilibrio la funzione (92,1) dipende già dalle due coppie di 
variabili separatamente, X, = (t,, r,) e X, = (ta, r2), e non soltanto 
dalla loro differenza X, — X, come nel caso d’equilibrio. 


(92,1) 


1) Questa tecnica appartiene a L. V. Keldys (1964). Sotto certi aspetti è 
simile alla tecnica sviluppata da R. Mills (1962) per gli stati d’equilibrio. 

2) In IX, $ 36, nella definizione della funzione G del sistema in Ean 
per T # 0 è stato incluso anche il valore medio calcolato secondo la istribu- 
zione di Gibbs. A questo proposito ricordiamo ancora una volta che, in accordo 
con i principi fondamentali della statistica, il risultato del calcolo della media 
statistica per un sistema in equilibrio è indipendente dal fatto che sia effettuato 
rispetto alla funzione d’onda esatta dello stato stazionario del sistema chiuso, 
oppure mediante la distribuzione di Gibbs per un sistema in « termostato ». 
L'unica differenza è che nel primo caso il risultato del calcolo della media sarà 
espresso in funzione dell’energia e del numero di particelle nel sistema e, nel 
secondo caso, in funzione della temperatura e del potenziale chimico. 
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La tecnica dei diagrammi deve fornire la possibilità di esprimere 
la funzione di Green del sistema di particelle interagenti mediante 
le funzioni di un gas perfetto. In questo caso, tuttavia, automatica- 
mente compare la necessità di introdurre accanto a G altre funzioni. 
Per non interrompere il filo dei ragionamenti ulteriori, diamo subito 
la definizione di queste funzioni e ne precisiamo alcune proprietà. 

Per ragioni che verranno chiarite nel paragrafo seguente, è oppor- 
‘tuno indicare la funzione (92,1) con G--; scriviamo così questa de- 
finizione nella forma !) 


fi, > (92,2) 
F (Ph <i. 


La definizione dell'altra funzione è 


iGz= TE) -i 


iey = tto] Fist >ho 02,9) 
(ULTI), h < tz 


e differisce dalla (92,2) per la sostituzione del simbolo T con T, che 
denota la disposizione ordinata dei fattori operatoriali nell'ordine 
cronologico inverso, ossia da destra a sinistra nell'ordine di decre- 
scenza dei tempi. 

i Ancora due funzioni sono definite come medie dei prodotti non 
cronologizzati di operatori ¥: 


iG = Pf), iG =F dit). (92,4) 


La differenza di segno in queste definizioni per i sistemi di Fermi 
è legata a una regola generale, ossia alla necessità del cambiamento 
di segno per permutazione degli operatori Y. 

È da notare che la seconda delle funzioni (92,4) coincide per 
i, = t,==t con la matrice densità di una particella; la scrittura 
completa è 


FiG-* (t, ri; t, ra) = Hp (t, ri T2) (92,5) 
(cfr. IX, le (7,47), (31,4)); non importa da quale parte £, tenda al 
limite #, in quanto la funzione G-* è continua per t, = t. Quanto 
al valore della funzione iG*> per t, = t} esso è legato al valore 
iG-* mediante la formula 1 


i{Gt(t, T; t, rg) —G+ (t, r; t, r3)} =r; —Tr2)s (92,6) 


1) Per rendere meno complicate le notazioni, conveniamo di intendere 
‘inclusi gli indici di spin nella notazione convenzionale delle variabili X, cioè 
X = (t, r, g). Laddove ciò non può causare nessun equivoco semplificheremo 
ancora di più le notazioni, denotando i valori degli argomenti X con gli indici 
rispettivi: Y, = Y (X3), Gig = G(X1, X2), Ecc. Infine, conveniamo di scrivere 
il simbolo della media semplicemente come {...) al posto di (nl... | n). 
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che deriva dalla regola di commutazione degli operatori Y di Fermi 
o di Bose. 

Le quattro funzioni G così definite sono indipendenti. Esse sono 
mutuamente legate dalla relazione lineare seguente che deriva 
immediatamente dalla loro definizione: 


G + G++ = Gt + G*-. (92,7). 


Le funzioni G-- e G** sono legate anche dalla relazione di « coniuga- 
zione antihermitiana » rispetto alla permutazione dei loro argomenti: 


Le funzioni G-* e G*-, invece, sono di per sé « antihermitiane »: 
Gi; = Gi Gig = — Ga *. (92,9) 


Nel seguito giocherà un ruolo importante il legame tra queste 
funzioni e le funzioni di Green di ritardo o di anticipo. Queste ulti- 
me sono definite analogamente a quanto fatto nel caso d’equilibrio 
(si veda IX, $ 36): 

Agia 


iGB -{ AD + FF), ti > tz, 
Ti: = 


92,10 
0 » ti<ta ( ) 
gå { 0 > t>ta 
l = A A A A 

$ (E Pi PE), t<to 


Queste due funzioni sono « coniugate hermitiane » l'una dell'altra: 


Gi = GR. (92,41) 
Dal confronto diretto tra le (92,2-4) e (92,10) risulta che 
GR=G-—G* = GH — 644; 
GA = G-- — G*- = G — GH, (92,12) 
Nel caso stazionario e spazialmente omogeneo, in cui tutte le 
funzioni dipendono unicamente dalle differenze t = ti — t er= 
= r; — Fa, esse possono essere soggette allo sviluppo di Fourier 


rispetto a queste variabili. Dalle (92,8) e (92,11) derivano le se- 
guenti uguaglianze per le componenti di Fourier: 


G- (0, p) = —[G** (0, p)l*, G4 (œ, p) = [GF (w, p)l*, (92,13) 


mentre dalla (92,9) segue che le componenti di Fourier G*- (œ, p) e 
G-* (œ, p) sono immaginarie. 

Per un sistema di particelle non interagenti la funzione G-- 
verifica l'equazione 


Gee = ô (X, — Xi): (92,14) 
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dove G-* è l'operatore differenziale 


A . ô ; . ð, A 
ĝt =i- ġe iV) tuig i m TP (92,15) 


(e (p) = p?/2m) e 
ô (X, — X) = So10sd (t — ta) ô (rr — ra): (92,16) 
l'indice (0) nella funzione G significa che essa si riferisce a un gas 


perfetto e l'indice 4 nell’operatore G;! significa la derivazione ri- 
spetto alle variabili t,, ri. Ricordiamo che la funzione è a secondo 
membro dell'equazione (92,14) è dovuta al salto cui la funzione 
G-- è soggetta per t, = ta 1). Lo stesso salto lo subiscono le funzioni 
GR e G4 e, quindi, GIOR e GWA verificano la stessa equazione. La 
funzione G**, invece, ha per t, = tą UN salto di segno opposto e 
perciò 


gaY +H = —ô (X, — Xa). (92,17) 


Infine, le funzioni G*- e G-* sono continue per t, = tz; perciò per un 
gas perfetto esse verificano le equazioni °) 
G3G9* =0, GG *=0. (92,18) 

Calcoliamo tutte le funzioni G per lo stato omogeneo stazionario 
del gas perfetto, caratterizzato da una distribuzione np delle quanti- 
tà di moto delle particelle (non necessariamente d’equilibrio). Per 
rendere più semplici le formule supponiamo che questa distribuzione 
sia indipendente dallo spin. Allora la dipendenza delle funzioni G 
dallo spin (nella statistica di Fermi) va segnata sotto forma del 
fattore do,0»; assieme agli indici di spin ometteremo anche questo 
fattore. 

Scriviamo gli operatori Y del gas perfetto nella forma degli svi- 
luppi ordinari 


Voti, n= D doeapli teme e (0249) 
P 


1) Si veda IX, $9, dove la deduzione dell’equazione not è legata al suppo- 
sto calcolo della media per lo stato fondamentale del sistema e resta valida 
quando la media si calcola per qualsiasi stato quantistico. 

2) Se non si deriva rispetto alle prime variabili, ma rispetto alle seconde 


pelle funzioni G, il segno che precede 10/8? va cambiato, cioè l'operatore ca 
si sostituisce con Ga: 

Ga*eg— = ô (X, — Xa) (92,14a) 
ece. 
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e analogamente per UH (cfr.IX, (9,3)). Nel sostituire queste espressio- 
ni nelle definizioni delle funzioni G, si deve tener presente che gli 
elementi di matrice diagonali sono non nulli soltanto per i prodotti 
di operatori di annichilazione e creazione di particelle con p identico 
e, inoltre, che 


(atà,) = np, (Gg03) = 1 © np. 


Ad esempio, troviamo così 


. i . 5 I d’ 
G®-+ (t, r) =+ -yr | npexp {ipr — ie (p) t+ iph) es 


dove t = t, — t} r = r, — ry. Riscrivendo identicamente questa 
espressione nella forma 


GO-+ (t, mn)=+ 2ni f Np OXP (ipr — iœt) ô (0 —e + u) DER , 
vediamo che 
G9-+ (œw, p) = +2ninð (0 — e + p). (92,20) 


Analogamente troviamo : 
GO- (0, p) = —2xi(1 F rp) ê (o — e + p). (92,21) 


Per il calcolo di GF è più comodo partire direttamente dall'equa- 
zione 


i- —e(—iy)+p ]GOP (t, r)=ô (t) (r), 


risolvendola con il metodo di Fourier e tenendo conto che GF (®, p) 
non deve avere singolarità nel semipiano superiore œ. Da qui rica- 
viamo immediatamente 


GOR (0, p) = lo — e (p) + p + i0]! (92,22) 


(la funzione G%A (w, p), invece, si ricava da qui, secondo la (92,13), 
semplicemente per coniugazione complessa). 
Infine, la (92,12) consente ora di trovare 


G- (0, p=[o—-e(p)+uti01!+2rinp6(0—e+p)= 
= Pi Hin (+ 2—1) ô (o e+p). (92,23) 


Sottolineiamo che l'espressione (92,22) non dipende in generale 
dalle proprietà dello stato (cioè dalla distribuzione np) rispetto al 
quale si calcola la media. Questa proprietà della funzione GR 
(e di G‘%4) non è legata infatti all’omogeneità e alla stazionarietà 
dello stato del sistema supposte a priori nella deduzione della (92,22): 
la funzione GF (X,, Xa) risulta essere automaticamente dipendente 
solo dalla differenza X; — Xa 
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Applicando a un sistema in equilibrio, nelle espressioni (92,21-23) 
si deve intendere con np la funzione di distribuzione di Fermi o di 
Bose. Inoltre, le funzioni G saranno espresse in funzione di T e p; 
con ciò si realizza anche il passaggio dal calcolo della media rispetto 
a uno stato quantistico dato al calcolo della media rispetto alla distri- 
buzione di Gibbs. 


PROBLEMA 


Trovare le funzioni di Green per lo stato stazionario omogeneo del gas 
fononico in un liquido. 

. Soluzione. Analogamente alle definizioni (92,4) abbiamo per il campo fono- 

nico 

iDiz =(P19s); IDIS = (0291), (1) 

dove p' = p+ è l'operatore della parte variabile della densità del mezzo. Es- 

sendo questo operatore autoaggiunto, le funzioni (1) sono legate dalla relazione 

Dir = Dit (2) 


(e, ovviamente, come sempre godono della pro rietà (92,9)). 
Per un gas di fononi non interagenti (si veda IX, (24,10)) abbiamo 


4, A, . k \4/2 ^ ikr- E 
p= p= ş i( se ) (nei kr- — te i(r-uht)) (3) 
k 


(po è la densità imperturbata, u la velocità del suono). Ponendo la (3) nella (1) 
e passando dalla sommatoria all'integrazione, abbiamo 


-DO-+ Lo 2,4 \ ilkr-uht) i (h C+) e ikr- ukt) k d3k 

iD (t, r) Du | { (cher) e + (0, ci) € } (a? ? 
ossia, sostituendo nel secondo termine la variabile d'integrazione k — —k ed 
esprimendo i valori medi in funzione dei numeri di riempimento degli stati 
fononici Ny! 


A A ; 3 
iDO- + (t, 1t) = f Pot {Net + +N y) ei gilet Tn I 


L'espressione integranda (senza fattore ek" ) è già la componente dello sviluppo 
di Fourier nelle coordinate. Sviluppando anche rispetto al tempo, otteniamo 


Dota, Ma LE S (++ Ng) BF) O 


u 


In accordo con la (2) per la funzione D(%+- abbiamo 
D(0+ (0, k) = D®-+ (0, A). (5) 


Le altre due funzioni di Green vanno definite come 
iD =T, iD = (T 0199). (6) 


Inoltre, 
Dir= Dir, Dit=Di}. (7) 
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Per i fononi non interagenti un calcolo analogo dà (cfr. IX, il problema del $ 31) 


FRE 2 _ Pok Ser ES. R pe 
De-- (0, kl=—-[D®*t(, bl*= -7 qi o uk}  ofuk—ið | 


— 2ni [N (0— uk) +N pô (o+ uk)]} (8 


In accordo con la (7), D(9-- (@, k) = D-- (0, —k). 
Dalla formula (8) segue che nella rappresentazione delle coordinate la 
funzione D(9)-- (t, r) verifica l'equazione 


( Ta —u4) DO- (t, r) = poô (1) AS (r), (9) 


che sostituisce l'equazione (92,14) per le funzioni di Green delle particelle 
ordinarie. 


$ 98. Tecnica dei diagrammi per sistemi non in equilibrio 


Ogni tecnica dei diagrammi è basata sulla separazione, dall’ope- 
ratore di Hamilton del sistema, dell'operatore di interazione: Ê = 


= H, + V, dove H, è l'operatore di Hamilton del sistema di par- 
ticelle non interagenti. La tecnica dei diagrammi è la teoria delle 
perturbazioni in V. 

La sua costruzione per un sistema non in equilibrio segue la stessa 
via usata nel caso d’equilibrio per T = 0 !). La funzione di Green 
G = G-- si esprime attraverso gli operatori Y nella rappresentazio- 
ne dell’interazione (cioè per un gas perfetto) mediante la formula 


IG = (SAT IPS, (93,1) 
dove 


A 


$= $(00,—00)=T exp (—i ACIDI (93,2) 


e V, (t) è l'operatore V nella rappresentazione dell'interazione. La 
media si calcola nella (93,1) rispetto a uno stato del sistema di parti- 
celle non interagenti. Nel seguito è comodo supporre che questo stato 
sia stazionario e omogeneo, ma non fondamentale (vedremo nel se- 
guito che questo stato iniziale si può escludere e formulare la teoria 
in modo tale che le equazioni in generale non dipenderanno da esso). 
Qui risiede la distinzione dal caso 7 = 0, in cui la media si calcola 
rispetto allo stato fondamentale. Questa distinzione è molto impor- 


tante: il calcolo del valore medio dell’operatore $-! non si può più 


12 Le considerazioni ulteriori sono basate essenzialmente su quelle di IX, 
$$ 12, 13. 


Dos 
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separare dal calcolo dei valori medi degli altri fattori (come è stato 
fatto in IX, $ 12, passando dalla (12,12) alla (12,14)); il fatto è che 
uno stato non fondamentale si trasforma sotto l’azione dell’operatore 


S7 non in se stesso, bensì in una sovrapposizione di altri stati ecci- 
tati (che si possono considerare intuitivamente come risultato di 
tutti i possibili processi di diffusione reciproca delle quasi-particel- 
le) 1). 


L'espressione (93,1) deve essere sviluppata nelle potenze di V. In 


questo caso è comodo trasformare dapprima $- usando l’unitarietà 
dell'operatore S: 


00 


S1= $+ = Toxp (i f V (t) dt) (93,3) 


-00 


(qui è usato anche il carattere hermitiano dell'operatore V); il 


| simbolo T dell'ordinamento anticronologico è stato già introdotto 


nel paragrafo precedente. 


Sviluppando S e S-? in serie e sostituendoli nella (93,1), otte- 
niamo una somma di termini distinti, in ciascuno dei quali si deve 
calcolare la media mediante il teorema di Wick, e a ogni possibile 
convoluzione a coppia di operatori Y si mette in corrispondenza un 
determinato diagramma °). 

Osserviamo prima di tutto che (così come nella tecnica dei dia- 
grammi per 7 = 0, che si suole chiamare « ordinaria ») si devono 
prendere in considerazione solo i diagrammi connessi, che non con- 
tengono nodi vuoti separati. Quanto a questi ultimi, essi si riduco- 
no reciprocamente. Ciò risulta con chiarezza dall'esame di alcuni 
primi diagrammi, in cui si può notare il principio generale di questa 
riduzione. 

Se tutte le convoluzioni, che conducono a un diagramma connes- 


so, si effettuano all’interno del fattore TY,Y}S nella (93,1), allora 
otteniamo i termini espressi dai diagrammi ordinari descritti in IX, 
$ 13 (ovviamente, con un’altra forma delle funzioni corrispondenti 
alle linee continue). Ricordiamo che qui si parla dei diagrammi nella 


1) Osserviamo che per la stessa ragione la tecnica dei diagrammi esposta 
in IX, $$ 12, 13 è inapplicabile in generale anche per 7 = 0 se esistono campi 


esterni variabili (cioè quando l'operatore V dipende esplicitamente dal tempo 
già nella rappresentazione di Schrödinger): i campi variabili eccitano lo stato 
fondamentale del sistema. Scttolineiamo al tempo stesso che la tecnica qui 
sviluppabile è valida anche in presenza di un campo variabile. ti. 

2) Ricordiamo che nel limite macroscopico la validità del teorema di Wick 
è indipendente dallo stato stazionario omogeneo rispetto al quale si calcola la 
media; si veda IX, fine del $ 13. 
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rappresentazione delle coordinate; per gli stati non in equilibrio 
(quando le funzioni G dipendono separatamente dalle variabili X, 


e X,) il passaggio alla rappresentazione delle quantità di moto è 
scomodo. Altri termini provengono dalle convoluzioni cui parteci- 


pano anche gli operatori Y da $-1= $+. In ognt ordine della teoria 
delle perturbazioni essi si ottengono dai termini ordinari, mediante 
-la sostituzione di qualunque fattore v preso da S, con il fattore V 
da $+. Questi termini sono rappresentati con diagrammi della stessa 
forma grafica, ma con una regola di lettura un po’ modificata. Tali 
modifiche sono conseguenze di tre circostanze: 1) in S* gli operatori 
d’interazione figurano nella forma +iV (al posto di —iV in S); 
2) tutti gli operatori Y in S* stanno sempre più a sinistra degli ope- 
A A A A 
ratori nel prodotto TY,YiS; 3) all’interno del fattore S* gli opera- 
tori sono ordinati con il segno del prodotto T (al posto di T). 
Vediamo come queste modifiche si rivelano nella costruzione 
della tecnica dei diagrammi in un caso elementare, ossia per un si- 
stema di particelle (fermioni, ad esempio) che si trovano nel campo 
esterno U (t, r) = U (X). 
| 1 termini del primo ordine nello sviluppo dell'espressione (93,1) 
sono 


(Tit; (—i f KA A dX) Y na (Ti f tu Y, dx, TYY. 


Per la situazione qui considerata è caratteristico il secondo termine 
di questa somma; nel calcolo della media rispetto allo stato fonda- 
mentale si dovrebbe considerare solo il primo termine. Nel primo 
termine tutti e quattro gli operatori ¥ si trovano sotto il segno del 
prodotto T; le loro convoluzioni a coppie 


| | 
TRE Eo U:F3) (93,4) 


danno i fattori G$}-7 e Gj3--. Nel secondo termine, invece, gli ope- 
ratori Y spostati non sono ordinati mutuamente con il segno T o T 


RO 0 

T (Fs UF.) T (PoPa (93,5) 
le loro convoluzioni danno i fattori G9 +- e Gi9--; inoltre, qui figura 
+iU; al posto di —iUs. 


Introduciamo gli elementi grafici, che differiscono da quelli nella 
tecnica dei diagrammi ordinaria per gli indici supplementari +o — 
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agli estremi delle linee. Le linee tratteggiate con gli indici + o — a 


uno degli estremi (vertice del diagramma) indicano il fattore +iU (X) 
o —iU(X): 


eam =+lU(X) mare = UUO (93,6) 


(cfr. IX, § 19). Alle linee continue con gli indici ai due estremi si 
mettono in corrispondenza le diverse funzioni G: 


t% 2- =g- tè 2- = ¿6r 
A hi (93,7) 
1+ 2+ Hei 


1- 24 š ca) 
= nigth «1 = (6907 


Le cifre agli estremi delle linee numerano gli argomenti delle fun- 
zioni, ossia le variabili X,, Xa 
Allora i due termini (93,4-5) saranno rappresentati dai diagrammi 


Ì 
AO 
1 2- 1- 2- 


Ai due estremi esterni delle linee continue sono attribuiti degli 
indici per sottolineare, rispettivamente, che si tratta delle corre- 
zioni alle funzioni G--. Si sottintende l'integrazione !) rispetto alle 


variabili corrispondenti al vertice del diagramma. In forma anali- 
tica abbiamo 


iG { {GM (iUa) FIGO) DX. (93,9) 


Nell’ordine successivo della teoria delle perturbazioni, il secon- 
do, la correzione alle funzioni G-- viene data dai quattro diagrammi 


I [ l I 
È dida PE RA 
S| +Je+ dro SJ (93,10) 


1) Più precisamente, l'integrazione rispetto a dt d*s e la sommatoria rispetto 
a una coppia di indici di spin uguali. Più avanti intenderemo quest ultima inclu- 
sa nell’integrazione rispetto a d‘X. 
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(gli indici numerici sono omessi). L'indice + a ciascun vertice del 
diagramma si riferisce agli estremi delle tre linee convergenti. 
Analogamente, i termini correttivi in altre funzioni G verranno 
espressi da diagrammi con altri indici ai due estremi esterni delle 
linee continue. Così, per la funzione G7* nel primo ordine abbiamo 


i due diagrammi 
| | 
| | 
7% 7% (93,14) 
= 3: X n 


In tal modo, i diagrammi nella tecnica di Keldy$ si ottengono: 
dai diagrammi della tecnica ordinaria, attribuendo in tutti i modi 
possibili nei vertici e negli estremi liberi l’indice supplementare 
+ o —. Questa regola resta valida anche nella tecnica dei diagram- 
mi per altri tipi di interazione. 

Per un sistema con interazione a coppie tra le particelle, nella 
tecnica dei diagrammi ordinaria alla linea tratteggiata interna, si 
mette in corrispondenza il potenziale di interazione di due particel- 
le. Ora, agli estremi di questa linea si attribuisce ancora una coppia. 
di indici uguali + o —: 


I+ 24 

comes = UKK) = ið (t, -t UT, -r9) 

mo 2z (93,12) 
===- =-iU(K,-X9) 


Così, la correzione del primo ordine alla funzione G--, per un siste- 
ma con interazione a coppia, verrà espressa dalla somma di quattro 
diagrammi: 


= PES 9 9 (93,13) 


Pe ia ii dalia gii 


- — = >= - + + =- - ~ - + = 


(al posto dei due diagrammi della tecnica ordinaria in IX, (13,13)). 
Alla linea continua chiusa su se stessa si mette in corrispondenza,. 
come prima, il fattore N, (u, T) (la densità del gas perfetto), qua- 
lunque sia il segno del vertice. 

È stato già detto che la tecnica dei diagrammi di Keldyš è appli- 
cabile anche ai sistemi in equilibrio per T = 0. Supponiamo che il 
campo esterno non esista e passiamo dalla rappresentazione delle 
coordinate a quella delle quantità di moto, sviluppando tutte le. 
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funzioni G in integrali di Fourier. Allora, nel modo usuale, a ogni 
linea sui diagrammi si attribuisce un « quadrivettore » quantità di 
moto e a queste linee si mettono in corrispondenza, in base alle stesse 
regole, le funzioni U (Q) e G‘%(P) nella rappresentazione delle quan- 
 tità di moto. 
i Per T = 0 la funzione di distribuzione di Fermi è 


i K z (7 P < Pr; 
Np = 
0, p >Ppr 


Perciò, secondo le (92,20-24), per il sistema di Fermi nel caso T = 0 
abbiamo 


GO9-+ (P) = 0 per p >pr, G©* (P) = 0 per p< Pr 
‘e tutti i diagrammi per G--, che contengono i vertici con « + », si 
annullano identicamente. In tal modo, la tecnica dei diagrammi di 
Keldyš applicata ai sistemi in equilibrio (a differenza della tecnica 


di Matsubara) si trasforma direttamente per T = O nella tecnica dei 
diagrammi ordinaria. 


$ 94. Autofunzioni energetiche 


Come ogni tecnica dei diagrammi « sensata », quella di Keldyš 
‘consente di sommare i diagrammi a « blocchi ». I più importanti tra 
questi blocchi sono le cosiddette autofunzioni energetiche. 

Ricordiamo (si veda IX, $ 14) che questa nozione compare nello 
studio dei diagrammi per la funzione di Green, che non si possono 
dividere in due parti congiunte da una sola linea continua. Separando 
i fattori iG® corrispondenti alle due linee estreme di questo dia- 
gramma, rappresentiamolo (nella rappresentazione delle coordinate 
quale funzione dei due argomenti X, e X) nella forma 


| 169 (— By) IGO PX dX, 


La funzione —iZ3,, che rappresenta tutta la parte interna del dia- 
gramma, si dice autofunzione energetica. L’autofunzione energetica 
esatta (indichiamola con —iZ) è definita dalla somma di tutti i 
diagrammi possibili di tale tipo. Poiché nella tecnica considerata ad 
‘ogni vertice va attribuito ancora il segno + o —, esistono quattro 
autofunzioni energetiche esatte in accordo con il segno dei loro ver- 
tici « d'uscita » e « d'entrata >; indichiamole con 277, 2**, 2t, 
st. 

Le funzioni G esatte si esprimono attraverso le funzioni 2 esatte 
con identità, che si possono scrivere in forma grafica; per la funzione 
G- abbiamo 


—= +0 H 0 += (941) 
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e analogamente per le altre funzioni (le linee in grassetto sono le 
funzioni G, i cerchietti le funzioni 2; cfr. IX, (14,4)). In forma ana- 
litica abbiamo 
Gr =G + | {602767 + 
+ Go Ei +61 Din + 
+ GG} d'X,d'X, (94,2) 


14 


e ancora tre equazioni per le altre funzioni G. 
Per una scrittura compatta di queste equazioni è opportuno in- 
trodurre le matrici 


G-- G-t Dirt i 
SE (= ss) + eR ref an 
Allora le quattro equazioni della forma (94,2) si scrivono insieme 
come una sola equazione matriciale 


Ga =GP + | OP Eaa X, dx; (94,4) 


i fattori sotto il segno di integrale vanno moltiplicati secondo la 
regola del prodotto matriciale. 

Analogamente si scrivono insieme le equazioni (92,14-18) cui 
soddisfano le funzioni G del gas perfetto 


GG = oð (X, — X»), (94,5) 


5 =(, A 
aE o EEN D 


Torniamo all’equazione (94,4) e applichiamo ai suoi due membri 


l'operatore Ga. Tenendo conto della (94,5), otteniamo come risul- 
tato un sistema di quattro equazioni integro-differenziali scritte 
sotto forma di una sola equazione matriciale: 


È316,,=0,8(X,—X) + f 0,243632 Kg. (94,6) 


dove 1) 


È da notare che questa equazione si può rappresentare in un'altra 
forma equivalente, se osserviamo che nella scrittura dei diagrammi 
(94,1) le linee in grassetto si possono rappresentare con lo stesso ri- 
sultato a sinistra (e non a destra come nella (94,1)). In altre parole, i 
fattori nella (94,2) si possono scrivere in ogni termine dell’espressio- 


1) La notazione 0,, propria delle notazioni standardizzate per le matrici 
di Pauli, qui non ha a che fare, ovviamente, con lo spin. 
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ne integranda nell'ordine G,,2y3G;g. Applicando l'operatore Ĝ;a* 


alle uguaglianze così rappresentate (si veda la nota a pag. 466), 
otteniamo 


Âz! *G a =0:8 (XX) + | GT x90- 9%. (94,7) 


Le autofunzioni energetiche possono essere rappresentate esse 
stesse sotto forma di una serie di diagrammi a scheletro, agli ele- 
menti grafici dei quali, ossia alle linee continue in grassetto, corri- 
spondono le funzioni G esatte. Così, per un sistema di particelle con 
interazione a coppie abbiamo 


-i= jea + dla Da (94,8) 
ria RZ 


-[dt FN- 
-i£ t= | | + Led + «0. (94,9) 


e 


e analogamente per +*+ e 2*-; i termini successivi della serie con- 
tengono diagrammi con un numero più grande di linee tratteggiate 1). 
In tal modo, le equazioni (94,4) o (94,7) rappresentano un sistema 
completo, anche se molto complicato, di equazioni per le funzioni G 
esatte. 

Le equazioni (94,6) non contengono affatto funzioni G® dipen- 
‘denti dallo stato « nullo » del sistema di particelle non interagen- 
ti 2). Quindi, ogni dipendenza da questo stato scompare. Ma la pre- 
senza nelle equazioni di operazioni differenziali implica la non uni- 
vocità delle soluzioni. Questa non univocità si manifesta nella pre- 
senza delle funzioni G® nelle equazioni integrali (94,4). 

Il sistema di equazioni (94,6) ha, tuttavia, un difetto in quanto 
non tiene conto in forma esplicita della dipendenza lineare delle 
funzioni G, espressa dall uguaglianza (92,7). Per eliminare questo 
difetto bisogna realizzare la trasformazione lineare della matrice 
G, in modo tale da annullarne uno degli elementi mediante la for- 


1) Cfr. IX, (14,9-10), dove tutti i diagrammi elencati del primo e del se- 
condo ordine rientrano nei diagrammi a scheletro (94,8). 

2) E da notare che in queste stadio si può generalizzare sostanzialmente la 
tecnica. In assenza di un campo esterno la serie per G con funzioni Gy, dipendenti 
solo dalla differenza x, — zz, gode anch'essa di questa proprietà. Ma dopo l'e- 
sclusione di G, si possono considerare anche le soluzioni dell'equazione (94,6) 
che dipendono da x, ec x, separatamente. 
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mula (92,7). Questa trasformazione si realizza con la formula 
Œ = R-GR, (94,10) 
dove 


È facile vedere che la matrice trasformata è 


(0 64 
G = ( » a. (94,11) 
dove l 
F =G + G- = G*- G. (94,12) 


Trasformando in questo modo le matrici G® e Z, lasciamo invariata 
l'equazione (94,4). 
La matrice trasformata di X è 


(04,13) 


R 
z = RIER=(; 5 ). 


z4 0 

dove si sono introdotte le notazioni 

Q = 5° + 244, SR = N° + 2-4, SA = g- + E. (94,14) 

Ciò si verifica con un calcolo diretto tenendo conto dell’uguaglianza 
xt+ + 2- = —(24- + 2-4), (94,15) 


che deriva come conseguenza dall’uguaglianza (92,7) (la si può 
ottenere facilmente uguagliando a zero l’espressione 


Gi (G-- + G — G+ — 64), 

costruita mediante le equazioni (94,6)). 

Sviluppando ora l'equazione matriciale trasformata (94,4), otte- 
niamo tre equazioni. Una di esse è i 

GA =G 4 \ GADAGA DX, dX,. (94,46) 

La stessa equazione per GF non dà niente di nuovo in quanto è sem- 
plicemente la « coniugata hermitiana » rispetto all’equazione (94,16). 
Sottolineiamo che questa equazione, sebbene in essa figuri la fun- 
zione GA per un gas perfetto, è indipendente dallo stato « nullo dy 
poiché la funzione G(%4 non dipende da questo stato (come è stato 
notato al $ 92). 

Infine, la terza equazione per la funzione F, dedotta dalla (94,4), 
contiene termini con la funzione F® dipendente dallo stato « nullo ». 
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Tuttavia, questi termini scompaiono sotto l’azione dell'operatore 
differenziale G;j, poiché G3 F = 0. Come risultato otteniamo 


P a= | Quat Es) xa. (94,17) 


Le equazioni (94,16-17) costituiscono un sistema completo di 
equazioni che descrivono, in via di principio, il comportamento di 
un sistema non in equilibrio. La seconda di esse, l'equazione inte- 
gro-differenziale, rappresenta una generalizzazione dell’equazione 
cinetica di Boltzmann; ricordiamo a questo proposito che, in accordo 
con le (92,5-6), le funzioni G-* e G*-, e con esse anche F, sono legate 
direttamente alla funzione di distribuzione delle particelle nel si- 
stema. La soluzione dell'equazione (94,17) contiene un’indetermina- 
zione corrispondente a quella presente nella soluzione dell equazione 
cinetica. Quanto all’equazione (94,16), essa è un'equazione integra- 
le pura e, quindi, non dà alcuna indeterminazione supplementare 
alla soluzione del sistema. 

Sottolineiamo, tuttavia, una particolarità teorica delle equazioni 
(94,16-17), che le distingue nel caso generale da un'equazione cine- 
tica ordinaria: esse contengono due variabili temporali, t, e tẹ, in- 
vece di una. Nel prossimo paragrafo verrà mostrato in che modo que- 
sta distinzione si elimina nel caso quasi-classico. 


$ 95. Equazione cinetica nella tecnica dei diagrammi 


Mostriamo con un esempio elementare come si realizza il passag- 
gio dalle equazioni del tipo (94,16-17) a un’equazione cinetica quasi- 
classica ordinaria. Consideriamo un gas di Fermi debolmente imper- 
fetto alle temperature T ~ er, supponendo soddisfatta la condizione 
di quasi-classicità: gli intervalli di tempo t e le distanze L, alle 
quali variano notevolmente tutte le grandezze, soddisfano le disu- 
guaglianze 


ter >1, Lpe>1 (95,1) 


(cfr. il $ 40). Anche se in questo caso non otterremo, ovviamente, 
niente di nuovo, la deduzione contiene alcuni aspetti istruttivi, utili 
per i casi più complicati. 

L’equazione cinetica quantistica deve definire la matrice densità 
ad una particella p (t, T}, r2) ?). Per passare al caso quasi-classico è 
opportuno ricorrere alla sua rappresentazione mista delle coordinate 
e delle quantità di moto, effettuando lo sviluppo di Fourier rispetto 
alla differenza Ë = ri — r e lasciando la dipendenza delle coordina- 


1) Come nel $ 40, supponiamo una distribuzione degli elettroni indipenden- 
te dallo spin e omettiamo nella soluzione il fattore di spin Bici in p. 
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te da r = (r, + r,)/2. Inoltre, 
r=r+à, r =r— > 
in modo che l’immagine di Fourier corrispondente si scrive 


Grtn, p= ferito (ir+È, ri) ag (85,2 


La trasformazione inversa è 


1 MERONI ritr dp 
p (t, ra ra) = -r | eetan (e, IE, p) EE. (95,3) 
L'integrazione della funzione n (t, r, p) rispetto alle coordinate 
dà la funzione di distribuzione delle quantità di moto delle parti- 
celle, come si vede dall'espressione di questo integrale in funzione 
della matrice densità iniziale: 


Np= \ n (t, r, për= S f e~iplti-ra) 0 (t, r4, 19) dêz dix. (95,4) 


L'integrazione rispetto alle quantità di moto dà la distribuzione 
delle coordinate, cioè la densità spaziale del numero di particelle, 
come si può vedere di nuovo dall’espressione in funzione della ma- 
trice densità: 


N @, 1)= | nG, r, p Pp = Sp (t r, 1). (95,5) 


Quanto alla funzione stessa n (t, r, p) nel caso quantistico generale, 
non la si può considerare affatto come funzione di distribuzione 
delle coordinate e delle quantità di moto contemporaneamente; a 
prescindere dal fatto che ciò contraddirebbe i postulati fondamentali 
della meccanica quantistica, la funzione n (t, r, p) definita dalla 
(95,2) nel caso generale non è neanche positiva. 

Tuttavia, la funzione n (t, r, p) ha il significato letterale di fun- 
zione di distribuzione nell’approssimazione quasi-classica. Per com- 
prendere questo significato, consideriamo l’operatore di una gran- 
dezza fisica riferita a una particella singola e dipendente da r e p: 


f = } (r, p) = f (r, —iv)!). Secondo la definizione della matrice 
densità, il valore medio della grandezza f è dato dall’integrale 


j= f [fp (t, Ti, To)]ri=rz=r dx, 


dove A agisce sulla variabile r}. Sostituiamo p nella forma (95,3) e 
teniamo conto che per le condizioni (95,1) n è una funzione di ri, 


che varia più lentamente del fattore exp (ipr;). Perciò è sufficiente: 


1) Per fissare le idee, si può supperre che tutti gli operatori V si trovino 
& destra di r. Nell’approssimazione quasi-classica ciò è inessenziale. 
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derivare soltanto quest’ultimo, il che si riduce alla sostituzione 
—iVi — p. Allora Vospressione f diventa 


2 4 d3 
j=- [1 p) n (t, r, p) d'z ar» (95,6) 


il che (per l’indeterminazione di f) corrisponde alla definizione della 
funzione di distribuzione classica. 

Nel seguito scriveremo le equazioni per la funzione di Green 
G- (X,, X3), che è legata in modo più stretto (secondo la (92,5)) 
alla matrice densità. Introduciamo per essa la rappresentazione 
mista « quadridimensionale » 


G-+ (X, P)= f eiPEG=+ (X448, X-3E) aB, (95,7) 


dove P = (o, p), X = (t, r), E = (È, $) e, inoltre, t = (t + t,)/2, 
i, = t, — to. Allora 


në pasi f a= (X, P) $2; (95,8) 


T'integrazione rispetto a dw/2x è equivalente a porre t, = t}. 
Dopo queste definizioni preliminari passiamo alla deduzione 
dell'equazione cinetica. 
Consideriamo la componente (— +) delle equazioni (94,6) e 
(94,7) e costruiamo la differenza, termine a termine, 


GÂD CR = (70 + ERGY + 
HEGER HOGER) Xa. (95,9) 


L'operatore agente sulla funzione G;} a primo membro dell’equazio- 
ne è 


i A- i ô, ô 1 
dat âd= —i (aet ay) m (AA 


“2m 
=—i (F-+ViWi). 


Passiamo ora in ambedue i membri dell'equazione (95,9) alle 
componenti di Fourier (95,7) e poniamo f, = t, (0, il che è lo stesso, 
integriamo rispetto a dœ/27). Tenendo conto della (95,8) troviamo 
che il primo membro] dell'equazione (95,9) assume la forma 


ôn p ôn 


coincidente proprio con la forma del primo membro dell'equazione 
cinetica per la funzione di distribuzione n (t, r, p). Perciò il secondo 
membro dell'equazione (95,9) dopo la trasformazione di Fourier deve 
dare l'integrale degli urti St n. : 


TECNICA DEI DIAGRAMMI PER SISTEMI NON IN EQUILIBRIO 481 


Il passaggio alle componenti di Fourier in questa parte si realizza 
partendo dalle condizioni di quasi-classicità. L'integrale nella 
(95,9) è la somma di termini della forma 


| 2 (Xn Xd) G (Xn Xa) Xa. 


Esprimiamo i fattori 2 e G in funzione delle differenze e delle se- 
misomme di « quadricoordinate »: 


{3 (Xi— Xs, KEN) G (Xy Xn FE), 


Nel passare alle componenti di Fourier nei primi argomenti è essen- 
ziale la regione di valori delle differenze di coordinate |r; — r; | 
{rg — ra] 41/p e delle differenze di tempi |t; — t3 h |t3- 
— t | ~ 41/8. In accordo con le condizioni (95,1), in questi inter- 
valli X e G, quali funzioni dei loro secondi argomenti, variano poco. 
Perciò questi argomenti si possono sostituire approssimativamente 


con i valori X = (X, + X.)/2: 
| 2 (X1— Xn X) G (Xs— Xa, X) Xa; 


dopo questa operazione si può passare alla rappresentazione di Fou- 
rier per un dato valore X. Come risultato il secondo membro dell’e- 
quazione (95,9) assume la forma 


Stn=— | {3+ (6e) (27 Ha) 
= | {27G 4 GA S (95,10) 


dove tutte le funzioni nell'espressione integranda hanno gli argo- 
menti identici (X, P) = (t, r; œ, p); nella seconda uguaglianza sono 
state usate le relazioni (92,7) e (94,15). 

Applichiamo la formula (95,10) al modello del gas di Fermi quasi 
perfetto, studiato già in IX, $$ 6, 21. Come in quel caso, supporre- 
mo convenzionalmente che il potenziale U (r, — rg) di interazione 
tra le particelle soddisfi la condizione di applicabilità della teoria 
delle perturbazioni; per passare all'interazione propria (che non sod- 
disfa questa condizione) è sufficiente esprimere la risposta in funzione 
dell ampiezza di diffusione. 

Partendo dallo scopo di trovare l'integrale degli urti nella prima 
approssimazione non nulla della teoria delle perturbazioni rispetto 
all'interazione tra le particelle, si può supporre che le funzioni G 
esatte nella (95,10) siano legate alla funzione di distribuzione n 
dalle stesse formule (92,20-21) che nel caso del gas perfetto; ciò si- 
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gnifica che vanno trascurate le piccole correzioni, a causa dell'intera- 
zione, all'energia e = p°/2m di una particella del gas 1). A rigore, le 
espressioni (92,20-21) si riferiscono allo stato stazionario e omogeneo 
del gas; nel caso quasi-classico, invece, essendo lenta la variazione 
di n con le coordinate e con il tempo, si può ricorrere alle stesse 
espressioni intendendo con rp la funzione n (t, r, p), in cui ter fun- 
gono da parametri. L'integrazione rispetto a © elimina la funzione 
delta e si ottiene infine 


Stn=iX*(e—- p, p; i, r) [1 —n (t, T, p)l + 
+ ilt- (e — p, pit, r)n (t, r, p) (95,41) 


Già dalla forma stessa di questa espressione è chiaro che il primo 
termine in essa descrive l’« arrivo » di particelle, che è possibile 
soltanto per 1 — n = 0; il secondo termine descrive l’« uscita » 
proporzionale a n. Restano da calcolare le autofunzioni energetiche 
Dite Lt, 

Il primo contributo che non scompare in queste funzioni proviene 
dai diagrammi del secondo ordine (si veda la (94,9)); così 


p’ ) 
a_n 
-izt = | PI + | P | 
| | | I. (95,42) 
tg ina eri 
a) b) 


dove P; = P + P, — P'. Dopo la sostituzione di U con U, i con- 
tributi a X da questi due diagrammi sono legati dall uguaglianza 
Za = —2%, (il segno meno è dovuto alla chiusura del nodo nel dia- 
gramma a e il coefficiente 2 alla sommatoria degli spin in questo no- 
do; cfr. i calcoli analoghi in IX, $ 21). Sviluppando il diagramma b 
in forma analitica, otteniamo 


i+ (P)= | 6 (P) GH (P) GH (P) U2 pp) 


In un gas degenere la lunghezza d'onda delle particelle (~1/p) è auto- 
maticamente grande rispetto al raggio d'azione delle forze di intera- 
zione in virtù della rarefazione del gas (si veda IX, $ 6); ciò consen- 


1) Proprio questa omissione consente di non considerare le altre componenti 
dell'equazione (94,6), cioè supporle soddisfatte identicamente in un’approssi- 
mazione necessaria, i 
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te di sostituire a U (p, — p’) il valore per p, — p’ = 0: 
U,= í U (r) dsx. 


Sostituendo per le funzioni G-* e G*- le espressioni (92,20-21) ed 
eliminando le due funzioni delta con l’integrazione rispetto alle 
componenti « temporali » dei quadrivettori P, e P’, possiamo vedere 
‘che il primo termine nella (95,11) coincide effettivamente con il ter- 
mine « d'arrivo » nell’integrale degli urti (74,5) (inoltre, w = 217). 
Si calcola analogamente 2*- e si trova che anche il secondo termine 
nella (95,11) coincide con il termine « d'uscita » nello stesso integra- 
le degli urti. 


Capitolo XI 
SUPERCONDUTTORI 


$ 96. Proprietà alle alte frequenze dei superconduttori. 
Formula generale 


Nel volume IX, $ 54 sono state dedotte le formule che legano la 
corrente in un superconduttore al potenziale vettoriale del campo 
elettromagnetico in esso. Qui queste formule saranno generalizzate 
al caso di un campo variabile con il tempo. Come in IX, studieremo 
questo problema nei limiti del modello BCS considerando gli elet- 
troni nel metallo come un gas isotropo con debole attrazione tra le 
particelle 1). 

Come sempre nei metalli (e tanto più nei superconduttori), nelle 
equazioni di Maxwell si può trascurare la corrente di spostamento, 
scrivendo cioè 


rot H=-j. (96,1) 
Ne segue che in questa approssimazione 
divj=0. (96,2) 


Per la descrizione del campo consideriamo una gauge in cui il poten- 
ziale scalare ọ = 0. Il legame lineare tra le componenti di Fourier 
dello sviluppo (nel tempo e nelle coordinate) della densità di corrente 
e il potenziale vettoriale del campo è scritto nella forma 

ia (0, k) = —Q (0, k) (ant Pat ) Ag (0, k), (96,3) 
che verifica identicamente l’equazione (96,2), cioè la condizione 
kj (0, k) = 0. La parte longitudinale (lungo k) del vettore A scom- 
pare dalla relazione (96,3) e in generale dalle equazioni in modo che 
la si può porre nulla, supponendo cioè che KA (œ, k) = 0. Per un 
tale vettore A il legame tra la corrente e il campo si riduce a 


i (0, k) = —0Q (o, k) A (0, k). (96,4) 


Il nostro scopo è di calcolare la funzione Q (œ, k). Questa gran- 
dezza appartiene alla categoria delle suscettività generalizzate e per 
la soluzione del problema ricorriamo al metodo esposto al $ 91. 


1) I risultati di questo paragrafo e del prossimo appartengono a J. Bardeen, 
D. C. Mattis (1958) e a A. fi . Abrikosov, L. P. Gerkov, 1. M. Chalatnikov (1958). 
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Seguendo questo metodo, introduciamo in modo formale nel- 
l'operatore di Hamilton del superconduttore il « potenziale vettoria- 
le » dipendente dalla variabile di Matsubara q (e dalle coordinate) +): 


A (T, r) = A (ba, k) A-E , g, = 2as7. (96,5) 


Mediante le equazioni di Gorkov calcoliamo la correzione lineare 
‘rispetto ad A alla funzione di Green di Matsubara: 


D (Ti ri; Ta ra) = JO (Ti — Ta r3 — ra) + 
+ JP (Ti, ri; Tas ra); (96,6) 


in virtù dell’« omogeneità in t » e dell’omogeneità spaziale del su- 
perconduttore imperturbato, la funzione & ‘0 dipende unicamente 
dalla differenza dei suoi argomenti. La densità della corrente i(t, r) 
si esprime attraverso la funzione di Green mediante la formula 


j(t,r)=— de IV WEA (1, rT; lese — EN A (T, r), (96,7) 
m T'=T+0 me 


dove N è la densità del numero di particelle 2). Questa relazione con 
il campo (96,5) avrà infatti la forma 


Í (T, r) = —Qu (bn k) A (T, r). (96,8) 

Il coefficiente Qar in essa è la suscettività di Matsubara e, secondo 
la (94,18), 

Q (i | És |, k) = Qm (s, k). (96,9) 


Per la definizione della funzione cercata Q (œ, k) si dovrà realizzare 
il prolungamento analitico dai punti © = i| %, | a tutto il semi- 
piano superiore. 

L'andamento del calcolo di Qy è analogo ai calcoli in IX, $ 51. 
Ricordiamo che nella gauge dei potenziali con div A = 0 la corre- 
zione alla fessura A nello spettro energetico non esiste e le equazioni 


di Gorkov linearizzate per le funzioni di Green Į e # hanno la 
forma 3) 


ô y2 È , , a , 
|P+1+ MES (t, ri T, r)AAF O (T, r; t, r')= 
ie , 
= — -i A(T r) VO (1-7, rr), (96,10) 
d y2 |= , , 
[i t Ha] FO 0 n v, r) 490057, r’) = 
=> A(t, r) VFO (t—T, rr). 
1) In questo paragrafo poniamo ñ = 1. 
2) Si veda IX, (51, 17). Nel confronto con le formule in IX, $ 51 ora si deve 


tener presente che e indica una grandezza positiva, cioè la carica elementare. 
3) Indichiamo l'operatore di Laplace V? per distinguerlo dalla fessura Al 
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Per il campo della forma (96,9) si può subito individuare la di- 
pendenza di F W e F (®© dalle somme t + t'er + r, ponendo 


GOD= g(t— vr, r—r')exp [k (r+r’)—- bs (t+) ] (96,11) 


e analogamente per E con la funzione fal posto di g. Così, dopo 
questa sostituzione la prima delle equazioni (96,10) diventa 


[- (4-ta (vH) telera 
= -L A Qa k)exp [5k er) tr) ]|v90. 


Sviluppiamo ora tutte le grandezze in serie di Fourier di t — T’ 
e in integrali di r — r’: 


gaT D fel plexplipr—itin gir (96,12) 


s'=-00 


ecc. Come risultato otteniamo per le componenti di Fourier il si- 
stema di due equazioni algebriche 


[i (+5) a (+3) He Jee HAr E p) = 


E pAn k) 9O (ty -E, p- ), 
[ui (t+ 4) 43 (p + i) eN C P)— 
— Af (ti, P) = — 7 PA (Ca k) FO X 
x (te =, P_5). 
Le funzioni di Green « imperturbate » 9® e FW per un sistema 
di Fermi si sviluppano in serie di Fourier con « frequenze dispari »: 


(2s + 1) xT. Perciò dalla (96,13) segue che le «frequenze » bs 
assumono i valori 


(96,13) 


br = (2s +1 — s) aT. 


Le funzioni $ e F% sono date dalle espressioni (si veda IX, 
(42,7-8)) 


JO Ga P= -E FO Cn = 


ata: (96,14) 
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dove l 
2 

n=- —u X vr (p — Pr), e? = A2 + n? (96,15) 


(la costante A è supposta reale). Queste formule consentono di ri 
durre facilmente la soluzione del sistema (96,13) alla forma 


g (te, P) =- PA (Ca, p) (50 (P) 9O (P)+ 
+F0 (P) FO (P_)}, (96,16) 


dove 
, k 
Pa= (t+, p4). (96,17) 
Usando le (96,7), (96,11-12), otteniamo la densità di corrente 
i 2 I. Ne 
ia h=- I [peli EIA 


con la funzione g data dalla (96,16). Tenendo conto della trasversali- 
tà dei vettori j e A rispetto a k, calcoliamo la media, sotto il segno 
di integrale, secondo le direzioni del vettore p, nel piano perpendi- 
colare a k. Le funzioni #9 e #0 nella (96,16) sono indipendenti 
dalla direzione di p,; il calcolo del valore medio del fattore p; (p1 A) 
lo trasforma in Ap? sen? 0/2, dove O è l’angolo tra pek. Come ri- 
sultato otteniamo infine la seguente espressione per la suscettività 
di Matsubara: 


Qu (ta ky= +47 D p*sontax 
x [FO (P) 9O (P) + FO (P) FO), (96,18) 


(2m)? * 


Occupiamoci ora del prolungamento analitico di questa funzione 
dalla serie discreta di punti ¢, = 2sn7 a tutto il semipiano destro 
della variabile complessa ¢ (cioè al semipiano superiore della va- 
riabile œ = it). Il problema si riduce al prolungamento analitico 
dell’espressione integranda nell’integrale rispetto a dp; conside- 
riamo, ad esempio, il suo primo termine 


Ju (b) =T 5 CA (tie + 4) S. (t — t) = 


s'=-00 


=T 5 9, (CS +1) aT) (2s +1) aT-—t,) (96,19) 


s'me — 00 
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(per brevità omettiamo l'indice (0) e sostituiamo agli argomenti 
P+ = p + k/2 gli indici +). Questa espressione può essere rappreson- 
tata sotto forma dell’integrale 


In (= 799, (99 ted (86,20) 


esteso ai tre contorni chiusi C}, Cs, Cs (fig. 32) che in generale abbrac- 
ciano tutto l'insieme infinito di poli del fattore tg (2/27), che esso 
ha nei punti z = (2s' + 1) nT (punti nella figura); i residui delle- - 
spressione integranda in ciascuno di questi poli forniscono i termini 


Cr Ca Ca Cz © 
| 
| 
| 
| 


Ci cz | C3 Ts 


IU | 
| | 
| | 


Fig. 32 Fig. 33 


corrispondenti alla somma (96,19) (all'infinito Ẹ (z) œ 1/z in modo 
che l’integrale è convergente). Nella scelta dei contorni si è tenuto 
conto che la funzione Ẹ (z) è analitica in ciascuno dei due semipiani 


_JS GB (iz), Rez>Q0, 
52) ={ GA (iz), Rez<0, 


dove GR e G4 sono due funzioni analitiche (le funzioni di Green di 
ritardo e di anticipo, si veda IX, $ 37); l’asse immaginario z è, in 
generale, una sezione per la funzione & (z). 

Sviluppiamo ora i contorni in modo tale che passino vertical- 
mente lungo entrambe le sponde delle linee di taglio Re z = 0 e 
Rez = È, (fig. 33; i tratti di chiusura infinitamente lontani non 
sono rappresentati). Nella coppia di linee C,, C, cambiamo la va- 
riabile d'integrazione ponendo z = im’ e nella coppia C}, Cs po- 
niamo z — £, = io’. Allora per s, >0 abbiamo 


Inth= = | {te r IGF (0) — G (01 Gf (0 — iba) + 


— 00 


+ tg SEE [GF (09) — 64 (0161 (o +ib} do’. (96,21) 
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Nel dedurre questa espressione il valore di Es era ancora fissato: È, = 
= 2nsT. Ma per questi valori 


, 


iw’ ‘ io” : (0) 
tg Te tg ap =ith 7. 


Dopo questa sostituzione l’analiticità dell'espressione (96,21) per 
tutti i valori &, >0 è evidente in virtù dell’analiticità delle funzioni 
GA e GR nei semipiani corrispondenti. Ponendo ora ibs = @, otte- 
niamo la seguente espressione prolungata analiticamente 1): 


J (@)=Ju(—io) = 7 | th -r (GF (0) — G$ E 
x G (0° — 0) + [GF (09) — GÉ (@')] GE (0'+0)} do". (96,22) 


Allo stesso modo si realizza il prolungamento del secondo ter- 
mine nell'espressione integranda della (96,18) e si ottiene un risul- 
tato che differisce dalla (96,22) solo per la sostituzione delle funzioni 
GR e GA con F*F, F+A4 2). Tutte queste funzioni sono date dalle 
espressioni (si veda IX, $ 41) 


R P da 
G” (0, => + a ? 
(96,23) 
P) =e | oteti  o—eFið i£ 


dove 


Le funzioni G4, F*4, invece, differiscono da GF , F+R solo per il 
segno che precede i0. Perciò Da 


GP GÉ4=2ImGF=—n[u38(0—e) + v38 (0+%)], 
PHR PHA 52 [8 (o—e)—ô (0 +e)] 


e l'integrazione nella (96,22) si riduce all'eliminazione delle funzioni 
delta. 


1) Tale metodo di prolungamento analitico appartiene a G. M. Eliašterg 


(1962). 
2) Per la definizione della funzione di Green F+ (corrispondente alla fun- 


zione della temperatura F) si veda IX, § 41. Le definizioni delle funzioni ptR 
e FTA differiscono da F+ per la sostituzione del prodotto 7 con un commutatore, 
analogamente al legame tra GR, GA e G. 
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Dopo una serie di trasformazioni algebriche semplici, ma piutto- 
sto lunghe, si ottiene infine la seguente espressione 1): 


Ne 2 + 
Qe, = Ta f p?sen?0 th 55 X 
! nn-+A? |] 1 E N E 
x {[1 T E [e + ey E-+0+i0 Ja 
men- A? 1 ia a di EP 
+[1 ALT] [ “een eL+e-+0+i0 }} (27)? ? 


(96,24) 


dove 
nd (P4 aa 6689 


I due termini tra parentesi graffe nell'espressione (96,24) hanno 
origine e significato notevolmente distinti. I1 primo è dispari in p; 
perciò l’integrale di questo termine si annulla per T=0 (quando il 
fattore th (e4/27) = 1). Questa parte di Q è legata alla dinamica 
senza urti delle eccitazioni elementari. La sua parte immaginaria, 
esistente per tutti i k e œ, è legata allo smorzamento senza urti di 
Landau. 

L’integrale del secondo termine resta non nullo anche per T = 0. 
Questa parte di Q è legata alla generazione o alla scissione delle 
coppie di Cooper. I poli dell'espressione integranda in questa parte 
si trovano per £4 + e- = +o. Per la loro esistenza (e quindi per 
la comparsa della dissipazione, ossia della parte immaginaria di Q) 


la frequenza deve superare 2A, cioè l'energia di legame della coppia 
di Cooper. 


$ 97. Proprietà alle alte frequenze dei superconduttori. 
Casi limite 


Passiamo allo studio della formula generale (96,24). Qui il nume- 
co di casi limite è molto grande a causa della presenza dei quattro 
parametri ĥo, kvp, A, T tra i quali possono esistere le relazioni 
più disparate. Consideriamone alcune. 

Per ho > A la presenza di una fessura nello spettro del super- 
conduttore è inessenziale. Ponendo in prima approssimazione A = 


1) In IX, $ 54 è stata sottolineata la necessità di effettuare con prudenza 
il calcolo della somma e degli integrali della forma (96,18), a causa della lentez- 
za con cui decresce l'espressione integranda. Nell'ordine di operazioni qui indica- 
to questa difficoltà non esiste più. Ne è prova il fatto che l’espressione definitiva 
(96,24) soddisfa la condizione necessaria: Q=0 per A=0ew=0 (metallo 
normale in campo costante); si veda la nota a pag. 492. 
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= 0, otterremo la formula per la costante dielettrica trasversale del 
gas di Fermi elettronico normale; non ci soffermiamo sui corrispon- 
denti calcoli 1). 


Caso di London 


Consideriamo il caso limite di London in cui 
hkvr & An (97,4) 


dove A, è il valore di A (7) per T = 0. In questo caso supponiamo 
che A < T, il che esclude la regione di temperature troppo basse. 
Riteniamo la frequenza piccola nel senso che œ < kvp. 
Per k— 0 
1—4 ok. 
848- 


Perciò il secondo termine tra parentesi graffe nella (96,24) è piccolo 
e lo si può trascurare. Nel primo termine, invece, la prima espres- 
sione tra parentesi quadre si sostituisce con 2; dopo questa sostitu- 
zione e tenendo conto della disparità della seconda espressione tra 
parentesi quadre quale funzione di p, scriviamo 


_ Ne a La e__° p? sen? 8 d*p 
do, k)= me 2m?c f [th 2T —th 2T ] €,—E.—ħo— ið (27A)? * 


Osservando che th (2/27) = íi — 2n, (e), dove 
no (e) = le/T + 1]* (97,2) 


è la funzione di distribuzione delle eccitazioni elementari nel gas 
di Fermi superconduttore (cioè la distribuzione di Fermi con il 
potenziale chimico nullo), scriviamo 


£ E- d 
th -7 — th 7 = — 2 [7 (e,) — m (e-)] ~ — 2h kv F5, 
dove 
SE 
ôp me 
Allora 
; _ Ne , è Ong kv p?sen?9 d?p 
Q(0, k) = mc ui mc f de kv—o—ið (2n) * (97,3) 


1) Il legame tra Q (œ, k) e la costante dielettrica trasversale e; (0, k) va 
precisato nel seguente modo. Esprimendo la densità della corrente in funzione 
del vettore polarizzazione mediante la formula —i@P = j e introducendo al 
posto di A l'intensità del campo elettrico E = i@A/c, riscriviamo la relazione 
(96,4) nella farma P = —cw-=0E. Da qui si vede che 


—c0/a? = (e, — 1)/4n. 
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Per œ = 0 questa espressione coincide, come ci si doveva aspetta- 
re, con il valore di London N,e?/me, dove N, (T) è la densità degli 
elettroni superconduttori t). Perciò si può riscrivere la (97,3) nella 
forma equivalente seguente: 

Nse oe? ông p?sen?ĝ d3p 
lo + aio (4) 
Il secondo termine in questa espressione descrive il contributo alla 
costante dielettrica da parte delle eccitazioni elementari nel gas di 
Fermi °). 

Per œ < kv si può trascurare œ al denominatore dell’ espressione 

integranda nella (97,4): 


1 
_ Ne we? sen? 0dcos0 ( dn, pt 
Q (0, k)= me + 4n2ch*k cos 0— i0 | de mw dp. (97,5) 
1 


L'integrale rispetto a cos 6 si calcola in base al residuo nel polo 
cos 0 = i0 e vale in. L’integrale rispetto a p, riscritto nella forma 


Ono pe 
de n dn, 


diverge logaritmicamente per |n|< A. Tagliandolo per i valori 
in | ~ ©4/kvp (per cui kv ~ œ), otteniamo con precisione loga- 
ritmica 


A 
ô d 
oi e=A PEA-2 | x È 
Qui di A/K p 
mndi 
N.e? o e? pz Ao ln (kvp/®) 
sti —— r ar 97,6 
Sei 2rch3Tk (e%/T 41) (e CNIT 41)" a 


La parte immaginaria di Q definisce la dissipazione; il suo segno 
negativo corrisponde al segno positivo della parte immaginaria della 
costante dielettrica. 

L'espressione (97,6) diventa inapplicabile per T —> T. quando 
N, e A tendono a zero. Qui il contributo principale all’integrale 
rispetto a p nella (97,5) proviene dalla regione n ~ T > A, nella 
quale si può porre A = 0. In seguito otteniamo 

. 301 Ne w 
Q (0, k)= —i -7 -me top’ 

1) Ciò si prova facilmente mediante le formule dedotte nel $ 40 del volu- 
me IX nel calcolare p = mNs. È da notare che Q (0, k) si annulla (assieme 
a Ns) per T — Te, come è stato già detto nella nota a pag. 490. 

2) Questo risulta dal confronto della (97,4) con la formula (2) per la costante 
dielettrica trasversale del plasma elettronico senza urti nel problema 2 del $ 31. 
Nel confrontare si deve tener presente che il caso di London corrisponde al limite 
quasi-classico, in modo che la formula per il gas degenere differisce dalla formu- 
la per il plasma di Maxwell soltanto per la forma della distribuzione e per la 
legge della dispersione £ (p). 
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dove N = p#/3n°h? è la densità degli elettroni. Questa espressione 
corrisponde semplicemente all’effetto skin anomalo in un metallo 
normale (con la legge di dispersione e = p°/2m) +). 


Caso di Pippard 


In un campo magnetico statico il caso limite di Pippard cor- 
risponde alla disuguaglianza 


hkvr DA ~ Te (97,7) 


Considerando un campo elettromagnetico variabile, aggiungiamo 
anche la condizione 
ktp > o. (97,8) 


I calcoli in questo caso si rendono notevolmente più semplici 
se sottraiamo preliminarmente dall'espressione (96,24) per Q (œ, k) 
il suo valore statico Q (0, k); questa operazione si riduce all’elimina- 
zione del termine costante Ne?/mc e alla sottrazione da ogni termine 
(e+ + £- + o) nell'espressione integranda dello stesso termine 
con œ = 0. La differenza Q (w, k) — Ọ (0, k) risulta essere pro- 
porzionale a 1/k. Allo stesso modo dipende da & il valore di Pippard 


Q (0, k): 


cb 4nNe? 3n? A 
CO k)= 7 f= ZA (97,9) 


(si veda IX, (51,21)). Perciò si può scrivere Q (©, k) nella forma 
Q (0, k)=-77[B+7(0)], (97,10) 


dove y (w) è una funzione da calcolare che si annulla per © = 0. 
È da notare che in virtù della stessa dipendenza da k resta valida 
anche la formula IX, (52,6) per la profondità di penetrazione è, 
nella quale si deve soltanto sostituire B con B + 7 (œ). Ma essendo 
y (œ) complesso (si veda più avanti), in questo caso è naturale ricor- 
rere non alla è stessa, bensì alla grandezza ad essa legata, ossia al- 
l'impedenza superficiale ¢ (0) = —iwd/e. 

Nell'integrale che definisce la differenza Q (0, k) — Q (0, k) 
sono importanti (così come per il calcolo di Q (0, k) in IX, § 51) 
i piccoli valori di cos 0, inoltre, l'integrale converge rapidamente 
all'aumentare di cos 8; ciò consente di porre sen 0 = 1 e di estendere 
l'integrazione rispetto a cos 8 da —œ a co. 

Trasformiamo l’integrale rispetto a 


d'p = 2np° dp d cos 8 ~ 2npfm dy d cos 8 


1) Si veda la formula (86,16). Nel confrontare si deve tener conto dell’indi- 
pendenza di K da @ in questo caso e ancbe del fatto che Q lega j ad A e non 
a E, come fa o nella (86,16). 
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(n = p?/2m — p) in quello rispetto alle nuove variabili 


Li = eLA, Lo = eA. 
Abbiamo 


n+ + n- © 29, ny — n- ~ Rkvp cos 8. 


Perciò l'integrazione rispetto a dy d cos 0 si può sostituire con lin- 
tegrazione rispetto a dn+dy-/kvp nei limiti da —co a œo per ogni 
variabile n+ e ņ-. In questo caso scompariranno dall’ espressione 
integranda tutti i termini contenenti il prodotto n+- e perciò dispa- 
ri rispetto a queste variabili. Dopo questa operazione si può passare 
all'integrazione rispetto alle variabili x, € x. nell'intervallo da 
4 a co per ciascuna di esse sostituendo 


dy dcosì + 4-7 de, de. 


4A2x,%o dxy dry 


Akop- T nkore 1) e3 EE 
In seguito a queste trasformazioni troviamo 
Ne A 
y (9) = 37 ip 
sa Cc dx, dx, zâ 
Fa | | CE na ar“ 
41 1 2 
x {mz +1) [+ — -Pri + 
-zı — 2, —0— ið zı— z; +0o+i0 oa 
4 1 2 : 
+ (2-4) [ —+— ij) a 
tıra —0—i0 zy+z; + o+i0 "Epe 


dove © = ho/A. Limitiamoci alla considerazione della parte imma- 
ginaria di questa espressione, che definisce l'assorbimento dell’ ener- 
gia del campo. 

La parte immaginaria delle espressioni integrande nella (97,11) 
si separa secondo la regola (29,8) e in seguito le funzioni delta si 
eliminano per integrazione rispetto a una delle variabili x, 0 22; 
inoltre si deve controllare che il punto in cui si annulla l'argomento 
delle funzioni delta appartenga effettivamente alla regione d’integra- 
zione. Dopo semplici trasformazioni otteniamo per œ >0 


J=ImJ=1n f Si ey 
1 Garin (e+@P_ 1? 
x [hith 5] dr + 


o-i 


+a f __ soi hidr; (97,12) 
(2—1) [e—-@_ 1}? 
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il secondo termine esiste soltanto per œ > 2. Si può vedere analoga- 


mente che J” (—w) = J” (œ). L'integrale (97,12) dipende dai due 
parametri A/T e w/A, che possono avere diverse relazioni l'uno con 
l’altro e con l’unità. Consideriamo alcuni casi limite qui possibili. 

Per T = 0. Allora il primo integrale nella (97,12) si annulla. 
Il secondo integrale, invece, è non nullo per © > 2A; vale a dire 
che esiste una soglia di assorbimento nell’« energia di legame » 
per le coppie di Cooper. L'esistenza di questa soglia, che si manifesta 
direttamente nella fessura dello spettro, è una proprietà specifica dei 
superconduttori. - 


Nell’intorno della soglia, per O 2<41, in tutta la regione 


d’integrazione x è vicino a 1. Ponendo œ — 2 = 6, z — 1 = zô, 
troviamo 


Riunendo le formule scritte sopra troviamo così la seguente espres- 
sione della parte immaginaria di Q per 7 = 0 nell'intorno della 
soglia di assorbimento: 


n 8n2°Ne® A ho 
= TE ma (|). (97,13) 


Per una temperatura non nulla consideriamo il caso di piccole 
frequenze, ño < A, supponendo inoltre che A (7) ~ T (escludendo 
in questo modo le temperature sia nell'intorno dello zero che nel- 
l’intorno di 7.). Ora, il secondo integrale nella (97,12) è assente. 


«Nel primo integrale, invece, è importante la regione z — 1 ~ o <& 
< 1. Sviluppando nell’espressione integranda la differenza tra due 


th in potenze di œ e introducendo la variabile z — 1 = u, troviamo 
con precisione logaritmica 


» ho A du nho A A 
dre ehe Dod l ch-3-S=in-S- 
2T 2T = ` 
A Va (uto) 2T 27 ho 
Infine otteniamo 
i 3n Ne o A gÀ A 
fee m A ar (97,14) 


$ 98. Conducibilità termica dei superconduttori 


La natura fisica della conducibilità termica elettronica dei 
superconduttori è analoga alla natura della conducibilità termica 
o della viscosità del liquido di Bose superfluido. In ambedue i casi 
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si tratta dei coefficienti cinetici della componente normale del 
liquido quantistico, ossia dell'insieme delle eccitazioni elementari 
in esso. Studiamo questo problema nei limiti dello stesso modello 
BCS (B.T. Gejlikman, 1958). 

Partiamo dall’equazione cinetica per la funzione di distribuzione 
delle quasi-particelle in un superconduttore, in cui esista un gra- 
diente della temperatura 


y 2—2 dA sin, (98,1) 


dove v = de/dp è la velocità delle quasi-particelle. L'energia della 
quasi-particella è 


e = [vė (p — pp) + 4° (T)? (98,2) 


e dipende essa stessa dalla temperatura attraverso la fessura energe- 

tica A (T). Perciò in presenza del gradiente della temperatura l’ener- 

gia e diventa anch'essa funzione delle coordinate e la derivata 

—ôs/ðr funge da forza agente sulla quasi-particella; a ciò è dovuta 

TA del secondo termine a primo membro dell'equazione 
Come al solito, poniamo n = ne (e) + ôn (r, p), dove 


no (e) = (eT +1)! (98,3) 


è la funzione di distribuzione d’equilibrio. Conservando a primo 
membro dell'equazione solo i termini con 7o, abbiamo 


Var ôr dp 


Ino de Ino (37 dn, de ] 
._ ôT de ôT. 


Nella differenza tra parentesi quadre i termini contenenti la derivata 
rispetto a A si elidono e, quindi, resta 


vVT € 
TE (eT4+ e 1) 


L'integrale degli urti dipende dal meccanismo di diffusione delle 
quasi-particelle. Consideriamo il caso in cui questo meccanismo 
fondamentale è rappresentato dalla diffusione elastica sugli atomi 
fissi di impurità; supponiamo isotropa la legge della diffusione. 
ia) l'integrale degli urti si riduce all'espressione (si veda la 
11,3)) p. 


€ ANa 


T ôe 


vVT = 


St n = —vòn, 


dove v = vNimp 0 è la frequenza efficace degli urti, Nimp la densità 
del numero di atomi di impurità, 0; la sezione di trasporto della 
diffusione della quasi-particella su un atomo di impurità. Quest uki- 
ma è una grandezza costante dell'ordine delle dimensioni atomiche. 
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Così, l'equazione cinetica diventa 


Spare (98,4) 


dove l = 1/Nimp 0: è la lunghezza costante del cammino libero. 
Il flusso di calore si calcola come l’integrale 


2d3 
q= f ev ôn- (98,5) 
(il fattore 2 è dovuto alle due direzioni dello spin della quasi-parti- 
cella). Ma alla funzione di distribuzione n = n + ôn è legata anche 
la corrente elettrica nel superconduttore di densità: 


A noe 2d? 
h=j—i= -$ | pôr ae TENN v 


(nel modello in esame j = —ei/m, e i è dato dalla formula (77,7)). 
Fra l'altro, il coefficiente di conducibilità termica è definito rispetto 
al flusso termico per la condizione j = 0. In questo caso, tuttavia, 
la condizione suindicata non richiede di procedere ad alcuna modifica 
dell'equazione (98,4). Infatti, la densità totale della corrente nel 
superconduttore è la somma j = jp + j, delle correnti normale 
e superconduttrice. La corrente j, che compare in presenza del gra- 
diente della temperatura è compensata automaticamente (per circui- 
to elettrico aperto) dalla corrente superconduttrice j, = —j,. In 
questo caso è importante che il moto degli elettroni superconduttori 
non sia legato al trasporto di calore. La funzione di distribuzione 
d’equilibrio delle quasi-particelle « sullo sfondo » del moto super- 
fluido con velocità v, = —jgy/eN, differisce dalla funzione (98,3) 
per la sostituzione di e con e + pv, (cfr. il $ 77); questa sostituzione 
dovrebbe essere realizzata anche nell'equazione cinetica (98,1). Ma 
la grandezza v, è proporzionale a j, e, quindi, al piccolo gradiente 
VT; perciò tale sostituzione implicherebbe la comparsa a primo 
membro dell'equazione cinetica di termini infinitesimi supplementa- 
ri solo del secondo ordine, che dovrebbero essere omessi lo stesso 
passando alla (98,4). 

Ponendo ôn dalla (98,4) nella (98,5) e calcolando la media rispet- 
to alle direzioni p, otteniamo per il coefficiente di conducibilità 
termica l’espressione 


2 no 2-4np? dp 
3T ôe (2a) ? 


oppure, sostituendovi v dp = de, p? & pf, 


Upi Ta 
x= am fed. (98,6) 
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Infine, dopo sostituzioni evidenti abbiamo 


ei f an 087 
3124372 (e A/T 4-1) let YAT +1) td à í $ 


1 
Per T —> 0 e A+ A; il coefficiente di conducibilità termica tende 


a zero secondo la legge 
21p> A? 
x= Te. (98,8) 
Per T — T, e A+ 0 esso tende (come si vede dalla (98,6)) al valore 


41pzT lpzT 
K = -RRRS f eno (e) de= -p >? 
0 


corrispondente al metallo normale. 


Capitolo XII 


CINETICA DELLE TRANSIZIONI DI FASE 


$ 99. Cinetica delle transizioni di fase di prima specie. 
Formazione dei germi 

Ricordiamo le tesi fondamentali della teoria termodinamica della 
formazione di germi in una transizione di fase (si veda V, $ 162). 

La transizione di una fase metastabile in una stabile si realizza 
con una crescita fluttuante nel mezzo omogeneo di piccole accumula- 
zioni della nuova fase, ossia di germi. L'effetto della comparsa della 
superficie di separazione, che è svantaggioso dal punto di vista 
energetico, fa sì, tuttavia, che per dimensioni del germe insufficien- 
temente grandi esso diventa instabile e scompare nuovamente. Sono 
Stabili solo germi di dimensione a, a partire da una determinata 
dimensione aer (per un dato stato della fase metastabile); questa 
dimensione si chiama critica e anche i germi della dimensione critica 
sono detti critici !). I germi critici sono supposti come formazioni 
macroscopiche contenenti un grande numero di molecole. Perciò 
tutta la teoria è valida unicamente per gli stati metastabili non 
troppo vicini alla frontiera di instabilità assoluta della fase (avvici- 
nandosi a questa frontiera le dimensioni dei germi critici decrescono, 
tendendo a una grandezza dell'ordine delle dimensioni molecolari). 

Per un trattamento termodinamico puro si può porre solo il 
problema del calcolo della probabilità della crescita fluttuante di 
germi di dimensioni diverse in un mezzo supposto in equilibrio. 
L'ultima circostanza ha un'importanza teorica. Poiché lo stato della 
fase metastabile non corrisponde in realtà all’equilibrio statistico, 
questo trattamento si riferisce unicamente a tempi piccoli rispetto 
al tempo (alla probabilità inversa) di formazione dei germi critici, 
dopo il quale inizia in effetti la transizione alla fase nuova, cioè 
la distruzione dello stato metastabile. Questa è la ragione per cui 
il calcolo termodinamico della probabilità di comparsa è possibile 
soltanto per germi di dimensioni a < đer, germi di dimensioni più 
grandi si sviluppano nella fase nuova; in altre parole, tali fluttua- 
zioni grandi non appartengono, in generale, all’insieme di stati 
microscopici corrispondenti allo stato macroscopico in esame (meta- 
Stabile). 


1) In V, 8162 con kermi si intendevano solo le accumulazioni della nuova 
fase proprio di questa dimensione critica. ` 
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Anziché parlare della probabilità termodinamica di formazione 
dei germi, parleremo di una funzione che le è proporzionale, ossia 
della funzione di distribuzione « d’equilibrio » (nel senso indicato) 
dei germi di diverse dimensioni esistenti nel mezzo; la indicheremo 
con f (a) (fada è il numero di germi con dimensioni appartenenti 
all'intervallo da nell'unità di volume del mezzo). In accordo con la 
teoria termodinamica delle fluttuazioni abbiamo 


fo (a) ~ exp {Fon}, (99,1) 


dove Rmin è il lavoro minimo da compiere per creare un germe di 
data dimensione. Questo lavoro è composto delle parti volumetrica 
e superficiale e ha la forma (per un germe sferico di raggio a) 


Basa 
Rmin= — S T 4na?a, 


dove œ è il coefficiente di tensione superficiale e il raggio critico aer 
è espresso in funzione delle grandezze termodinamiche di entrambe 
le fasi (si veda V, $ 162, il problema 2). Il valore a = aer corrisponde 
al massimo della funzione Amin (a); nel suo intorno 


Rmin = S aar — 4na (a — Ger)? (99,2) 


Al massimo di R min corrisponde un minimo esponenzialmente acuto 
della funzione di distribuzione. Trascurando la dipendenza da a, 
notevolmente più lenta del fattore davanti all’esponente, abbiamo 


fo (0) = fo (er) exp {F (a—anr)3}, (99,3) 


dove 1) 


4naaì, 
fo (Ger) = costante -exp { 7 j. 

In accordo con quanto detto sopra, il valore a = đer corrisponde 
alla frontiera oltre la quale inizia la formazione di massicce quantità 
della fase nuova. Più precisamente, si dovrebbe parlare non del 
punto di frontiera a = acr, bensì di un'intera regione critica di 
valori a attorno a questo punto, di larghezza da ~ (T /4na)!/?. Lo 


2) Il fattore davanti all’esponente in fo (acr) non può essere espresso in 
funzione delle sole caratteristiche macroscopiche delle fasi. Per una stima quali- 
tativa si può supporre che questo fattore sia proporzionale alla densità N, del 
numero di particelle nella fase fondamentale (fase 1) e alla derivata af'lda, 
dove .£" è il numero di particelle nel germe della fase nuova (fase 2). Ponendo 
Nilo, L~ aèr/v, (dove v, e vg sono i volumi riferiti a una molecola in 


, . . . 2 
ciascuna delle fasi), otteniamo la seguente stima costante: ~ acr/ VV 
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sviluppo fluttuante dei germi in questa regione di dimensioni può 
ancora rigettarli indietro, con probabilità notevole, nella regione 
precritica; i germi passati per la regione critica si svilupperanno im- 
petuosamente nella fase nuova. 

Poiché la teoria termodinamica è limitata allo stadio che precede 
di fatto la transizione di fase, essa non può dare risposta alle questio- 
ni inerenti all'andamento di questo processo e alla sua velocità. 
Qui occorre un'analisi cinetica dell’evoluzione dei germi che alla 
fine conduce alla loro trasformazione nella fase nuova 1). 

Indichiamo con f (t, a) la funzione di distribuzione « cinetica » 
delle dimensioni dei germi. L’« atto elementare » che cambia le 
dimensioni del germe è l’acquisizione o la perdita di una molecola; 
si deve ritenere piccolo questo cambiamento, poiché i germi stessi, 
nella teoria considerata, rappresentano formazioni macroscopiche. 
Questa circostanza permette di descrivere la crescita dei germi 
mediante un'equazione cinetica del tipo di quella di Fokker-Planck, 


ô ô 
Loi, (99,4) 


dove s è la densità del flusso nello «spazio delle dimensioni », 
avente la forma 


ôf 
=—B ŽL- Af. (99,5) 


La grandezza B funge da « coefficiente di diffusione dei germi rispet- 
to alle dimensioni ». Il coefficiente A è legato a B da una relazione 
che deriva dalla condizione di annullamento di s per la distribuzione 
d’equilibrio. Considerando quest’ultima nella forma (99,1) e trascu- 
rando la variazione lenta del fattore davanti all’esponente, troviamo 


A= —$- Rin (a). (99,6) 


Cerchiamo una soluzione stazionaria dell’equazione cinetica, 
corrispondente al processo continuo di transizione di fase. In questa 
soluzione, s = costante; ed è questo valore costante del flusso (diret- 
to verso l'aumento delle dimensioni) a dare il numero di germi pas- 
santi (in 4 s attraverso 1 cm? del mezzo) per la regione critica, cioè a 
definire la velocità del processo. 

Riscriviamo l’espressione del flusso (99,5) esprimendolo (tenendo 
conto dell’espressione (99,6)) mediante il rapporto f/fẹ al posto della 
funzione stessa f. Allora la condizione di costanza del flusso assume 
la forma 


ð 
-Bhp =s. (99,7) 


1) La teoria qui esposta appartiene a Ja. B. Zeldovič (1942). 
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Di qui abbiamo 


i_ mm da 
za (4 Fi +costante. 


I valori costanti di s e del secondo termine sono definiti dalle condi- 
zioni al contorno per a piccoli e grandi. La probabilità delle fluttua- 
zioni aumenta rapidamente al diminuire delle dimensioni, ragione 
per cui i germi di piccole dimensioni compaiono con probabilità 
maggiore. Si può anche supporre che la riserva di questi germi sia 
completata così rapidamente che il loro numero continui a rimanere 
in equilibrio, malgrado la fuoruscita costante con il flusso s. Questa 
situazione trova un'espressione nella condizione al contorno f/f +1 
per a-+0. Quanto alla condizione al contorno per a grandi, la si 
può stabilire osservando che nella regione sovracritica la funzione fo 
definita dalla formula (99,1) (in realtà qui inapplicabile) cresce 
infinitamente, mentre la funzione di distribuzione reale f (a) resta 
finita. Questa situazione è espressa dalla condizione f/fọ = 0 posta 
in qualche parte della regione sovracritica; non importa dove (si 
veda più avanti), e perciò la indichiamo ‘convenzionalmente con 
a— œ 1). 
La soluzione soddisfacente ambo le condizioni poste è 


pei. na 


dove la costante s è definita dall uguaglianza 


Ç da 
=\5 
0 


La funzione integranda ha un massimo stretto per a = aer. Ricorren- 
do nell'intorno di questo punto all'espressione (99,3), si può estendere 
l'integrazione rispetto ad a — aer della (99,9) da —co a œ, a prescin- 
dere dal fatto dove si trova (all’esterno della regione critica) il 
limite superiore degli integrali nelle (99,8-9), cioè dove è posta la 
condizione al contorno. Come risultato otteniamo 


(99,9) 


s=2 ye B (acr) fo (der). (99,10) 


Questa formula esprime il numero di germi « vitali » (passanti per 
la regione critica) che si formano, nelle condizioni stazionarie, entro 


1) Ragionamenti analoghi sono stati applicati alla soluzione di un altro 
problema al § 24. 
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1 s in í cm? della fase metastabile in funzione del numero d’equili- 
brio di germi critici, definiti dalla teoria termodinamica. 

Per la funzione stessa f (a) nella regione suberitica la formula 
(99,8) dà semplicemente f (a) = fo (a). Nella regione sovracritica, 
invece, dalla (99,8) si può vedere soltanto che f & fọ in accordo con 
la condizione al contorno posta. È evidente dal quadro fisico del 
processo che in questa regione la funzione di distribuzione è costante: 
capitato in questa regione il germe cresce monotonamente e pratica- 
mente non torna mai indietro. Ciò premesso, nell'espressione del 
flusso (99,5) si può trascurare qui il termine contenente la derivata 
df/da, scrivendo cioè s = Af. Per il significato stesso del flusso s, 
il coefficiente A, in questo caso, funge da velocità nello spazio delle 
dimensioni da/dt. Ma la crescita di un germe sovracritico è descritto 
da equazioni macroscopiche che consentono di definire la derivata 
da/di in modo indipendente 


T (alai (99,11) 
dove l'indice significa il risultato di questo calcolo 1). 
In seguito, mediante la (99,6) troviamo 
T da T da 
B (a) ic Rhin (a) (5) moro = FRE (a —aer) (FF) muro ° (99,12) 


A rigore, la funzione B (a) così calcolata si riferisce alla regione 
a > er, mentre ci interessa (per poter sostituire nella (99,10)) il 
valore B (aer). Siccome la funzione B (a) non ha alcuna singolarità 
nel punto a = äer, la si può applicare a questo punto. Notiamo in 
proposito che per a + aer la derivata (da/dt)macro Si annulla (il germe 
si trova in equilibrio, anche se instabile); la sua divisione in a — 
— ar conduce a un valore finito. 

La formula (99,12) dà la possibilità in linea di principio di cal- 
colare il coefficiente B (der) e, quindi, anche la velocità di formazione 
dei germi, senza ricorrere a un'analisi microscopica. Così, per il 
processo di ebollizione si deve considerare, mediante le equazioni 
idrodinamiche, la crescita di una bolla di vapore nel liquido; per il 


1) Può sorgere la questione della corrispondenza della formula (99,11) con 
la definizione « microscopica » (21,4), secondo la quale come velocità I} ôa/ôt 
(somma rispetto agli atti elementari di crescita) funge non la grandezza stessa A, 


bensì la somma A = A + B’ (a). Ma la derivata B’ (a) è piccola (all’esterno 
della regione critica) rispetto al valore (99,6) contenente il grande fattore 
Rinin/T e perciò deve essere omessa. Grandezze di questo ordine sono state già 
trascurate nel dedurre la (99,6) quando il fattore davanti all’esponente nella 
(99,1) è stato supposto costante. 
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processo di precipitazione di una sostanza sciolta da una soluzione 
satura, bisogna considerare la crescita del granello deposto per mezzo 
di un apporto con un meccanismo di diffusione di sostanza da parte 
della soluzione circostante. 


PROBLEMA 


Definire il « coefficiente di diffusione rispetto alle dimensioni » per il 
deposito di sostanza da parte di una soluzione satura (ma ancora debole); i germi 
sono supposti sferici. 

Soluzione. Ricordiamo le formule termodinamiche. Il raggio critico del 
germe per il suo deposito dalla soluzione satura è 


2av' 
der == 


w — Ho 


(si veda V, $ 162, il problema 2), dove in questo caso ug e v' sono rispettiva- 
mente il potenziale chimico e il volume molecolare della sostanza del germe e p’ 
è il potenziale chimico della sostanza sciolta nella soluzione; quest ’ultimo è dato 
dalla formula u’ = T ln c + w(P, T), dove c èla concentrazione. Introducendo 
la concentrazione della soluzione satura coo sopra la superficie piana della sostan- 
za solubile in accordo con 7 ln coo + p = ug, abbiamo 


(cata e Ri T (c— cooo) | 
p—ps=7 ln a a 


l'ultima uguaglianza si riferisce alle soluzioni deboli. Quindi, il raggio critico 


____200' Coo ; 
der="F (Lc) TETRAN (1) 
Quanto alla formula 
2 t 
Coa = looo (4 + TE ) = Cho +2 (e — coco), (2) 


essa definisce la concentrazione cog della soluzione satura sopra la superficie 
sferica (di raggio a) della sostanza solubile. 

L'apporto della sostanza al germe sovracritico in crescita si realizza me- 
diante diffusione dalla soluzione circostante. In regime stazionario la distribu- 
zione a simmetria sferica della concentrazione c (r) attorno al germe di raggio a 
è definita dalla soluzione dell’equazione di diffusione 


de (r) _ 


ôt zN 


1 82 
D Ac (=D re (r) = 


con le condizioni al contorno e (00) = c (valore assegnato della concentrazione 
della soluzione satura) e c (a) = cya. Ne segue che 


ce (r}=c— (c — csa) È 
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e il flusso di diffusione nella direzione del germe è 


I=4nr2D de =4nDa {(c— cga) = 4n D (c — cq00) (a — der); 


nell'ultima uguaglianza si è usata la formula (2). 

Se la concentrazione è definita come numero di molecole sciolte nell'unità 
di volume, allora / è il numero di molecole deposte in 1 s sulla superficie del 
germe. Allora 


da Iv Dy’ 
( a) mano Zna a3 (a — acr) (C— coo) 


e, secondo la (99,12), 


T Dv’ (c— coo) e Dv'2c0%0 


B (acr; = 
2 3 
8naat, ira, 


$ 100. Cinetica delle transizioni di fase di prima specie. 
Stadio di coalescenza 


La cinetica della transizione di fase studiata al paragrafo pre- 
cedente si riferisce unicamente al suo stadio iniziale: il volume 
generale di tutti i germi della fase nuova deve essere così piccolo che 
la formazione e la crescita non incidano sensibilmente sul « grado 
di metastabilità » della fase fondamentale e che, quindi, la dimen- 
sione critica dei germi definita da questo grado si possa supporre 
una grandezza costante. In questo stadio avviene la formazione flut- 
tuante dei germi della fase nuova, mentre la crescita di ciascuno di 
essi è indipendente dal comportamento degli altri germi. Per fissare 
le idee, parleremo ‘più avanti del processo di deposito di sostanza 
sciolta da una soluzione satura; in questo caso il grado di metastabili- 
tà è rappresentato dal grado di saturazione della soluzione. 

Nello stadio tardo, quando la saturazione della soluzione diventa 
molto piccola, il carattere del processo cambia notevolmente. Qui 
praticamente è esclusa la formazione fluttuante di germi nuovi, 
poiché le dimensioni critiche sono grandi. L'aumento delle dimen- 
sioni critiche, che accompagna la diminuzione progressiva del grado 
di saturazione della soluzione, fa sì che i più piccoli granelli della 
nuova fase tra quelli esistenti diventano subcritici e si sciolgono 
nuovamente. In tal modo, il ruolo decisivo in questo stadio è giocato 
dal processo di « divorazione » dei granelli piccoli da parte di quelli 
grandi, ossia la crescita dei granelli più grandi a causa dello sciogli- 
mento di quelli più piccoli (processo di coalescenza). Questo stadio 
sarà considerato più avanti, nel presente paragrafo. È supposto, 
inoltre, che la concentrazione iniziale della soluzione sia così piccola 
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che i granelli depositati sono distanti gli uni dagli altri in modo che 
si può trascurare la loro «interazione » diretta !). 

Considereremo una soluzione solida, in cui i granelli depositati 
sono fissi e crescono soltanto in seguito a diffusione dalla soluzione 
circostante. Proponendoci di dimostrare il metodo e le proprietà 
qualitative fondamentali del processo, faremo inoltre alcune altre 
ipotesi di semplificazione, cioè trascureremo le tensioni elastiche 
attorno ai granelli depositati, che supporremo sferici. 

La concentrazione d’equilibrio della soluzione nell'intorno della 
superficie di un granello di raggio a è data dalla formula termodi- 
namica 


coa = Coe (1+ #82), (400,1) 


dove co è la concentrazione della soluzione satura sopra la super- 
ficie piana della sostanza solubile, a il coefficiente di tensione super- 
ficiale sulla frontiera tra le fasi, v il volume molecolare della 
sostanza solubile (si veda il problema del paragrafo precedente). 
Definiamo la concentrazione in base alla quantità di sostanza sciolta 
in 1 cm8. Per questa definizione il flusso di diffusione i = D dc/ér 
nell'intorno della superficie del granello coinciderà con la velocità 
di variazione del suo raggio: 


da D de 


‘di ©“ dr |a 


(D è il coefficiente di diffusione della sostanza sciolta). Siccome la 
concentrazione è supposta piccola, questa velocità è talmente esigua 
da poter considerare la distribuzione della concentrazione attorno 
al granello coincidente ad ogni istante con la distribuzione staziona- 
ria c (r), corrispondente a un dato valore a: 


c(r)=c —(c— Coa) = 


{c è la concentrazione media della soluzione). Ne segue che il flusso - 
di diffusione è i (r) = Da (c — coa)/r® e, inoltre, tenendo conto 
della (100,4), 


da D (c — coa) => ( o 


a 


dove si sono introdotti il parametro o = 2av'c, 0/7 e la saturazione 
della soluzione A = c — cow. La grandezza 


dor (t) = 0/A (t) (100,2) 


1) La teoria esposta appartiene a 7. M. Liffits e V. V. Slezov (1958). 
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è il raggio critico: per a > er il granello cresce (da/di > 0) e per 
a < er Si scioglie (da/di < 0). Più avanti (fino alla formulazione 
dei risultati definitivi) misureremo il tempo nelle unità a% (0)/Do, 
dove aer (0) è il valore del raggio critico corrispondente all’inizio 
della coalescenza. Otteniamo così l’equazione 


a aè, (0) 4 1} 
ul (oa). (100,3) 


acr a 


Inoltre, introduciamo la funzione di distribuzione delle dimen- 
sioni dei granelli, f (t, a), normalizzata in modo tale che l'integrale 


rappresenti il numero di granelli nell’unità di volume. Considerando 
va = da/dt come velocità di spostamento dei granelli nello spazio 
delle dimensioni, scriviamo l'equazione di continuità in questo 
spazio 


42 (foa) =0. (100,4) 


Infine, la conservazione della quantità totale di sostanza sciolta è 
data dall’equazione 


A +q=costante =Q, q (t) =4 f aèf (t, a)da, (100,5) 


dove Q è la saturazione iniziale totale, q il volume di granelli de- 
positati (in 1 cm? della soluzione). 

Le equazioni (100,3-5) costituiscono il sistema completo di 
equazioni per il problema in esame. Trasformiamole introducendo 
variabili più adatte allo studio. 

Introduciamo la grandezza adimensionale 


x (t) = aor (0)/aer (0). (100,6) 


Per t + co la saturazione A (t) tende a zero e il raggio critico, ri- 
spettivamente, all'infinito. Perciò al variare di t da 0 a co varia 
monotonamente da 0 a co anche la grandezza 


t=3lns(1), (100,7) 


che consideriamo ora come nuova variabile temporale. Come fun- 
zione incognita nell’equazione (100,3) introduciamo il rapporto 


u = alās (t). (100,8) 
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In seguito l’equazione diventa 


Di =y(u—1)-u, (100,9) 
dove l 
d 
y=) =- >t (100,10) 


Iniziando l’analisi delle equazioni, prima di tutto mostriamo 
che per t ++ œ la funzione y (t) deve tendere a un limite finito. 

Il secondo membro dell’equazione (100,9) ha un massimo per 
u? = y/3 e assume in esso il valore y [2/3 (y/3)!/!? — 4]. Perciò, 
a seconda del valore y, il grafico della velocità du?/d7 quale funzione 
di u può avere una delle tre forme rappresentate nella fig. 34. Per 
Y = Yo = 27/4 la curva è tangente all'asse delle ascisse nel punto 
u = Uo = 3/2. 

Ciascuno dei punti dell'asse delle ascisse, che rappresenta lo stato 
del granello, si muove a destra o a sinistra a seconda del segno della 
derivata du5/dt. Per y œ y tutti i punti a sinistra di u, si muovono 
verso sinistra e scompaiono dopo aver raggiunto l'origine delle coor- 
dinate. I punti u >> u, invece, si muovono verso il punto u, avvici- 
nandosi asintoticamente ad esso da destra o da sinistra. Ciò vuol 
dire che tutti i granelli con u >, cioè di raggio a > U10er, acquisi- 
rebbero asintoticamente (per t + co) la dimensione a = deru; che 
tende all’infinito con aer; in tal modo, il volume generale q di gra- 


du3 
F T>To T< To T=To 


ür üz u 


Fig. 34 


nelli depositati tenderebbe anch’`esso all'infinito, in modo che l equa- 
zione della conservazione della materia (100,5) non può essere soddi- 
sfatta. Per y < yo tutti i punti si muovono a sinistra e scompaiono 
dopo aver raggiunto in un tempo finito l'origine delle coordinate; 
in questo caso q (t) + 0 e l'equazione (100,5) di nuovo non può essere 
soddisfatta. 

Quindi, la funzione y (t) deve tendere al limite y, avvicinandosi 
a questo valore dal basso: avvicinandosi dall'alto (oppure per l'u- 
guaglianza esatta y = yo) tutti i punti con u >> u, nel loro moto 
verso sinistra « si arresterebbero » lo stesso nel punto u = , (in cui 
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la velocità du3/dt = 0) e l'equazione (100,5) non potrebbe essere 
soddisfatta così come nel caso y (œ) >y; Dunque, deve essere 


v(= (1-2 (0), (100,11) 


dove e + 0 per t + co. Inoltre, i punti provenienti da destra pene- 
trano più lentamente attraverso il « punto di arresto » u = up. La 
velocità di questa penetrazione è definita dalla funzione e (t) che 
nuovamente deve essere definita mediante l'equazione del moto 
(100,9) e l'equazione di conservazione della materia (100,5). 

Nell’intorno del punto u = u, l'equazione (100,9) con y dalla 
(100,11) diventa 


iù ly Bi 
di. 31 7) 2° 

Introducendo la nuova variabile come rapporto z = (u — 3/2)/e 
di due grandezze piccole, riscriviamo questa equazione come segue: 


3,3 d (4/2) 
x nk” =z t ZN, Mae (100,12) 


La sua analisi, analoga a quella effettuata sopra per l'equazione 
(100,9), conduce alla conclusione che asintoticamente per t + co 
la funzione n (t) deve tendere al limite finito ng = 2/V3 (questo 
è il valore di n, per cui la curva della dipendenza da z del secondo 
membro dell'equazione (100,12) è tangente all’asse delle ascisse nel 


« punto di arresto » Zọ = Y/3/2). Dall’uguaglianza asintotica n = 
= n deriva l'espressione limite della funzione 


e (1) = V 3/21. (100,13) 
Per t? > 1 si può trascurare il termine correttivo nella (100,11). 


Allora dall'equazione 1/y = x? (dx/dt) = 4/27 ricaviamo la legge 
limite della dipendenza del raggio critico dal tempo: 


on Ger (t) = át 1/3 ; 
z (t) = = ) le (100,14) 
Poiché t = ln z, la condizione di applicabilità del risultato 


(100,14), espressa mediante il tempo vero e proprio t, si scrive ln? t > 
> 1. È da notare che anche se il valore relativo delle correzioni a Yo 
decresce rapidamente all aumentare di 7 e la prima approssimazione 
(la legge (100,14)) diventa sempre più precisa, il comportamento 
della soluzione in prossimità del punto di arresto è definito da queste 
correzioni. 
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Passiamo al calcolo della funzione di distribuzione delle dimen- 
sioni dei granelli. La distribuzione nelle variabili u, t è legata a quel- 
la nelle variabili a, # dalla relazione 


@ (t, u) du = f (t, a)da, f = @ laer- (100,15) 


L'equazione di continuità per questa funzione è 


di de _ du 
ori di (ug) =0, v= => (100,16) 
Ovunque, tranne nell'intorno vicino (~e) del punto up, la velocità 
v, è data dall’equazione (100,9) con y = 27/4: 


EEA VE (u -3) +3) (100,17) 


La soluzione dell’equazione (100,16) ha la forma 


pi, = tt, =, (400,18) 
0 


— Vu 


dove x è una funzione qualsiasi da definire. 

Abbiamo visto che tutti i punti sull'asse u, rappresentanti i 
granelli, muovendosi da destra a sinistra attraversano l’intorno del 
punto di arresto, inoltre, quanto più tardi finiscono in questa regione 
tanto più a lungo vi restano. Quindi, questo intorno funge da fuo- 
ruscita per i punti u >, e da sorgente per la regione u < uo- 

La funzione di distribuzione a destra del punto ug per t + œ è 
definita dai punti provenienti da una regione infinitamente lontana 
e corrispondenti ai granelli sulla « coda » della loro distribuzione 
iniziale (per t = 0). Poiché il numero di granelli in questa distribu- 
zione, ovviamente, decresce rapidamente (in pratica esponenzial- 
mente) all'aumentare delle loro dimensioni, la funzione di distribu- 
zione nella regione u > (all’esterno dell’intorno del punto wo) 
tende a zero per t —> co. 

Nell’equazione di conservazione della materia (100,5) il termine 
A (t) +0 per t+ œ. Esprimendo l'integrale q mediante le variabi- 
li ©, u (ricordiamo che a° = u3z°aè; (0) = uSetaî, (0)), otteniamo 
l'equazione 


4na, (0) 


s 
xet | up (T, u) du=i, x= E, (100,49) 
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si deve sostituire @ dalla (100,18) con v, dalla (100,17) !). Si vede 
immediatamente che l’espressione a primo membro dell'uguaglianza 
(100,19) può essere una grandezza dipendente da t se la funzione x 
ha la forma 

y (t — Tt (u)) = Ae. 


La funzione 1 (u) si calcola con un'integrazione elementare, per 
cui si ottiene 
Q (Tt, u) = Ae™ P (u), (400,20) 


dove 
__ 3ie  u2exp[—1/(1—2u/3)] 3 
P(u)= 273 (u+3)?77/3 (3/2— u)}1/3 ? Uu<5:» (400,21) 


P(u)=0, u>3/2. 


La costante A è definita dalla sostituzione inversa della (100,20) 
nell'equazione (100,19); il calcolo numerico dell’integrale così 
ottenuto dà A = 0,9/x. La funzione P (u) è normalizzata automatica- 
mente ad 1: 


uo 3/2 x(u) -0 
P (u) du = f *— du= — f et da = 
u - 
0 0 


Perciò il numero di granelli nell’unità di volume è 
li 9A 
= \ p(T, u)du= Ae = 7. (100,22) 


N 4 


(i 
E facile trovare anche il valore medio u (secondo la distribuzione 
(100,21)). A tal fine consideriamo l'integrale 


Uo 0 


f 2o (u—1) du= fest (u—4) dia f et [u (x) — 1] dt. 


0 0 — 00 


Sostituendovi u (t) — 1 dalla (100,9) otteniamo 


ae du? 4 
Da f et [us (t) + e) ]&=3 u? (t) et 


- 0 


° =0. 


1) Non ci soffermiamo sulla dimostrazione del fatto che il contributo relati- 
vo all'integrale dall’intorno del punto uọ (in cui l’espressione (100,17) non è 
applicabile) tende a zero per T —> co. 
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Quindi 
ug uo 


u= j P(u) u du = \ P(u)du=1, 
d 


vale a dire che a = ag; (t), cioè le dimensioni medie coincidono con 
quelle critiche. 
Riunendo le formule dedotte, scriviamo ancora una volta i risul- 
tati ottenuti tornando alle variabili iniziali, ossia al raggio a del 
granello e al tempo misurabile t. Il valore 
P(u) medio del raggio del granello cresce con 
Zr il tempo secondo la legge asintotica 
= 40D 1/3 
a= (1) . (100,23) 
Quanto alla distribuzione delle dimen- 
1 sioni dei granelli, ad ogni istante essa è 
data dalla funzione (100,21): il numero di 
granelli con raggio nell'intervallo da è 
0,5 P (ala) dala. La funzione P (u) è non 
nulla solo nella regione u < 3/2; il suo 
0 grafico è rappresentato nella fig. 35. 
051 15 u Notiamo che la legge asintotica della 
distribuzione risulta essere indipendente 
Fig. 35 dalla distribuzione iniziale (all’inizio 
dello stadio di coalescenza). Il numero totale di granelli (nell'unità 
di volume) decresce con il tempo secondo la legge 


1,5 


N (t) = 0,50/Dot. (100,24) 
La soprasaturazione della soluzione, invece, tende a zero come 
A (t) = (90°/Dt)!f. (100,25) 


Per una comprensione corretta di queste leggi sottolineiamo 
che in tale analisi il volume generale della soluzione è stato supposto 
illimitato, perciò la riserva totale di sostanza sciolta è anch'essa 
illimitata. In un volume finito il processo termina, ovviamente, 
in un tempo finito quando tutta la sostanza sciolta viene depositata 
sotto forma di solido. 


$ 101. Rilassamento del parametro d'ordine nell intorno del punto 
di una transizione di fase di seconda specie 


Come è noto, la variazione dello stato di un corpo per una transi- 
zione di fase di seconda specie è descritta dal parametro d'ordine n, 
non nullo da una parte del punto di transizione (nella fase « asim- 
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metrica ») e nullo dall’altra parte (nella fase « simmetrica »). Nel 
vol. V, capitolo XIV abbiamo studiato le proprietà dell’equilibrio 
termodinamico dei corpi nell'intorno dei punti di transizione. Ora, 
occupiamoci del processo di rilassamento del parametro d’ordine 
in un sistema non in equilibrio. 

Il valore d’equilibrio del parametro d'ordine (che indichiamo 
qui con n) è definito dalla minimizzazione del potenziale termodi 
namico corrispondente. Proponendoci di studiare sia il caso spazial- 
mente omogeneo che quello disomogeneo, ricorriamo al potenziale Q 
che è funzione della temperatura T e del potenziale chimico pu (per 
un dato volume del corpo); cfr. V, $ 146. 

In un corpo spazialmente omogeneo il valore n è definito dal 
minimo di Q (T, u, n) (potenziale termodinamico dell’unità di 
volume) quale funzione del parametro n per 7 e u dati: 


IQ 
Ir =O (101,1) 


Se questa condizione non è soddisfatta, inizia il processo di rilassa- 
mento, cioè il parametro n varia con il tempo tendendo a n. In uno 
stato debolmente non in equilibrio, cioè per valori non nulli ma pic- 
coli della derivata 9/0, la velocità del rilassamento, ossia la deri- 
vata dn/dt è anch'essa piccola. Nella teoria di Landau, nella quale 
le fluttuazioni del parametro d'ordine si trascurano, si deve supporre 
che il legame tra queste due derivate si riduca alla semplice propor- 
zionalità 


dn _ dQ 
= 1 (104,2) 


con il coefficiente y costante (L.D. Landau, I.M. Chalatnikov, 1954). 
Nella teoria di Landau il potenziale termodinamico nell'intorno 
del punto di transizione ha la forma 


Q = Q, (T, p) + (T — T.) an? + bn! (101,3) 


con il coefficiente b positivo; se alla fase asimmetrica corrisponde la 
regione T < T., allora anche a œQ (si veda V, (146,3)). Il valore 
d'equilibrio del parametro d'ordine nella fase asimmetrica, ossia la 
soluzione dell'equazione (104,1), è 


n=[ ED, (101,4) 


L'equazione del rilassamento (101,2) assume la forma 


- = 27-77) an+ 200] 
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ossia, linearizzando rispetto alla piccola differenza ôn = n — n, 


din en 
di To ? 


(101,5) 


dove 


t, = 1/4ya (Ta — T), T< To (101,6) 


Per t + co la differenza ôn deve tendere a zero; perciò deve essere 
to >0 e, quindi, anche y >D. 

Analogamente si studia il rilassamento nella regione T > 7. 
Qui n = 0 e l’espressione linearizzata della derivata si scrive 


dQ 
w —2a (T —T.) ôn. 


Rispettivamente al posto della (101,6) si ottiene 


To = 1/2ya (T =T), T >To (101,7) 


La grandezza Tą rappresenta il tempo di rilassamento del para- 
metro d'ordine. Si vede che questo tempo tende all'infinito per 
T — T.. Questa circostanza ha un'importanza di principio per tutta 
la teoria delle transizioni di fase. Come è stato detto in V, $ 143, 
essa garantisce l’esistenza di stati macroscopici corrispondenti a un 
equilibrio incompleto per valori d’equilibrio dati di m. Grazie a 
questa circostanza ha senso la teoria esposta nel paragrafo presente 
e successivo, nella quale il rilassamento del parametro d’ordine viene 
considerato indipendentemente dal rilassamento delle altre caratte- 
ristiche macroscopiche del corpo. 

In un sistema spazialmente disomogeneo si deve considerare il 
potenziale termodinamico totale dato dall’integrale 


Qot = | {Q+0(T_-T)m+bnt+g(Vn)}dV (101,8) 


(si veda V, (146,5)). La condizione d’equilibrio corrispondente si 
ottiene facendo variare l'integrale rispetto a n e uguagliando a zero 
la variazione. Trasformando per parti l'integrale della variazione 
del termine con il gradiente, otteniamo la condizione d'’equilibrio 
sotto forma dell’ equazione 


2a (T —T.) q+ 4-2 An x ÈL 2gA 8n=0 
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(per fissare le idee, consideriamo qui la fase asimmetrica, ossia la 
regione T < 7.). Ciò premesso, compare un termine supplementa1e 
anche nell’equazione del rilassamento: 

ôn _ 


ôn 


Per ciascuna delle componenti spaziali di Fourier della funzione 
ôn (t, r) ricaviamo di qui l'equazione 


d ô x 
ôn Ie el + + 2ygk?. (104,10) 


sai 9 
dt Tk Tk 


Si vede che il tempo di rilassamento per le componenti con k #0 
resta finito per T —> Te., ma cresce al diminuire di k. 

Infine, se introduciamo in Q il termine —nà, che descrive l’azione 
del campo esterno sulla transizione (si veda V, (146,5)), allora l’equa- 
zione del rilassamento diventa 


a $ ô 
J = a tH 2ygA n+ yh. (101,11) 


Ponendo il campo periodico, 
hoo ei(kr-0t), 
ricaviamo la relazione 
ônk = x (0, k) k 
con la suscettività generalizzata 


x(0, k)= T 


x 
maLo” (101,12) 
È da notare che questa espressione ha un polo per œ = —itīt, 
il che è in accordo con l'affermazione generale fatta alla fine del 
$ 94. Per œ = 0, k = 0 questa espressione si trasforma in y (0, 0) = 
= 4/40 (T. — T) in pieno accordo con la formula (144,8) del volu- 
me V. 

Secondo il teorema della fluttuazione dissipativa, la suscettività 
generalizzata definisce il correlatore spettrale delle fluttuazioni del 
parametro d'ordine secondo la formula (nel limite classico žo <« T) 


27 


2T 
(ön?) =<Im x (0, k) = 
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Ricordiamo che questa è la componente di Fourier spazio-temporale 
del correlatore (ôn (0, 0) ôn (t, r)); quanto ai prodotti medi delle 
componenti di Fourier delle fluttuazioni, essi sono legati alla fun- 
zione ($n°)ox dalla relazione 


(norna) = (27)! 8 (0 + 0°) ê (k + K’) (mor 


„integrazione della (101,43) rispetto a dw/2n fornisce la componente 
di Fourier spaziale del correlatore simultaneo (ôn (0, 0) ôn (0, 1r) ©): 


do T 3 
(ôn?) = | (ôn?)ok 57 = Pat (401,14) 


$ 102. Invarianza di scala dinamica 


La teoria esposta al paragrafo precedente non tiene conto delle 
fluttuazioni del parametro d'ordine. Pertanto la sua applicabilità 
è limitata dalle stesse condizioni della teoria termodinamica delle 
transizioni di fase di Landau. Queste condizioni vengono violate in 
prossimità del punto di transizione, ossia nella regione « di fluttua- 
zione ». 

In questa regione le proprietà cinetiche (così come quelle termo- 
dinamiche pure; si veda V, $ 148) del corpo si possono descrivere 
mediante un insieme di « indici critici » che definiscono le leggi di 
variazione delle diverse grandezze all'avvicinarsi al punto di transi- 
zione. È possibile ottenere alcune relazioni tra questi indici esten- 
dendo ai fenomeni cinetici l'ipotesi dell’invarianza di scala formula- 
ta per le proprietà termodinamiche in V, $ 149; questa estensione si 
chiama invarianza di scala dinamica. 

Il carattere di singolarità delle grandezze termodinamiche nel 
punto di transizione dipende dal numero di componenti del para- 
metro d'ordine, che descrive la transizione, e dalla struttura del- 
l'operatore di Hamiltori efficace formato con queste componenti 
(si veda V, $ 147). Per le grandezze cinetiche la varietà dei casi 
possibili cresce per la varietà possibile di forme delle « equazioni del 
moto » che descrivono il rilassamento. Discutiamo dapprima il caso 
elementare del parametro d’ordine a una componente (B.I. Halperin, 
P.C. Hohenberg, 1969) 2). i 


1) Nel confrontare la (101,14) con la formula (146,8) in V si deve ricordare 
che in quest'ultima si considerano le componenti dello sviluppo non in integrali 
edi Fourier, bensì in serie in un volume finito V. Mi dda 

2) Si può trattare, ad esempio, del rilassamento del modulo del vettore 
magnetizzazione in un. ferromagnete (nell’intorno del suo punto di Curie) in 
¡eui le ‘interazioni relativistiche forti fissano la direzione cristallografica di 
questo vettore. 
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Una via' teorica (anche se realmente irrealizzabile) che conduce 
alla definizione delle leggi del rilassamento consiste nel calcolo della 
suscettività generalizzata esatta % (œ, k; T) (con T'inclusione delle 
fluttuazioni) per il parametro d'ordine n sotto l’azione del campo 
esterno. L'andamento della variazione di n con il tempo per rilassa- 
mento è definito (come ciò è stato spiegato al $ 91) dai punti singola- 
ri di y quale funzione della variabile complessa œ. Se la singolarità 
più vicina all'asse reale è un polo semplice nel punto w = 
= —it™ (k, T) dell'asse immaginario, ogni componente di Fourier 
del parametro d'ordine si smorza secondo una legge esponenziale 
con il tempo di rilassamento qt (k; 7). Accanto agli indici critici 
che definiscono il comportamento delle grandezze termodinamiche, 
introduciamo due indici y e z che caratterizzano la funzione 
x(o, k; T): 


rolT— T|” pr k=0, (102,1) 
TO k” per T= To (102,2) 


dove y >0, z >0 poiché il tempo di rilassamento diventa infinito 
per k=0, T=T.. 

Sembra assai verosimile affermare che nell'intorno del punto 
di una transizione di fase di seconda specie (nella regione di flut- 
tuazione) il tempo di rilassamento sia indipendente dalla tempera- 
tura se misurato in unità tẹ = © (0; 7), e le lunghezze 1/k in unità 
rs (T), il raggio di correlazione delle fluttuazioni del parametro 
d'ordine. In altre parole, la funzione t (k; T) deve avere la forma 


t (k; T) = | T — Te ("f (kre), (102,3) 


dove la funzione f dipende dalla temperatura soltanto attraverso 
Te (T) nel prodotto kr, e f (0) = costante. 

Poiché r, + œ per T + T. allora in accordo con la definizione 
dell'indice critico z deve essere f (E) co &- per È + co. In questo 
caso la dipendenza di t dalla temperatura va separata sotto forma 
del prodotto 


{T-TIV\T_-T. 
dove v è l'indice critico del raggio di correlazione !) 
rio |P (102,4) 


1) La notazione degli indici critici delle grandezze termodinamiche qui 
e più avanti coincide con la loro notazione in V, $ 148. 
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Ma qt deve rimanere finito per T + T. (e k + 0). Ne segue che deve 
essere 


y = zZ. (102,5) 


In tal modo, l'ipotesi dell’invarianza di scala consente di legare 
reciprocamente i due indici nelle (102,1-2). 

Così come nel caso statico, ci sono tutte le ragioni per credere che 
gli indici critici siano uguali da ambo le parti del punto di transi- 
zione. Infatti, la disomogeneità spaziale (k = 0) smussa la transi- 
zione di fase nel senso di eliminare la singolarità di tutte le grandezze 
per T = T., (sotto questo aspetto la disomogeneità influisce sulla 
transizione di fase come un campo esterno). In altre parole, il punto 
T = T, perde la propria individualità, in modo che non esistono 
ragioni per distinguere i valori dell’indice z al tendere di T a Te 
dall'alto o dal basso. In virtù della relazione (102,5), lo stesso si 
riferisce anche all'indice y. 

Analogamente si possono legare a z altri indici critici. Conside- 
riamo, ad esempio, la dipendenza della suscettività y da œ per k = 0 
nel punto T = Te- 

In accordo con l’invarianza di scala, la funzione y% (œ, k; Te) 
può essere rappresentata nella forma 


y = | T — Te |? f(0t kro) f(0, 0) = costante, 
dove y è l'indice critico per la suscettività nel caso k = 0 e œ = 0. 
Per k = 0 e T — T. la suscettività deve tendere a un limite finito 


(per © = 0). Tenendo conto che tg œ | T — T. |, troviamo che 
a tal fine deve essere 


f (E, 0) o Ey per É+ oœ. 
Così si definisce la dipendenza cercata di % da œ: 
y~ 0 per k=0,7T=T. (102,6) 
Quindi, nel caso considerato le condizioni di invarianza di scala 
consentono di stabilire un legame tra gli indici critici cinetici © 


termodinamici, che sono però insufficienti per definire i primi par- 
tendo dai secondi. 


$ 103. Rilassamento nell’elio liquido nell'intorno del punto lambda 


Consideriamo ora sistemi con « degenerazione », in cui il pa- 


rametro d'ordine ha più (n) componenti n;, ma l'operatore di Hamil- 


ton efficace dipende (nel sistema omogeneo) unicamente dalla somma 


CINETICA DELLE TRANSIZIONI DI FASE 519 


dei loro quadrati. In altre parole, se consideriamo l'insieme delle 
grandezze ņ; come un vettore a n dimensioni, allora l'operatore di 
Hamilton efficace non dipende dalla sua direzione. 

Come esempio caratteristico serve un ferromagnete di scambio 
puro, la cui energia non dipende dalla direzione del vettore magnetiz- 
zazione. Un altro esempio è il liquido superfluido (elio liquido), in 
cui come parametro d'ordine funge la funzione d'onda condensata- - 


B=Vm À? (103,1) 


{si veda IX, $$ 26, 27). Questa grandezza complessa rappresenta 
l'insieme di due grandezze indipendenti, ma l'energia del liquido 
omogeneo dipende unicamente dal quadrato del modulo | E {= No 
cioè dalla densità del condensato. 

Le proprietà specifiche dei sistemi « degeneri » sono condizionate 
dall'esistenza nel loro spettro oscillatorio di un ramo (moda molle) 
legato alle oscillazioni della direzione del « vettore del parametro 
d'ordine »; la frequenza di queste oscillazioni si annulla nel punto 
della transizione di fase. La legge della loro dispersione si può trova- 
re dalle equazioni macroscopiche del moto e, d’altra parte, questa 
legge deve soddisfare le condizioni dell’invarianza di scala. Ciò per- 
mette, come vedremo più avanti, di esprimere completamente gli 
indici critici in funzione di quelli termodinamici. Facciamo questa 
operazione in relazione all’elio liquido (R. A. Ferrell, N. Menyhard, 
H. Schmidt, F. Schwabl, P. Szépfalusy, 1967). 

In questo caso la moda molle è il secondo suono. Nell’intorno 
del punto di transizione esso rappresenta oscillazioni comuni della 
velocità superfluida v, e dell’entropia; l'ampiezza delle oscillazioni 
della velocità normale nel secondo suono Va ~ vsps/pn e nell'intorno 
del punto della transizione di fase (il punto A) è piccola con ps. 
Ricordiamo che la velocità superfluida è legata alla fase della fun- 
zione d'onda condensata (vs = AV®/m) in modo che le oscillazioni 
di v, indicano le oscillazioni della fase o, in altre parole, della dire- 
zione del « vettore del parametro d’ordine ». La legge di dispersione 
di queste oscillazioni è t 


® = ugk, (103,2) 
dove 
_a/ 15%; _, TySkPs 


è la velocità del secondo su>no (S è l'entropia, Cp il calore specifico 
dell'unità di massa del liquido); nell'intorno del punto À si possono 
sostituire T e S con i loro valori T, e S} in questo stesso punto, e la 
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densità p, della componente normale del liquido con la sua densità 
totale p 1). 
Per 7 + 7, la densità p, tende a zero secondo la legge 


Pa o (Ta — TD)CDR, (103,4) 
dove a è l'indiee critico del calore specifico: 
Choo |T — T je (103,5) 


(si veda IX, (28,3)). Quanto alla legge con tendere a zero la veloci- 
tà u,, essa dipende dal segno dell’indice a. Se a >0 in modo che 
Cp + œ, allora . 


u, œ (Tp — T), a O. 


Se, invece, a < 0, allora C, tende a un limite finito (ricordiamo che 
l'indice critico definisce solo il comportamento della parte singolare 
del calore specifico nell'intorno del punto di transizione!); allora 


us œ (T, — T) EE, a<0. (103,6) 


Più avanti supporremo che a < 0 (come ciò si verifica infatti per 
l’elio liquido: a æ —0,02). 

Lo smorzamento del secondo suono è descritto dalla parte immagi- 
naria della frequenza. Lontano dal punto 4, al di sotto di esso, questa 
parte è piccola, ma cresce a misura che ci si avvicina al punto À; 
nel suo immediato intorno, per kr, — 1, lo smorzamento diventa 
dell'ordine di grandezza dell'unità (cioè Im © ~ | © |). Sopra il 
punto À, invece, a sufficiente distanza da esso, avremo un'onda ter- 
mica smorzantesi ordinaria (soluzione dell'equazione della conducibi- 
lità termica) con la legge di dispersione 


-— in 
osi (103,7) 
dove x è il coefficiente di conducibilità termica. 


1) Ricordiamo (si veda VI, $ 130) che le velocità del suono primo e secondo 
nell’elio liquido si calcolano come radici dell'equazione di dispersione 


aP psTS? ] PTS? (ôP o 
A uy? cai — — —— | — =U. 
“i [( dp LE palo |T nin ( dp li 


All'esterno dell’intorno immediato del punto 4 ıl coefficiente di dilatazione 
termica è piccolo, così come la differenza Cp — Cp, in modo che si può porre 
Cp x Cy- Per T —> Ti, Cp differisce sensibilmente da C,. In questo caso, tutta- 
via, ps tende a zero e, tenendo conto di questo valore piccolo, si ottiene la (103,3). 
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Applichiamo ora l'ipotesi dell’invarianza di scala, secondo 
la quale nell’intorno del punto 1 la legge di dispersione deve avere la 
forma 


o = kf (kre). 


Si può scrivere questa dipendenza altrimenti come 1) 


o=k’f (ER) (103,8) 


(con un’altra funzione f), dove v è l'indice critico del raggio di corre- 
lazione. 

La validità delle leggi di dispersione (103,2) e (103,7) non è limi- 
tata da alcuna condizione di lontananza dal punto à, ma per una 
temperatura assegnata è limitata dalla condizione kr. « 1, vale 
a dire che la lunghezza d’onda deve essere grande rispetto al raggio 
di correlazione; in caso contrario, le equazioni macroscopiche sulle- 
quali queste leggi sono basate non possono essere applicate. 

. Consideriamo dapprima la regione di temperature sotto il punto- 

di transizione. La condizione, che per kr. & 1 la legge della disper- 
sione deve essere lineare rispetto a k, definisce l’espressione limite: 
della funzione f (E) nella (103,8): 


f (E) co (E)vE=D per È > —oo. 


Con ciò si definisce anche la dipendenza della legge di dispersione 
dalla temperatura: 


o œ k (Ta — TPED. (103,9) 


Confrontando questo risultato con la (103,6) troviamo 


2-a 
6 


v(2-1)= 


Gli indici critici v e a sono mutuamente legati dalla relazione 


1) Queste relazioni devono essere valide nella regione di fluttuazione, ciò 
che richiede in ogni caso che la disuguaglianza | T — Ti | < T, sia soddisfatta. 
Esistono, tuttavia, delle indicazioni che nell elio liquido questa disuguaglianza 
deve essere soddisfatta con grande margine, il che significherebbe l’esistenza 


nella teoria di un piccolo parametro numerico. 
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3v = 2 — a (si veda V, (149,2)); di qui!) 


z = 3/2. (103,10) 


Per T + T, la frequenza deve tendere a un limite finito; a tal 


fine deve essere f (0) = costante. Quindi, la legge della dispersione 
del secondo suono nel punto À stesso è 


@ o ke. (103,411) 


In questo caso la parte immaginaria di œ è dello stesso ordine di 
grandezza che la parte reale. Per T = T, la legge di dispersione 
(103,11) è valida per le onde corte che soddisfano la condizione 
kr > 1g 

Infine, consideriamo la regione di temperature T > 7. Qui 


per kr. & 1 la dipendenza di œ da k deve essere quadratica. A tal 
fine deve essere 


f (E) co EE-D per É-+ +o. 
Allora 
o ~k (T — T, yE». 


Confrontando con la (103,7) ed esprimendo v in funzione di a, tro- 


viamo la dipendenza dalla temperatura del coefficiente di conducibi- 
lità termica nella forma 


x oœ (T — T,)e-6, (103,12) 


‘Questo coefficiente tende all'infinito per 7 + T, secondo una legge 
vicina a (T — T,)-!3. 

Nel secondo suono abbiamo a che fare con le oscillazioni della 
fase © della funzione d'onda condensata. Perciò la grandezza 1/Im w 
ha anche il significato di tempo di rilassamento della fase. Per 
k-+ 0 essa, naturalmente, diventa infinita in quanto in un liquido 
omogeneo la variazione della fase non è legata alla variazione del- 
l’energia e perciò la fase non può essere soggetta a rilassamento. 

Il tempo di rilassamento del valore assoluto | 8 | = Vno, cioè 
della densità del condensato, non coincide in generale con il tempo 
di rilassamento della fase. Ma in virtù dell’invarianza di scala si 
può affermare che ambedue i tempi sono comparabili come ordine 
«di grandezza, per kre ~ 1. Secondo la (103,9) per questo tempo 


1) Per a < Osi avrebbe z = 3/(2—2). 


CINETICA DELLE TRANSIZIONI DI FASE 523 


abbiamo 
1 -vz- _vz 
t~ -pary ~Y" TaT) -9 ~ (Ta — T). 
Con il valore z dalla (103,10) troviamo 
gio (Ty — T) HP. (103,13) 


Il tempo di rilassamento della densità del condensato resta finito 
anche per X + 0, non diventando affatto infinito come per la fase. 
Perciò la legge della dipendenza dalla temperatura (103,13) per il 
rilassamento della densità del condensato resta valida anche per 
k =0 (V. L. Pokrovskij, I. M. Chalatnikov, 1969) 1). 


1) Per æ > 0 si avrebbe Tœ (T, — 7) in esatta coincidenza con la legge 
(101,6) dedotta nei limiti della teoria di Landau, Questa coincidenza, tuttavia, 
è in un certo senso casuale. 
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